CFVVI — PROVA SUBSTITUTIVA — TURMA 4 21/07/2025

GABARITO

Nao é permitido o uso de celulares, calculadoras ou dispositivos eletronicos!
A avaliacao é individual e nao é permitida consulta!

Respeite as margens do papel!

Nao utilize caneta vermelha ou corretivo!

Todas as respostas devem ser devidamente justificadas!

Nao pule passagens e use a notagao matematica corretal

o Ot W e

O resultado final correto nao significa nada se o procedimento estiver errado!

O exercicio correspondente a prova que sera substituida vale 50 pontos

1 [25] Considerando a fungao f(x,y) =+9—a2—y>—3
a) Determine e esboce o dominio de f

b) Determine as curvas de nivel de f e esboce trés delas

c) Calcule o limite  lim flxy)

o0 22 1 o2 ou mostre que ele nao existe
z,y)—(0,0) T Yy

Dominio y Curvas de nivel
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a) O dominio de f consiste dos pontos onde é
possivel avaliar a raiz quadrada, isto é, os pon-
tos que satisfazem 9 — z? - y2 > 0, ou seja,
9—z2—y?>0
—a® —y* > -9

a?+y? <9=3
Portanto,
Dy = {(z,y) eR* | 2* +y*> <9},

que corresponde a um disco de raio 3, centrado
na origem.

b) As curvas de nivel de f sdo compostas pelos
pontos onde f(x,y) = ¢ para alguma constante
c na imagem de f.

Para determinar a imagem de f observamos
que 22 + y? s6 pode assumir valores no inter-
valo [0,9]. Portanto, 9 — 2 — 3? estd limi-
tado ao mesmo intervalo. Consequentemente

V9 — 22 — y? estd em [0, 3]. Concluimos que os
valores de f estao em [—3,0], isto é, Im(f) =
[_37 0]

Para qualquer ¢ € Im(f) = [-3,0], temos a
curva de nivel

flay)=c
VI—a2—y2-3=c¢
VI—a22—y2=c+3
9—a%—y?=(c+3)?
—2? =yt =(c+3)% -9
24+ y?=9—(c+3)?

Que corresponde a uma circunferéncia centrada
na origem de raio

9— (c+3)?

Escolhendo os valores c = =3, c = —2ec = —1,
temos as curvas de nivel

a4y =9—-(-34+32=9-0=9
Yorat+y?P=9—(-2+3)?=9-1=38
y3:a? +yP =9 (-1+3)2=9-4=5

¢) Calculando o limite

i f(z,y)
11m
(z,y)—(0,0) 2 + 2

VI—a2—y?2-3

L=

(2.9)2(0,0) 2 4 2
JO — 2 42
= lim I —y" =3 X
(x,y)—(0,0) x2 4 2

VI—a?2—y?>+3
VI—a2—y2+3

( 9—x2—y2>2—32

lim
 @a)=(00) (32 4 42) ( e a— +3>

. 9—a2?—y?—9
= lim
(I,y)%(o,o) (gjz —+ yQ) <1 /9 _ m2 _ yQ + 3)
(4

lim
(z,y)—(0,0) a:2+y ( /9 _xQ_y +3>

= lim
(z.)—=(0,0) /9 —xQ—y +3
- -1
9—02—-02+3
-1 -1
343 6



2 [25] Considerando que a equagao ze’ + ye® 4+ 21In(z) —2 — 31n(2) = 0 define z como funcao

de x e y.
a) Calcule as derivadas % e %
r Oy
b) Encontre os valores de % e (‘69_; em (1,In(2),1n(3))

c¢) Construa a aproximagao linear da fungao z(z,y) no ponto (1,In(2))

a) Considerando z = z(x,y) e derivando por z os dois lados da equagao temos

ze + ye*@Y) 4 2In(z) = 2 4 31n(2)

0 {:L‘ey + ye*@Y) 4 9 ln(x)] = 9 [2 4 31n(2)]

Oz ox
0 0 0
(oY . 2(z,y) (21 —
ox (we?) + ox (ye ) + ox (21In(z)) = 0
eV + yez(%y)% + g =0
or =«
0z 2
z2@y) 2 oy _ 2
ye ox ¢ x

0z -1 vy 2
% - yez(m,y) ¢ E

Derivando por y os dois lados da equagao temos

ze¥ 4+ ye*@Y) 4 2In(z) = 2 + 31n(2)

;y {:cey +yef@Y) L 21n(x)| = 88y [2 4+ 31n(2)]
) ) )
9 oy 9 (@) 1+ 9 o)) —
5y )+ 5. (ve70) 4 5 2In(@) =0
0¢Y Y s(wy) 4 9 @)
T Heslan) 1y 2 exl@n) 4 9=
x 2y + 8ye +yaye +

ze¥ 4 e*@Y) yez(z’y)gz =0

yez(m,w% L el o)
Y
0z ze¥ + (@)

aiy - yez (z,y)



b) Avaliando as derivadas no ponto (1,In(2),1n(3))

%(1,111(2)) = <_1 <ey + 2))
ox ye Zz (1,In(2),In(3))

__ -1 n(2) , 2
 In(2)eln®) <e 1

= 3y (2+2)

c¢) A aproximagao linear da funcao z(z,y) no ponto (zg,yo) = (1,1n(2)) é

0z 0z
L(z,y) = z(x0,y0) + ( — xo)%(mo,yo) +(y — yo)a*y(xovyo)

0z 0z

= 2(1,In() + (0 = 5 (L) + (5~ 1(2) 5 (L In(2)
= 1n(3) + (2 = )05 + (v~ n(2) 31;?2)

Nao faz parte da resolucao solicitada na prova, mas com o uso de uma calculadora podemos avaliar
essa expressao, obtendo uma aproximagao para z(z,y) quando (z,y) =~ (1,0.69)

z(z,y) = L(z,y)

4 5 4 5
3m(2) '3 3mn(2)" 3n(2)

=In(3) + Y

~ 4,689 — 1,924z — 2,404y



3 [25] Encontre os valores maximo e minimo da funcdo f(x,y) = 22 4+ y* restrita a regido

fechada limitada z* + 2y* < 16

Como a fungao é continua e a regiao é fechada
e limitada sabemos que f assume um valor ma-
ximo e um valor minimo na regiao.

Temos que buscar os pontos criticos no interior
e aplicar multiplicadores de Lagrange na fron-

teira.

Gradiente de f

of 0 o 2 o
- =—(2 =4
Jxr  Ox ( Tty ) v
of 0 5o o
—— = — (2 =2
oy 0Oy ( Tty ) Y
Pontos criticos: Impondo Vf = 0 temos o

ponto interior

P, =(0,0)

Multiplicadores de Lagrange: Temos a restrigao
g(z,y) = 2?2 + 2y < 16 e seu gradiente é

dg 0 , 4 N
oxr Oz (ac 2y ) 2
dg 0 , 4 N
oy Oy (x 2y ) y

Precisamos resolver o sistema

dr =2 x
2y = 4y
22 +2y% =16

Que pode ser simplificado

2r = \x
y=2\y
22 +2y% =16

Da primeira equacao temos que x = 0 ou A = 2.
Se z = 0 a terceira equagao se reduz a

22 +2y% =16

2y = 16
y' =38
y = £2V2
Substituindo qualquer uma delas na segunda

equagao temos A = (. Encontramos o segundo
e terceiro pontos

Py = (0, —2[2) Py = (0,2\@)

Se A = 2 a segunda equacao se torna y = 8y e,
portanto, y = 0. Substituindo na terceira equa-
cAo temos x? = 16, cujas solucdes sao x = —4
ou x = 4. Encontramos o quarto e quinto pon-
tos

P4:(_4>O) P5:(470)

Avaliando a funcao nos pontos encontrados

f(0,00=2x024+0%2=0

O valor minimo de f é 0 e o valor maximo é 32



