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Extremos locais
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Extremos locais

Seja f(x, y) definida em uma regido R que contém o ponto (a, b)

» f(a,b) é um valor maximo local de f se

fla,b) = f(x,y)

para (x,y) do dominio em um disco aberto centrado em (a, b)

» f(a,b) é um valor minimo local de f se

fla,b) < f(x,y)
para (x,y) do dominio em um disco aberto centrado em (a, b)
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Teste da derivada de primeira ordem

Se f(x, y) tiver um maximo ou minimo local em um ponto interior (a, b)
do seu dominio

e se as derivadas de primeira ordem existirem em (a, b), entéo

fila,b)=0  f(a,b)=0
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Ponto critico

Um Ponto Critico de uma funcdo f(x,y)

é um ponto (a, b), no interior do dominio de f, onde

fila,b) =0 e fy(a,b)=0 Vf(a,b) =0

ou

fx(a,b) ou f,(a,b) nio exista Vf(a, b) nio existe
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Uma fungéo diferenciavel f(x, y) possui um ponto de sela em (a, b)
se, em todo disco aberto centrado em (a, b),

existirem pontos (x;,y;) e (x,,y,) onde

fGa,m) > f(ab)
f(vayZ) < f(av b)
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Encontre os pontos criticos e valores extremos locais da fun¢ao

flx,y)=x*+y"—4y+9
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Exemplo 1 — Derivadas parciais

%:ax (¥ +y' —4y+9) =2x
of o

5 a—y(x2+y2—4y+9) =2y —4
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Exemplo 1 — Pontos criticos

As derivadas existem em todos os pontos do plano

Plano tangente horizontal

f(x,y) =0 fy(x,y)=0

Ponto critico é (0, 2)
2x =0 2y—4=0

x=20 y=2
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Exemplo 1 — Avaliando a funcédo

Onde a funcéo vale

—0+4—-8+9=5
(0,2)

f(0,2) = (x*+y* —4y+9)

Analisando a fun¢io percebemos que 5 é o menor valor que ela assume, portanto é
um ponto de minimo local (e nesse caso global também)
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Teste da derivada segunda
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Hessiana

Matriz Hessiana

H(x.y) [fxx(x,y) fxy(x,y)]

fx(x, ) (%, 9)

Discriminante (ou Hessiano)

D(xvy) = detH(xay) = fxx(X,y)fyy(X,y) - fxzy(xvy)
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Teste da derivada segunda

Seja f(x, y) diferenciavel e (a, b) um ponto critico onde f;(a, b) = f,(a,b) =0
1. se det H(a,b) =0 o teste é inconclusivo
2. se det H(a,b) <0  f tem um ponto de sela em (a, b)
3. se det H(a,b) > 0 testamos a derivada segunda em x (ou y)

3.1 se fu(a,b) <0  ftem um maximo local em (a, b)

32 se fu(a,b) >0 f tem um minimo local em (a, b)
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Exemplos
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Exemplo 2

Encontre e classifique os pontos criticos da fungao

flx,y) =xy—x*—y* —2x—2y+4

Avalie os valores extremos locais de f
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Exemplo 2 — Derivadas parciais

0 0
a_iza(xy—xz—yz—zx—zyﬁ) =y—2x-2

g—{):%(xy—xz—yz—Zx—ZJH—Q =x—2y—2
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Exemplo 2 — Pontos criticos

As derivadas existem em todos os pontos do plano

Buscando os pontos onde plano tangente é horizontal
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Exemplo 2 — Resolvendo o sistema

y—2x—2=0

filx,y)=y—2x—2=0 y—202y+2)—2=0

]Cy(x7Y):x—2y—2:0 y—4y+—-6=0

Ponto critico (—2, —2)
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Exemplo 2 — Calculando as derivadas segundas

&f 9

of 0

9y~ oy (x—2y—2) =-2
*f 0

8x8y Ox (r—2y-2) =1

Discriminante

D(xv y) :]CXX(X’ y)fyy(x’ y) _f;czy(x7 _V) = <_2)(_2) —1=3
D(—Z, —2) =3
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Exemplo 2 — Caracterizacdo do ponto

Como D(—2,—2)=3>0 e fu(—2,-2)=-2<0

pelo teste da derivada segunda
o ponto (—2,—2) é um ponto de maximo local

O valor da fung¢édo neste maximo local é
f(=2,-2) = (xy —x* — y* —2x — 2y + 4)
(72772)
= (~2)(-2) — (~2)" — (-2 - 2(-2) - 2(~2) + ¢
=4—-4—-4+4+4+4
=38
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Exemplo 3

Encontre e classifique os pontos criticos da fungao
f(x,y) =3y* —2y° — 3x* + 6xy

Avalie os valores extremos locais de f
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Exemplo 3 — Derivadas parciais

%:%(3y2—2y3—3x2+6xy) = —6x+ 6y =6y — 6x
of 0

= — (392 =2y —3x*+6 =6y—6y°+6
9y ay(y y' = 3x* +6xy) =6y —6y° + 6x
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Exemplo 3 — Pontos criticos

As derivadas existem em todos os pontos do plano

Buscamos os pontos onde as derivadas parciais sdo nulas
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Exemplo 3 — Derivadas parciais

6y —6y* +6x =0
6y — 6y — 6x =0

fi(x,y) =6y —6x=0 6y — 6y — 6y =0

b G2 _
fy(x,y) =6y —6y"+6x=0 65" — 12y = 0
6 —2)=0
6y — 6x =0 y(y—2)
x=y

Portanto y =0 ou y =2

Os pontos criticos sdo (0,0) e (2,2)
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Exemplo 3 — Derivadas segundas

Discriminante
0? 0 - 2
8—xf2 = 5 (6y—6x) = —6 D(x,y) = fur(x, ¥)fyy(x, ¥) — fiy(x. 9)
= (—6)(6 — 12y) — 6
o2 o = —36+72y— 36
a—J: = (6y — 6y° + 6x) =6—12y
y y =72(y—1)

0*f 0*f 0
p— —_ — —_ p— 6
Ox0y  0yox 0Oy (6y — 6)
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Exemplo 3 — Analisando o ponto (0, 0)

Como

D(0,0) =72(0 —1) = =72 < 0

pelo teste da derivada segunda

esse ponto é um ponto de sela
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Exemplo 3 — Analisando o ponto (2, 2)

Como
D(Z,Z) = 72(2 — 1) =72>0 fxx(z,z) =—6<0

pelo teste da derivada segunda, o ponto (2,2) é um maximo local com valor

f(2,2) = (3y* — 2 — 3x* + 6xy)
(22)

=3x22—2x22—-3x224+6x2x2
=12—16 — 12+ 24

=38
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Exemplo 4

Seja
fx,y) = € cos(y)

encontre os pontos criticos de f e classifique-os
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Exemplo 4 — Derivadas primeiras

Filx,y) = 2 (& cos(y))

= e*cos(y)

ﬁmw=%wmw»

= —¢esen(y)

29/84



Exemplo 4 — Pontos onde as derivadas sdo nulas

f(xy) = filx,y)=0

e cos(y) =0 —ée*sen(y) =0

cos(y) =0 sen(y) =0
y=g+n7r nez y=nr necZ
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Exemplo 4 — Solucdes

Nao existe solucdo simultanea
e as derivadas existem em todos os pontos de R?,

portanto, nao ha pontos criticos
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Exemplo 5

Seja
flx,y) =In(x* + y* + 1)

encontre os pontos criticos de f e classifique-os
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Exemplo 5 — Derivadas primeiras

0 0
flxy) =5 (In(x* 4+ y* + 1)) f(x,y) = 9y (In(x* 4 y* + 1))
1 o , 1 B,
- + 944+ 1 — o) 2
x2+y2+1ax(x Yy +1) x2+y2—|—18y<x +y 1)
. 2X Zy

X2+ +1 Xy +1
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Exemplo 5 — Pontos onde as derivadas sdo nulas

Sl y) =0 filx,y) =0
2x - 2y o Ponto critico (0, 0)
X2+ +1 4y +1
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Exemplo 5 — Derivadas segundas

0 2x
fulx,y) = Ep (m)

0 0
a(z;c)(x2 +y 1) — Zxa(xz + 9y +1)

(x2 +y2 + 1)2
24y + 1) — 2x(2x)
B (x2 4 y? + 1)
2P+ 1-x%)
o (x2 4 y2 + 1)2
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Exemplo 5 — Derivadas segundas

0 2y
0 =35 (77577)

a 2 2 a 2 2
— — 2y— 1
ay(Zy)(x +y 1) 2yay(x +y +1)

(X2 +y2 + 1)2
_ 2’4y +1) —2y(2y)
<x2 +y2 + 1)2
_2(x*+1-y°)
(xR +1)2
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Exemplo 5 — Derivadas segundas

0 2x
e =55 (w7)

— ol (X +y*+1)
0

—1
dy
-1

(x*+y*+1)2dy

—2x
T+ 1)2<2y)
_ —4xy

(x2 + y2 4+ 1)2

= 2x (2 +y*+1)
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Exemplo 5 — Derivadas segundas

B 2(y* +1—x%)

fu(x,y) = 2T 1) fux(0,0) =2
_2(x*+1-y%) B

foy(x,y) = (4 P17 fy(0,0) =2

[ e —" £(0.0) =0

(x? + y2 4 1)?2
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Exemplo 5 — Discriminante

D(07 0) = ﬁcx(O, O)f;/y(oa 0) - x2y<07 0)
=2x2—0°

=4 >0
fe(0,0) =2>0

O ponto (0,0) é um minimo local
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Exemplo 6

Seja

flx,y) = xe ™™

2

Encontre os pontos criticos de f e classifique-os
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Exemplo 6 — Derivadas primeiras

e = 2 ()
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Exemplo 6 — Derivadas primeiras
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Exemplo 6 — Pontos criticos

As derivadas existem em todos os pontos do plano

Pontos com plano tangente horizontal
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Exemplo 6 — Sistema

fylx,y)=0 1—2x*=0
felx,y) =0 Xy =

(1—2x%) e ¥ =0 Xy =0

—2xye XV =0 x=0ouy=0
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Exemplo 6 — Sistema

Sex=0 Sey=0
f:(0,y) =0 £i(x,0) =
1—2x0°=0 1—2x% =0

1=0 2x* =1
Naio existe solucao x = 1
V2

Pontos criticos (

S/
=
(¢]
/N
4
Q/
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Exemplo 6 — Derivadas segundas

a 7)(.‘27 2
ﬁcx(xay):a<(l_2xz)e y)

O (1 Lo ey B g 2y
o (1—2x")e + (1—2x%) o

= —dxe ¥V 4 (1 — 2x2) —x-y aﬁ ( x*—y )
= —dxe ™ 4 (1-2x%) e (—2x)
= [—4x+ (1 —24%) (—2x)] e

2

= 2x (Zx2 - 3) e XY
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Exemplo 6 — Derivadas segundas

folx,y) = % (—nye*"Z*ﬁ)
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Exemplo 6 — Derivadas segundas

ﬁcy(xa Y> = % ((1 - 2x2) e_xz_y2>
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Exemplo 6 — Derivadas segundas

Derivadas segundas

2 2

fue(x,y) = 2x (2x2 — 3) e XY
f(x,y) = 2x (Zyz — 1) e XY

2 2

fo(x,y) =2y (Zx2 — 1) e XY

2
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Exemplo 6 — Derivadas segundas

e (Jp0) —2ee -3 e

(1/v2,0)
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Exemplo 6 — Derivadas segundas
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Exemplo 6 — Derivadas segundas
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Exemplo 6 — Discriminante

(i) o (35e) (G5 () (59
- (o) (i) o

_ —1_4
=4e =->0
e

fx (\%,0) = —2v2¢ " <0

1
O ponto (| —,0 | é um maximo local
P <\/5 )
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Exemplo 6 — Derivadas segundas

(=1/v2,0)

SRCIREARE
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Exemplo 6 — Derivadas segundas

- 1 2 2

—,0] =2x (2" —1)e ™Y

o (g0) =2y e
-2 .
= —(~1)e "

V2
= '\/326«1/2
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Exemplo 6 — Derivadas segundas

=0
(=1/v2,0)
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Exemplo 6 — Discriminante

(EDREDEACEMEDRIEY
- (i) () -

_ —1_4
=4e =->0
e

fx (\_/—% 0) =2v2¢ >0

—_

O ponto (—, O) ¢ um minimo local

S
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Exemplo 7

Considerando a fun¢do f(x,y) = x* + 3xy + y°
a) Calcule o gradiente de f

b) Calcule a hessiana de f

c) Encontre todos os pontos criticos de f

d) Classifique cada ponto critico de f
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Exemplo 7 — a — Gradiente de f

Derivadas parciais de f

af . a 3 3 o 2

5 = x [x* 4+ 3xy+y’] = 3x*+3y

af @ 3 3 2

5y 5 [x* +3xy + y’] x + 3y
entao

3x% + 3y
Vi = ( 3x + 3y* )
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Exemplo 7 — b — Hessiana de f

Derivadas parciais de segunda ordem de f

Pf 0, _
Of

_ 9 [3x +3y*] = 6y
Jy? dy

of  o0of 0 e
ox0y  0x0dy  Ox [3x+3y] =7

entao

H:<6x 3)
3 6y
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Exemplo 7 — ¢ — Pontos Criticos de f

A funcéo é um polinémio, entdo possui derivadas em todos os pontos do plano

Os pontos criticos sao apenas onde as derivadas parciais sdo zero, Vf = 0

3x* +3y=0 e 3x+3)) =0
simplificando

X +y=0 e x+3y*=0
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Exemplo 7 — ¢ — Pontos Criticos de f

Isolando y na primeira equagao

xX*+y=0 x=0 ou 14+x*=0
y= —x’ X =-1
3
e substituindo na segunda x =v—1
2 x =—1
x+y =0
X+ (—xZ)z —0 As solucodes dessa equacio sao
x=0oux=—1
x+x*=0

x(1+x%) =0
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Exemplo 7 — c-Pontos Criticos de f

Como y = —x*

se x =0,entdo y =0

sex = —1,entdo y = —1

os pontos criticos sdo

<x1>y1> = (070) € (x27y2> (_17_1)
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Exemplo 7 — d - Classificando os Pontos

Considerando o ponto (x;, y;) = (0,0)

f(0,0) = (6x) =0
(0.0)
f;;y(0,0) = (6y) 00) =0
ﬁCY(()? 0) =3
Dy = fix(0,0)£,,(0,0) — £2(0,0) = 0x0—3* = =9 < 0

Portanto, o ponto (0,0) é um ponto de sela
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Exemplo 7 — d - Classificando os Pontos

Considerando o ponto (xz, y,) = (—1,—1)

ﬁfx(_la _1) = (6x)

=6
(_17_1)

f(—1.-1) = (63) \( -

ﬁCJ/(_17 _1) =3

27 >0

Dy = for(=1, =1)fyy (=1, =1)=f(=1,=1) = (=6)(=6)=3" = 36—9
Portanto, o ponto (—1, —1) é um maximo ou minimo local

Como fi(—1,—1) = —6 < 0 o ponto é um ponto de maximo local
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Exemplo 8

Considerando a fun¢do f(x,y) = 4xy — x* — y*
a) Calcule o gradiente de f

b) Calcule a hessiana de f

c) Encontre todos os pontos criticos de f

d) Classifique cada ponto critico de f
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Exemplo 8 — a — Gradiente de f

0 0
a_i = gy [y —x" =] = 4y -4
g—]; = a—y[4xy—x4—y4} = 4x—4y3
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Exemplo 8 — b — Hessiana de f

2

g—j: = 02 [4y—4x3} = —12x°
X X

0’ 0

#: = % [4x — 4y°] = —12y°

62f B 0 of B 0 57
x0y — oxdy — oa W] =4

—12x* 4
entdo H(x,y) = < 4x —12y2)

68/84



Exemplo 8 — ¢ — Pontos criticos de f

A funcéo é um polinémio, entado possui derivadas em todos os pontos do plano

Assim os pontos criticos sdo apenas os pontos onde Vf =0
4y —4x’ =0 e 4x—4y°=0

ou

y—x3:0 e x—y3:
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Exemplo 8 — ¢ — Resolvendo o sistema

Isolando y na primeira equacao e substituindo na segunda
y— x* =0 X — y3 =0
y=x3 x—(x3)3:0
x—x' =0
x (1 — x8) =0

As solucdes dessa equacgéo sdo
x=0,x=1oux—1
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Exemplo 8 — ¢ — Resolvendo o sistema

Como y = x°
Se x =0 temos y =0
Se x =1 temos y =1

Se x = —1 temos y = —1

Os pontos criticos sdao

(xh yl) = (070)a (x27y2) = (1> 1) € (X3,y3) <_1> _1>
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Exemplo 8 — d — Classificando o ponto (x;, y;) =

fx(0,0) = (—12x%)

£»(0,0) = (-12y%)

fy(0,0) = (4)
00)

(0,0)

=0 D, = det H(0,0)

= fex(0,0)£3,(0,0) = £5(0,0)
=0 =0x0—4°

=-16<0

O ponto (0,0) é um ponto de sela



Exemplo 8 — d — Classificando o ponto (x3, y,) =

fee(1,1)

f(1,1)

f;C)’(lv 1) -

(—12y%)

(—12x%)

(1,1)

(1,1)

= —12

=4

O ponto (1,1) é um extremo local

Como fy,(1,1) =

D, = det H(1,1)

= fu(1,1)f3(1,1)
= (—12)(—12) — 4*

=144 — 16

=128>0

—12 < 0 o ponto é um maximo local

(1,1)

_f;czy(L 1)



Exemplo 8 — d — Classificando o ponto (x3,y3) = (—1, —1)

fur(—1,-1) = (—12%%) =—12 Dy=detH(-1,-1)
o = foel =1, ~1)fyy(~1, 1) = f(~1, 1)
fry(—=1,-1) = (—12x%) = —12 = (—12)(—12) — 42
(-1,-1)
— 144 — 16
foy(—1,-1) = (—12x%) =4
(—1,—1) =128>0

O ponto (—1, —1) é um extremo local

Como fy,(—1,—1) = —12 < 0 o ponto é um maximo local
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Exemplo 9

Considerando a fun¢do f(x,y) = x* + y* + 4xy
a) Calcule o gradiente de f

b) Calcule a hessiana de f

c¢) Encontre todos os pontos criticos de f

d) Classifique cada ponto critico de f
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Exemplo 9 — a — Gradiente de f

% = %[x4+y4+4xy] = 4x° +4y
g—]; = (,%[x4+y4+4xy} = 4y’ +4x

3
entao Vf = ( oty )

4y® + 4x
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Exemplo 9 — b — Hessiana de f

2

g—xfz = % [4x® +4y] = 124°
f 0 ¢, 4 _ o2
9 = oy [4y° +4x] = 12y

o*f  oof 0 5 B

12x? 4
entao H = X 5
4 12y
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Exemplo 9 — ¢ — Pontos criticos

A funcéo é um polinémio, entao possui derivadas em todos os pontos do plano

Assim os pontos criticos sdo apenas os pontos onde Vf =0

4 +4y=0 e 4y +4x=0
ou

X +y=0 e Yy +x=0
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Exemplo 9 — ¢ — Resolvendo o sistema

Isolando y na primeira equacio, y = —x°, e substituindo na segunda, temos
Y +x=0
3\ 3
(=x*)" +x=0
—x"+x=0
¥ —x=0
x(x*—-1)=0

As solugdes dessa equacdo sdo x = 0, x = 1 ou x — 1. Se x = 0 temos y = 0, se
x = 1temos y = —1 e se x = —1 temos y = 1. Portanto, os pontos criticos sao

(xh yl) = <0>0)> (XZ? yZ) = (17 _1) € (X3,y3) = <_1> 1)
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Exemplo 9 — d - Classificando o ponto (x;, y;) = (0,0)

ﬁx(0,0) =0
f;/y(oa 0) =0
f;cy(ov 0) =4

Dy = £ix(0,0)£,,(0,0) — £(0,0) =0 x 0 —4° = —16 < 0

Portanto, o ponto (0,0) é um ponto de sela.
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Exemplo 9 — d — Classificando o ponto (xy, y») = (1, —1)

foe(1,—1) = 12
fy(1,—1) =12
fo(l,-1) =4

Dy = fie(1, =1)fy (1, —1) = f2(1,-1) =12 x 12 — 4* = 144 — 16 = 128 > 0

Portanto, o ponto (1, —1) é um maximo ou minimo local. Como
fux(1,—1) =12 > 0 o ponto é um ponto de minimo local.
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Exemplo 9 — d — Classificando o ponto (x3, y3) = (—1,1)

foe(—1,1) =12
fyy(—1,1) =12
fo(=1,1) =4

Ds = fu(—1,1)fy (=1,1) = f2(=1,1) =12 x 12 — 4* = 144 — 16 = 128 > 0

Portanto, o ponto (—1, 1) é um méximo ou minimo local. Como
fux(—=1,1) = 12 > 0 o ponto é um ponto de minimo local.
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Lista minima
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Lista minima

Calculo Vol. 2 do Thomas 12% ed. — Secédo 14.7

1. Estudar o texto da secdo
2. Resolver os exercicios: 2, 9, 11, 21, 23, 24, 25, 27

Atencao: A prova é baseada no livro, ndo nas apresentacdes
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