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Plano tangente ao grafico de f(x, y)

O plano tangente ao grafico de de uma fungio diferenciavel f(x, y)
no ponto (a, b) é

fa,b)(x = a) + fi(a,b)(y = b) = (2= f(a, b)) =0
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Plano tangente ao grafico de f(x, y)

O plano tangente ao grafico de de uma fungio diferenciavel f(x, y)
no ponto (a, b) é

fila.b)(x— @) + e b)(y— b) — (2~ fla.b) =0
Rearranjando

z=f(a,b) + fr(a, b)(x — a) + f,(a, b)(y — b)
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Aproximacao linear

Aproximacao linear, ou Linearizacdo de uma funcéo diferenciavel de duas variaveis
em torno do ponto (a, b)
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Aproximacao linear

Aproximacao linear, ou Linearizacdo de uma funcéo diferenciavel de duas variaveis
em torno do ponto (a, b)

L(x,y) = f(a, b) + fi(a, b)(x — a) + fy(a, b)(y — b)
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Exemplos
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Encontre linearizagdo da funcao

flx,y) =x*—xy—

no ponto (1,1)
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Exemplo 1 - Linearizacdo de f no ponto (1,1)

7/43



Exemplo 1 - Linearizacdo de f no ponto (1,1)

L(x,y) = f(a,b) + fi(a, b)(x — a) + fy(a, b)(y — D)
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Exemplo 1 - Linearizacdo de f no ponto (1,1)

L(x,y) = f(a,b) + fi(a, b)(x — a) + fy(a, b)(y — D)

=fLY)+ L0, D =1) + (1, 1)(y - 1)
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Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em x

f(x,y)
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Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em x

B
filxy) = a—i
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Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em x
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Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em x
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Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em x

f(1,1)
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Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em x
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Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em x
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Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em x

(2x - y)

(1,1)

=2x1—-1=1
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Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em y

fi(xy)
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Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em y

9/43



Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em y
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Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em y

9/43



Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em y

K1)
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Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em y
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Exemplo 1 — Avaliando a derivada parcial em y
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Exemplo 1 — Avaliando a funcédo

f(1,1)
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Exemplo 1 — Avaliando a funcédo

f(,1) = (& —xy =) »
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Exemplo 1 — Avaliando a funcédo

= 1—1x1-1°
(1.1)

f(1,1) = (& —xy—5)
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Exemplo 1 — Avaliando a funcédo

= 1’—-1x1-1 = —1
(1,1)

f(1,1) = (& —xy—5)
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Exemplo 1 — Linearizagao

L(x,y)
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Exemplo 1 — Linearizagao

Lix,y) = f(L D) + (1L, D = 1) + £,(1,1)(y = 1)
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Exemplo 1 — Linearizagao

Lix,y) = f(L D) + (1L, D = 1) + £,(1,1)(y = 1)

=—-1+1(x—1)—-3(y—1)
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Exemplo 1 — Linearizagao

Lix,y) = f(1, 1) + £(1, )(x = 1) + £,(1,1)(y = 1)
=—-1+1(x—1)—-3(y—1)

=—1+x—-1-3y+3
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Exemplo 1 — Linearizagao

Lix,y) = f(1, 1) + £(1, )(x = 1) + £,(1,1)(y = 1)
=—-1+1(x—1)—-3(y—1)
=—-14+x—-1—-3y+3

=x—-3y+1
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Exemplo 2

Encontre a linearizacgio de

2
f(x,y):xz—xy+y?+3

no ponto (3,2)
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Exemplo 2 — Avaliando a derivada parcial em x

f(x,y)
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Exemplo 2 — Avaliando a derivada parcial em x

o 0 2 )’2
fx(an)—a<x —XY+?+3)
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Exemplo 2 — Avaliando a derivada parcial em x
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Exemplo 2 — Avaliando a derivada parcial em x

a 2
fx(x,y)=a<xz—xy+y7+3) =2x—y

f(3,2)
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Exemplo 2 — Avaliando a derivada parcial em x

a 2
fx(x,y)=a<xz—xy+y7+3) =2x—y

f:(3,2) = 2x = y)

(3,2)
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Exemplo 2 — Avaliando a derivada parcial em x

a 2
fx(x,y)=a<xz—xy+y7+3) =2x—y

=2X3-2
(3,2)

f:(3,2) = 2x = y)
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Exemplo 2 — Avaliando a derivada parcial em x

a 2
fx(x,y)=a<xz—xy+y7+3) =2x—y

=2X3-2=4
(3,2)

f:(3,2) = 2x = y)
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Exemplo 2 — Avaliando a derivada parcial em y

fi(xy)
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Exemplo 2 — Avaliando a derivada parcial em y
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Exemplo 2 — Avaliando a derivada parcial em y
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Exemplo 2 — Avaliando a derivada parcial em y
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Exemplo 2 — Avaliando a derivada parcial em y

0 e
fy(x,y)=a—y <x2—xy+3+3> =-—x+y

£3,2) = (=x+y)

(3.2)
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Exemplo 2 — Avaliando a derivada parcial em y

0 e
fy(x,y)=a—y <x2—xy+3+3> =-—x+y

=342
(352)

£3,2) = (=x+y)
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Exemplo 2 — Avaliando a derivada parcial em y

0 e
fy(x,y)=a—y <x2—xy+3+3> =-—x+y

= 3+4+2=-1
(3,2)

£3,2) = (=x+y)
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Exemplo 2 — Avaliando a funcdo

f3,2)
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Exemplo 2 — Avaliando a funcdo

f(3,2) = (xz—xy+y;+3>
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Exemplo 2 — Avaliando a funcdo

f(3,2) = (xz—xy+y?+3>
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Exemplo 2 — Avaliando a funcdo

2

2
f(3,2)=(x2—xy+%+3> :32—3><2+?+3:8
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Exemplo 2 — Aproximacao linear

L(x,y)
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Exemplo 2 — Aproximacao linear

L(x,y) = f(a,b) + fi(a, b)(x — a) + fy(a, b)(y — D)
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Exemplo 2 — Aproximacao linear

L(x,y) = f(a, b) + fi(a, b)(x — a) + fy(a,b)(y — b)
=f(3,2) + £:(3,2)(x = 3) + /5(3,2)(y - 2)
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Exemplo 2 — Aproximacao linear

L(x,y) = f(a, b) + fi(a, b)(x — a) + fy(a, b)(y — b)
=f(3,2) + £(3,2)(x = 3) + £,(3,2)(y — 2)
=8+4(x—3)+ (-1)(y—2)
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Exemplo 2 — Aproximacao linear

L(x,y) = f(a, b) + fi(a, b)(x — a) + fy(a, b)(y — b)
=f(3,2) + £(3,2)(x = 3) + £,(3,2)(y — 2)
=8+4(x—3)+ (-1)(y—2)

=4x—-y—2
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Exemplo 3

Seja
flx,y) =In («* +y?)

use a aproximacao linear de f no ponto (1, 2) para estimar f(1,01;1,98)
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Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em x

of
ox
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Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em x

0 0 s
L= ()
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Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em x

of 0 B
ox = o2 W HY)) = gy YY)

18/43



Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em x

of 19
ox o MTHY)) = o (K HY) =

2x
x2 _|_ y2
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Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em x

of 0 1 0 2x
a = a(ln(xz—i—yz)) = x2+y2£(x2+y2) = x2_|_y2
of

a(laz)
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Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em x

of 0 1 0 2x
or = ax (¥ +y)) = ma(xuyz) T gy
of . 2x

a(la ) x* + y* (1,2)
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Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em x

of 0 1 0 2x
or = ax (¥ +y)) = ma(xuyz) T gy
of 2x 2x1

18/43



Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em x

of 0 1 0 2x
or = ax (¥ +y)) = ma(xuyz) T gy
of 2x 2x1 2
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Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em y

of
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Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em y

0 0 , )
8_1; - o (@)
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Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em y

af_ﬁ 2 2 _ 1 3 2 2
@ - 8y(ln(x +y)) - x2+yzay(x +y)
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Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em y

af_ 2 2 o 1 3 2 2N 2y
@ - 8—y(ln(x+y)) - x2+y28y(x+y) - x2+y2
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Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em y
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Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em y
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Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em y
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Exemplo 3 — Avaliando a derivada parcial em y
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Exemplo 3 — Avaliando a funcdo

f(1,2)

20/43



Exemplo 3 — Avaliando a funcdo

f(1,2) = In(1+4)
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Exemplo 3 — Avaliando a funcdo

f(1,2) = In(1+4) = In(5)
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Exemplo 3 — Aproximacao linear
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Exemplo 3 — Aproximacao linear

Lxy) = fla. )+ GHa b)x = 0) + @by~
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Exemplo 3 — Aproximacao linear

Lxy) = fla. )+ GHa b)x = 0) + @by~

=In(5) + -(x—1)+ g(y—z)
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Exemplo 3 — Avaliando no ponto f(1,01;1,98)

L(1,01;1,98)
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Exemplo 3 — Avaliando no ponto f(1,01;1,98)

2 4
L(1,01;1,98) = In(5) + 5(0,01) + g(—o,oz)
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Exemplo 3 — Avaliando no ponto f(1,01;1,98)

2 4
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Exemplo 3 — Avaliando no ponto f(1,01;1,98)

2 4
L(1,01;1,98) = In(5) + 5(0,01) + g(—o,oz)
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Exemplo 3 — Avaliando no ponto f(1,01;1,98)
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Exemplo 3 — Comparando com o valor exato

Com uma calculadora podemos avaliar
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Exemplo 3 — Comparando com o valor exato

Com uma calculadora podemos avaliar

L(1,01;1,98) ~ 1.59744
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Exemplo 3 — Comparando com o valor exato

Com uma calculadora podemos avaliar

L(1,01;1,98) ~ 1.59744

£(1,01;1,98) ~ 1.59747
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Exemplo 4

Seja

flx,y) = Vdx + y*

use a aproximacao linear de f no ponto (1, 2) para estimar f(1.02,1.99)
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em x

of
ox
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em x

of 0
— = —./4 2
Ox Ox Xty
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em x
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em x

0 0

a;i::a 4x+y2
§(4x+y)/
1 1/2 8
=2 (4x+y) o (ax+y)
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em x

0 0
a;i::a 4x+y2
§(4x+y)/
1 1/2 8
=2 (4x+y) o (ax+y)
oty
2 Jiax+ 92
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em x

0 0
a;i::a 4x+y2
§(4x+y)/
l(4x+y) "2 (x4 97
2 0
211,
2 Jiax+ 92
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em x
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em x

O (1,2)= 2
é):( ’ \/ ‘13{ '+' 3/2 (1,2)
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em x

O (1,2)= 2
é):( ’ \/ ‘13{ '+' 3/2 (1,2)

2

Va4 x 1422
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em x

5_f<1 2) = #
Ox Vax+ ¥
2
T Vaxi+2

Sl

26/43



Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em x

5_f<1 2) = #
Ox Vax+ ¥
2
T Vaxi+2
2 2

Vs 2v2
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em x

5_f<1 2) — #
Ox Vax+ ¥
2
T Vaxii?
2 2 1

VE 2v2 V2
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em y
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em y

of 0
22 /4 2
Dy ~ 0y x+y
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em y
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em y
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em y

28/43



Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em y

693) ’ \/ ZIJC %‘ 3/2 (172)
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em y

a_f(l 2) = __Y
oy VAX+ 9% )
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em y

a_f(lz :L

693) ’ \/ ZIJC %‘ 3/2 (172)
_ 2
VA x 1+ 22
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em y

a_f(lz :L
693) ’ \/ ZIJC %‘ 3/2 (172)
_ 2
VA x 1+ 22
2 2
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Exemplo 4 — Avaliando a derivada parcial em y

a_f(l 2 :L
Iy VAt lag
2
T Vaxii2
2 2 1
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Exemplo 4 — Avaliando a funcdo

f(1,2)
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Exemplo 4 — Avaliando a funcdo

f(1,2) = \/4x + y?

(1,2)
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Exemplo 4 — Avaliando a funcdo

f(1,2) = \/4x + y?
(1,2)
=14 x 1+ 22
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Exemplo 4 — Avaliando a funcdo

f(1,2) = \/4x + y?
(1,2)
=14 x 1+ 22

=V4+4
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Exemplo 4 — Avaliando a funcdo

f(1,2) = \/4x + y?
(1,2)
=14 x 1+ 22
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Exemplo 4 — Avaliando a funcdo

f(1,2) = \/4x + y?
(1,2)
=14 x 1+ 22
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Exemplo 4 — Aproximacao linear

L(x,y)
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Exemplo 4 — Aproximacao linear

Lx.y) = fla.b)+ G(@b)x— )+ 5@ by b
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Exemplo 4 — Aproximacao linear

Lx.y) = fla.b)+ G(@b)x— )+ 5@ by b

—f0.2)+ 0.2 = 1)+ 0.2 -2)
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Exemplo 4 — Aproximacao linear

Lx.y) = fla.b)+ G(@b)x— )+ 5@ by b

—f0.2)+ 0.2 = 1)+ 0.2 -2)

1 1
:2\/§+%(x—1)+%(y—2)
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Exemplo 4 — Aproximacao linear

Lx.y) = fla.b)+ G(@b)x— )+ 5@ by b
of of

:f(1’2)+8_x(1’2)(x_ 1)+8_y(1’2)(y_2)
1 1

:2\/§+%(x—1)+%(y—2)

4 +x—i—y—3

V2

S
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Exemplo 4 — Aproximacao linear

Lx.y) = fla.b)+ G(@b)x— )+ 5@ by b
—f0.2)+ 0.2 = 1)+ 0.2 -2)
1 1
=2V2 + %(x— 1)+%(y—2)
4 x+y—3
RV ARG
x+y+1

V2
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Exemplo 4 — Aproximacao

L(1.02,1.99)
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Exemplo 4 — Aproximacao

1.02+1.99 +1

V2

L(1.02,1.99) =
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Exemplo 4 — Aproximacao

1.02+199+1 4.01

V2 V2

L(1.02,1.99) =
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Exemplo 4 — Aproximacao

1.02+1.99+1 4.01
* 1 = 2.005v/2

V2 V2

L(1.02,1.99) =
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Exemplo 4 — Comparando com o valor exato

Com uma calculadora podemos avaliar
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Exemplo 4 — Comparando com o valor exato

Com uma calculadora podemos avaliar

1(1.02,1.99) ~ 2.8284
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Exemplo 4 — Comparando com o valor exato

Com uma calculadora podemos avaliar

1(1.02,1.99) ~ 2.8284

£(1.02,1.99) ~ 2.8355

32/43



Exemplo 5

Utilize a linearizacdo da func¢éo

flx,y) =& cos(xy)

no ponto (ﬁ, ﬁ) , para obter uma estimativa para f(2,1)
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em x

of
ox
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em x

g—£ = é% (e"z_yz cos(xy))
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em x

(e"z_yz cos(xy))

Sl
S

<ex2_y2) cos(xy) + exz_VZ% (cos(xy))

¥l
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em x

(
("

y

eV cos xy)

xzf

2 a
v
e ) cos(xy) + (cos(xy))

2728

Y2 2 o xP—y?
I (x* — ) cos(xy) — e sen(xy)— o

0

(xy)
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em x

22 0 22 0
I e A 2 .2 P okl .
R (x* — ) cos(xy) — e sen(xy) o

(xy)

— ¢° V' 2xcos(xy) — ¢ sen(xy)y
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em x

22 0 22 0
I e A 2 .2 P okl .
R (x* — ) cos(xy) — e sen(xy) o

(xy)
— ¢° V' 2xcos(xy) — ¢ sen(xy)y
=~V (2x cos(xy) — ysen(xy))
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em x

o (v vm)
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em x

X (V) = oV (2 cos (VivR) — Vsen (Viv) )
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em x

X (V) = oV (2 cos (VivR) — Vsen (Viv) )

=¢ (2ﬁcos (7) — /T sen (7T)>
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em x

X (V) = oV (2 cos (VivR) — Vsen (Viv) )
=¢ (2ﬁcos (7) — /T sen (7T)>
= 2y/7(~1) V70
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em x

% (ﬁ, ﬁ) — VT VT (2\/7_TCOS (ﬁﬁ) — /msen (ﬁﬁ) )

=¢ (2ﬁcos (7) — /T sen (7‘(‘))
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em y

of
dy
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em y

g—{) = 5% (exz_y2 cos(xy))
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em y

(exz_y2 cos(xy))

I
S

0 [ o p 22 0
— Y (Y A
3y (e ) cos(xy) + e ay (cos(xy))
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em y

2 2 a 2 2
="V — (x* — y%) cos(xy) — € ¥ sen(xy)

dy

0
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em y
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dy
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em y

2 2 a 2 2
="V — (x* — y%) cos(xy) — € ¥ sen(xy)

dy

0
@ (xy)

= ¢V (—2y) cos(xy) — ¢ sen(xy)x
= (2y cos(xy) + xsen(xy))
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em y
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em y

U (VENT) = e/ (2R cos(VAV) + VFsen(VFy)
dy
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em y

g_l; (VAVT) = /77 (2y/Feos(v/mVA) + Vsen(yTV7))
= —¢ (2\/7?(—1) + \/7?0)
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Exemplo 5 — Avaliando a derivada parcial em y

U (VENT) = e/ (2R cos(VAV) + VFsen(VFy)
dy

=—¢ (2\/7?(—1) + \/7?0)
=27
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Exemplo 5 — Avaliando a funcao no ponto

f(Vm, V)
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Exemplo 5 — Avaliando a funcao no ponto

F(V/m,V/7) = e cos(xy)
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Exemplo 5 — Avaliando a funcao no ponto

fF(V/m/m) = e cos(xy)
— VTV o (Vm/7)
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Exemplo 5 — Avaliando a funcao no ponto

fF(V/m/m) = e cos(xy)
— VTV o (Vm/7)

= €’ cos ()
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Exemplo 5 — Avaliando a funcao no ponto

fF(V/m/m) = e cos(xy)
— VTV o (Vm/7)

= €’ cos ()

=1
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Exemplo 5 — Aproximacao linear

L(x,y)
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Exemplo 5 — Aproximacao linear

L(x,y) = f(a,b) + fi(a, b)(x — a) + fy(a, b)(y — D)
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Exemplo 5 — Aproximacao linear

Lx.y) = fla,b) + fila b)(x — @) + f(a B)(y — b)
= F (VAN + £ (VAN (1= VA +, (VA7) (= V)
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Exemplo 5 — Aproximacao linear

L(x,y) = f(a b) + fi(a, b)(x — @) + fy(a, b)(y — b)
= (VrVr) + fe (Vr Vr) (x = V) + f, (Ve V) (v = V)
= —1-2V71(x— /1) +2V7 (y - V7)
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Exemplo 5 — Aproximacao linear
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=f (VrVm) + £ (VrVr) (x = V) + f (V. Vr) (v = V)
= —1-2v7 (x— V1) +2V7 (y — V7)
=—1—2mx+ 21+ 27y — 27
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Exemplo 5 — Aproximacao linear

L(x,y) = f(a, b) + fe(a, b)(x — a) + fy(a, b)(y — b)
=f (VrVm) + £ (VrVr) (x = V) + f (V. Vr) (v = V)
=127 (x = v7) +2v7 (y = V)
=—1—2mx+ 21+ 27y — 27
=2Vr(y—x) -1
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Exemplo 5 — Avaliando a estimativa para f(3, 2)

L(2,1)
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Exemplo 5 — Avaliando a estimativa para f(3, 2)

L(2,1) = 2/m(1—2) -1
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Exemplo 5 — Avaliando a estimativa para f(3, 2)

L(2,1) = 2¢/7(1—2)—1 = =271
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Exemplo 5 — Comparando com o valor exato

Com uma calculadora podemos avaliar
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Exemplo 5 — Comparando com o valor exato

Com uma calculadora podemos avaliar

L(2,1) ~ —4.54490770181
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Exemplo 5 — Comparando com o valor exato

Com uma calculadora podemos avaliar

L(2,1) ~ —4.54490770181

f(2,1) ~ —8.35853265094
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Exemplo 5 — Comparando com o valor exato

Com uma calculadora podemos avaliar

L(2,1) ~ —4.54490770181
f(2,1) ~ —8.35853265094

Os pontos estdo muito longe para que a aproximacao linear seja adequada
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Lista Minima
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Lista minima

Calculo Vol. 2 do Thomas 12% ed. — Secédo 14.6

1. Estudar o texto da secdo

2. Resolver os exercicios: 25-30

Atencao: A prova é baseada no livro, ndo nas apresentacdes
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