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g(t)
C: r(t) = g(t)i+ h(t)j+k(t)k = | h(2)
k(1)

Se P, é um ponto em C onde f possua um maximo ou minimo local relativo aos
seus valores em C, entdo Vf énormal a C em P,
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Os valores de f, restrita a C, sao dados pela func¢éo

p(t) = f(g(2), h(2), k(1))

dp _ Ofdg  Ofdh  Ofdk . dr
dt  Ogdt Ohdt Okdt dt

Se f, restrita a C, possui extremo local em (a, b, ¢) = (g(%), h(ty), k(%))
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Para encontrar o maximo (minimo) da fung¢éo f(x,y, z)

sujeito a g(x,y,2z) =0

Buscamos pelos pontos onde o gradiente de f
é normal a curva de nivel de g(x,y,z) =0

Isto é, os pontos onde os gradientes de f e g apontam na mesma diregao
Vf=AVg

A é o Multiplicador de Lagrange
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Método dos Multiplicadores de Lagrange
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Método dos Multiplicadores de Lagrange

Suponha que f(x,y,z) e g(x,y,z) sejam diferenciaveis

e Vg # 0 quando g(x,y,z) =0

Para encontrar os valores extremos locais de f(x, y, z)
sujeito a restricdo g(x,y,z) =0
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Encontre o maior e menor valores que a funcdo
flx,y) =xy

assume na elipse

X2 P
ST
8+2
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Exemplo 1 — Interpretando o Problema

Queremos encontrar os valores extremos da funcio

flx,y) = xy
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Exemplo 1 — Interpretando o Problema

Queremos encontrar os valores extremos da funcio

flx,y) = xy

sujeito a restricao

2

y2
g(x,y): —|—?—l:0

oo | B

Para isso precisamos encontrar os valores x, y e A tais que

Vf=A\Vg glx,y) =0
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Exemplo 2

Encontre os valores maximo e minimo da funcao
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Exemplo 2 — Interpretacao do Problema

Queremos encontrar os valores extremos da funcdo

f<x7y) :3x+4y

sujeito a restri¢ao

glxy)=x"+y -1=0

Para isso precisamos encontrar os valores x, y e A tais que

Vf =A\Vg glx,y) =0
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f 3 4 _, 3 L 4\ -9-16 5
57 5/ 5 5/ 5
3 4 3 4 9416

f< 5’ 5> 5145 5

3 4
O valor maximo de f é 5 e ocorre no ponto (E’ E)

3 4

O valor minimo de f é —5 e ocorre no ponto <—§, —§>
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Se h(x) é uma fungdo real crescente e f(x) = h(g(x))
os maximos (minimos) de f coincidem com os maximos (minimos) de g

Se g tem maximo (minimo) em a, f também tem maximo (minimo) em a

Note que o valor maximo (minimo) nao ¢é igual
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Exemplo 3

Encontre o ponto da superficie z = xy + 1 que esta mais proximo da origem
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sujeito a restri¢dao
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Exemplo 3 — Sistema

Aplicando os Multiplicadores de Lagrange, precisamos resolver o sistema

2x = —\y
2y = —\x
2z= )\

z—xy=1

34/60



Exemplo 3 - Solucédo

Isolamos x na primeira equacdo e substituimos na segunda

35/60



Exemplo 3 - Solucédo

Isolamos x na primeira equacdo e substituimos na segunda

2x = —)\y

35/60



Exemplo 3 - Solucédo

Isolamos x na primeira equacdo e substituimos na segunda

—A
2x = —)\y x:Ty

35/60



Exemplo 3 - Solucédo

Isolamos x na primeira equacdo e substituimos na segunda

—A
2x = —)\y x:Ty

35/60



Exemplo 3 - Solucédo

Isolamos x na primeira equacdo e substituimos na segunda

—A
2x = —)\y x:Ty

35/60



Exemplo 3 - Solucédo

Isolamos x na primeira equacdo e substituimos na segunda

—A
2x = —)\y x:Ty

35/60



Exemplo 3 - Solucédo

Isolamos x na primeira equacdo e substituimos na segunda

—A
2x = —)\y x:Ty

35/60



Exemplo 3 - Solucédo

Isolamos x na primeira equacdo e substituimos na segunda

2% — —\ _
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Isolamos x na primeira equacdo e substituimos na segunda

—\y
2x = -\ =7
x y x 5

- -\ =y N
= — = —— = — 4 = /XZ
y 2 X 2 9 4)’ y y

Temos dois casos y =0 ou y # 0
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z—xy=1sereduza z=1

Obtemos o ponto (x1, y1,2) = (0,0,1)
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Exemplo 3 - Solucédo

O ponto mais proximo da origem é (0,0,1)
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Exemplo 4

Encontre o ponto do plano x + 2y + 3z = 13 mais proximo do ponto (1,1,1)
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Exemplo 4 — Formulacao do Problema

Queremos minimizar a distancia

dx,y,2) = V/(x = 1)+ (y = 1)* + (z = 1)?

42/60



Exemplo 4 — Formulacao do Problema

Queremos minimizar a distancia

dx,y,2) = V/(x = 1)+ (y = 1)* + (z = 1)?

Como a funcio raiz quadrada é crescente podemos minimizar a funcao

frys)=Ex-1"+(y-1"+(z—1)

42/60



Exemplo 4 — Formulacao do Problema

Queremos minimizar a distancia

dx,y,2) = V/(x = 1)+ (y = 1)* + (z = 1)?
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X = — = — — -
2 2 2

y=A4+1=14+1=2

3.5
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Exemplo 5

Encontre o ponto da esfera x* + y* + z* = 4 mais distante do ponto (1,—1,1)
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x(1-=X) =1
_ 1
S

Usamos que 1 — A # 0 pois
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Exemplo 5 — Candidatos a Maximo

Temos dois candidatos (
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Exemplo 5 — Solucédo

Como
2 -2 2 2 :
f T =y = = =3(—=-1
V3 V3 V3 V3
¢ menor do que
f<—2 2 —2>3<2 +1)2
V3'V3TVE) T3
O ponto mais distante é <
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Lista Minima

Calculo Vol. 2 do Thomas 12% ed. — Secédo 14.8

1. Estudar o texto da secdo

2. Resolver os exercicios: 3, 5, 7, 12, 16, 18, 24 e 30

Atencao: A prova é baseada no livro, ndo nas apresentacdes
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