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Justificativa

zn

= zz · · · z

= ρρ · · · ρ
[
cos(φ+ φ+ · · ·+ φ) + i sen(φ+ φ+ · · ·+ φ)

]
= ρn

[
cos(nφ) + i sen(nφ)

]
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Exemplo 1

Calcule z =
[
2
(
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

))]4
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Exemplo 1 – Solução

u = 2
(
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

))

ρ = |u| = 2 φ = arg(u) =
π

6

z = u4 = ρ4
[
cos(4φ) + i sen(4φ)

]
= 24

[
cos

(
4
π

6

)
+ i sen

(
4
π

6

)]
= 16

[
cos

(
2π
3

)
+ i sen

(
2π
3

)]
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Exemplo 2

Calcule z =
(
1+

√
3i
)6
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Exemplo 2 – Solução

u = 1+
√
3i

a = Re(u) = 1 b = Im(u) =
√
3

ρ = |u| =
√
a2 + b2 =

√
1+ 3 =

√
4 = 2

sen(φ) =
b
ρ
=

√
3
2

cos(φ) =
a
ρ
=

1
2

φ = arg(u) = 60◦ =
π

3
rad

u = ρ (cos(φ) + i sen(φ)) = 2
(
cos

(π
3

)
+ i sen

(π
3

))
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Justificativa

Se z = ρ
[
cos(φ) + i sen(φ)

]
e n > 1 é um número natural

A raiz n-ésima de z é um número

u = r
[
cos(α) + i sen(α)

]
tal que

un = z

rn
[
cos(nα) + i sen(nα)

]
= ρ

[
cos(φ) + i sen(φ)

]
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Justificativa

Encontrar r e α

tais que

rn = ρ

cos(nα) = cos(φ)

sen(nα) = sen(φ)

ou seja

r = n
√
ρ

nα = φ+ 2kπ

α =
φ

n
+ 2π

k
n

apenas

k = 0, 1, 2, . . . , n− 1

fornecem soluções distintas
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Segunda Formula de De Moire

Se z = ρ
[
cos(φ) + i sen(φ)

]
e n > 1 é um número natural

As raízes n-ésimas de z são

uk = n
√
ρ

[
cos

(
φ

n
+ 2π

k
n

)
+ i sen

(
φ

n
+ 2π

k
n

)]
com k = 0, 1, 2, . . . , n− 1
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Funções Raiz

Atenção: Não definimos as funções raiz

Para definir uma função raiz precisamos determinar como
escolher consistentemente uma única resposta

NÃO USE A NOTAÇÃO n
√
z
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Exemplo 4

Encontre as raízes cúbicas de 1
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Exemplo 4 – Solução

z = 1

= 1+ 0i = 1
[
cos(0) + i sen(0)

]
ρ = |1| = 1 φ = arg(1) = 0

uk = 3
√
ρ

[
cos

(
φ+ 2kπ

3

)
+ i sen

(
φ+ 2kπ

3

)]
k = 0, 1, 2

=
3
√
1
[
cos

(
0+ 2kπ

3

)
+ i sen

(
0+ 2kπ

3

)]
= cos

(
2kπ
3

)
+ i sen

(
2kπ
3

)
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Exemplo 4 – Solução

u0

= cos

(
2× 0π

3

)
+ i sen

(
2× 0π

3

)
= cos(0) + i sen(0)

= 1

u1 = cos

(
2× 1π

3

)
+ i sen

(
2× 1π

3

)
= cos

(
2π
3

)
+ i sen

(
2π
3

)

= −1
2
+

√
3
2
i

u2 = cos

(
2× 2π

3

)
+ i sen

(
2× 2π

3

)
= cos

(
4π
3

)
+ i sen

(
4π
3

)

= −1
2
−

√
3
2
i
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Exemplo 5

Dado z =
(√

3+ i
)4

calcule

a) a parte real de z,

b) a parte imaginária de z,

c) o módulo de z,

d) o argumento de z
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Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ

= |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u|

=

√(√
3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12

=
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4

= 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ)

=
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ)

=
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ

= arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u)

= 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦

=
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6

Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)]

= 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando u na forma polar

Convertendo u =
√
3+ i para a forma polar

ρ = |u| =
√(√

3
)2

+ 12 =
√
4 = 2

sen(φ) =
Im(u)
|u|

=
1
2

cos(φ) =
Re(u)
|u|

=

√
3
2

φ = arg(u) = 30◦ =
π

6
Assim

u = ρ [cos (φ) + i sen (φ)] = 2
[
cos

(π
6

)
+ i sen

(π
6

)]

20 / 42



Exemplo 5 – Avaliando z
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−1
2
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√
3
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]
= −8+ 8

√
3i
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Exemplo 5 – Avaliando z

Parte real de z

Re(z) = −8

Parte imaginária de z

Im(z) = 8
√
3

Módulo de z

|z| = 16

Argumento de z

arg(z) =
2π
3
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Exemplo 6

Encontre as raízes cúbicas complexas do número z = −27
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Exemplo 6 – Solução

Escrevemos z = −27 na forma polar

z

= 27[1+ i0] = 27 [cos (π) + i sen (π)]

24 / 42



Exemplo 6 – Solução

Escrevemos z = −27 na forma polar

z = 27[1+ i0]

= 27 [cos (π) + i sen (π)]

24 / 42



Exemplo 6 – Solução

Escrevemos z = −27 na forma polar

z = 27[1+ i0] = 27 [cos (π) + i sen (π)]

24 / 42



Exemplo 6 – Raízes cúbicas

uk

= 3
√
ρ

[
cos

(
φ+ 2kπ

3

)
+ i sen

(
φ+ 2kπ

3

)]
k = 0, 1, 2

= 3
√
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cos

(
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3

)
+ i sen

(
π + 2kπ

3
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[
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(
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Exemplo 6 – k = 0

u0

= 3
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π + 2× 0π

3

)
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= 3 [cos (60◦) + i sen (60◦)]

= 3
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1
2
+ i

√
3
2

]

=
3
2
+

3
√
3

2
i
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Exemplo 7

Encontre as raízes cúbicas complexas do número z = 1+ i
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Exemplo 7 – Solução
Escrevendo z = 1+ i na forma polar

Módulo

ρ = |1+ i| =
√
12 + 12 =

√
2

Argumento

φ = arg(1+ i) = 45◦ =
π

4

Forma polar

z =
√
2
[
cos

(π
4

)
+ i sen

(π
4

)]
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Exemplo 7 – Raízes cúbicas

uk

= 3
√
ρ

[
cos

(
φ+ 2kπ

3

)
+ i sen

(
φ+ 2kπ

3

)]
k = 0, 1, 2

=
3
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2
[
cos

(
1
3

(π
4
+ 2kπ

))
+ i sen

(
1
3

(π
4
+ 2kπ

))]
=

6
√
2
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Exemplo 8

Encontre as raízes cúbicas complexas do número z = 27i
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Exemplo 8 – Forma polar

Escrevemos z = 27i na forma polar

z = 27(0+ i) = 27
[
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(π
2

)
+ i sen

(π
2

)]
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Lista Mínima

Atenção: A prova é baseada no livro, não nas apresentações
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