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Matrizes Inversas
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Matriz inversa

Dada uma matriz quadrada A

A é invertivel quando existe uma matriz A~!

tal que
AAT =1
ATTA=1

I é a matriz identidade
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Dadas as matrizes

120 1 -2 2
A=10 11 e B= 1 1 -1
1 01 -1 2 1

verifique se B é a matriz inversa de A
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Exemplo 1 - Solugédo

Precisamos

1. Calcular o produto AB
2. Calcular o produto BA

3. Comparar os resultados obtidos com a matriz identidade I3

5/40



Exemplo 1 — Calculo de AB

1 20 1 -2 2
AB=10 1 1 1 1 -1
1 01 -1 2 1

1-142-140-(-1) 1-(-2)4+2-140-2 1-24+2-(-1)+0-1
=10-1+1-14+1-(=1) 0-(=2)+1-14+1-2 0-2+1-(-1)+1-1
1-1+0-141-(-1) 1-(-2)+0-141-2 1-24+0-(=1)+1-1

14240 -24+2+0 2-240
=|10+1-1 O0+1+2 0-1+1
1+40-1 -24+0+2 24+0+1
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Exemplo 1 — Calculo de AB

14240 -24+2+0 2-240
AB=|0+1-1 04142 0—-1+1
1+40-1 -24+0+2 24+0+1
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Exemplo 1 — Calculode BA

BA = 1 1 -1 0

—_
|
\\}
[\
—_
O =N

—_

1-24(-2)-142-0 1-0+(-2)-1+2-1
1:24+1-14+(=1)-0 1-0+1-1+(=-1)-1
(-=1)-24+2-14+1-0 (=1)-0+2-1+1-1

1-14(=2)-0+2-
=[1-1+1-0+(-1)-
(-1)-14+2-0+1-

—_ =

1+0+2 2-240 0—-2+42
= 1+40-1 24140 0+1-1
-1+0+1 -2+4+240 0+2+1
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Exemplo 1 — Calculode BA

1+404+2 2-2+0 0—-242
BA = 1+40-1 24140 0+1-1
-1+0+1 -2+240 0+2+1
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Exemplo 1 - Solugédo

Como
AB - 3[3 7£ [3
BA — 3[3 7£ [3

B nio é ainversade A
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Exemplo 1 - Solugédo

Porém
A'=_B
pois
AATY = A%B = -AB = =313 = I
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Calculando a Matriz Inversa
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Calculando a Matriz Inversa

Podemos calcular a matriz inversa usando o escalonamento de Gauss-Jordan

Comecamos com a matriz aumentada com a identidade
[A]T]

Escalonamos A

O método transforma [ em A~*
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Exemplo 2

2 1
Encontre ainversade A = [1 1]
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Exemplo 2 — Matriz Aumentada

Matriz aumentada [A | ]]
2 1|10
1 110 1

Queremos transformar a parte da esquerda na identidade I,
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Exemplo 2 — Escalonamento

2 1|11 0 Trocamos as linhas
1 1]0 1 Ly < Ly

1 1]0 1

2 111 0
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Exemplo 2 — Escalonamento

1 1(0 1 Eliminamos os elementos abaixo do primeiro pivo
2 1110 Lo+ Ly —214

Ly = Ly—2L = [2 11 0|—=2[1 1|0 1] = [0 —1]1 -2
1 10 1
lo ~1]1 —2]

17/40



Exemplo 2 — Escalonamento

1 1(0 1 Tornando o segundo pivo igual a 1
0 —1{1 -2 Loy < —Ls

Ly =-Ly=-0 -1]1 =2] = [0 1]-1 2]
11 01
0 1}-1 2
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Exemplo 2 — Escalonamento

I 1} 01 Eliminamos os elementos acima do segundo pivd
0 1]-1 2 L+ L1 — 1Ly

Ly =Li—Ly=1[1 1[0 1]-[0 1|-1 2] =[1 0|1 —1]
10 1 -1
0 1]-1 2
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Exemplo 2 - Solucédo

10 1 -1
0 1]-1 2
Como a matriz tem posto completo

a inversa exite e pode ser lida do lado direito

4o [ 1 -1
A _[—1 2
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Exemplo 2 — Verificacdo

Podemos verificar o resultado calculando

4 2101 41
Ad L 11 2

C[2x14+1(-1) 2(-1)+1x2
I x14+1(-1) 1(—1)+1><2]

1o
01

=1

Portanto, a matriz encontrada é realmente a inversa de A
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Exemplo 3

Encontre a inversa da matriz A =

o O =
O = =
— =
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Exemplo 3 — Matriz Aumentada

Matriz aumentada

o O =
O = =
— =

1
0
0

o = O
— o O
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Exemplo 3 — Escalonamento

1 1 1|1 0 0| Eliminamos os elementos acima do terceiro pivd

0 1 1/0 1 0] Ly Ly—Lg

00 1/0 0 1) L+ Li—L
Ly = Ly—Ly = [0 1 1[0 1 0/-[o 0 1]0 0 1] =]o 1 00 1 —1]
Ly = Li—Ly = [1 1 1|1 00/-[o01[001 =[ 10[10 -1
-1

—1
1

o O =
O = =
— o O
o O =
o = O
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Exemplo 3 — Escalonamento

—1
-1
1

Eliminamos os elementos acima do terceiro pivo
L+ L1 — Ly

o O =
O = =
= o O
o O =
S = O

Ly = Li—Ly = |1 1 0|1 0 =1]=j0 1 0[]0 1 1] =[1 0 0]1 -

oS = O
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Exemplo 3 - Solucédo

1001 -1 O
010j0 1 -1
00 1|0 0 1

Como a matriz tem posto completo

A inversa existe e pode ser lida do lado direito
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Exemplo 4

Tente calcular a inversa da matriz A = (; Z)
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Exemplo 4 — Matriz Aumentada

Matriz aumentada [A | ]]
1 211 0
2 410 1

Queremos transformar a parte da esquerda na identidade I,
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Exemplo 4 — Escalonamento

1 2{1 0 Eliminamos os elementos abaixo do primeiro pivd
2 410 1 Ly < Ly —2L,

Ly = Ly—2L = [2 4]0 1]-2[1 2|1 0] = [0 0] -2 1]

1 2 10
0 0]-21
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Exemplo 4 - Solucédo

1 2 10
0 0]-21

O escalonamento da matriz A produziu uma linha nula
A matriz A nédo tem posto completo
A matriz A é singular

A matriz A ndo possui inversa
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Conexao Importante

Para uma matriz quadrada A,, é equivalente

» A éinvertivel
» Ax = 0 possui somente a solucdo trivial

» posto(A) =n
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Inversa e Sistemas Lineares

Dado
Ax=Db

Se A é invertivel, podemos multiplicar os dois lados por A"

Ax=Db
A'Ax = A7 b
Ix=A"b

x=A"'b
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Exemplo 5

Resolva o sistema linear utilizando a inversa

2v 4y =95
r +y =3
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Exemplo 5 — Forma Matricial

Na forma matricial

2 1\ [z (5

1 1) \y) \3
Equivalentemente Ax =b com

=) =0

o
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Exemplo 5 — Inversa de A

Do exercicio anterior

14f_1 o 1 __1
S )
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Exemplo 5 — Solucédo
(1 =1\ (5
=) ()

I x5+ (—1)3
(—1)5+2x 3)
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Exemplo 6
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Exemplo 6 — Solucdo
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Propriedades da matriz inversa

Se A e B sao matrizes invertiveis de mesma ordem

(AB)™' = B7'A™!

(A7) =4
It =1
1
(AA)™' = XA_l para um escalar A # 0
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Matriz Singular

Uma matriz quadrada A que nio possui inversa é singular

Nesse caso

posto(A) < n

Ax = 0 possui uma solucéo nao trivial
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