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Introducéo
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Produto Vetorial

Apenas para vetores em R?
é possivel definir uma operacao de produto entre vetores

que produz um novo vetor ortogonal a ambos os vetores originais
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Produto Vetorial

Dados dois vetores ndo nulos
7, W e R?

O produto escalar produz um nimero
v-weR

O produto vetorial produz um vetor ortogonal aos dois vetores
7 xweR?

Nao misture as notagdes: - X
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Definicao Geométrica

Considere dois vetores com a mesma origem
7,0 eR?
O produto vetorial U x W

» ¢é ortogonal a v
» ¢ ortogonal a W

» seu sentido é determinado pela regra da mao direita
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Regra da Mao Direita

O sentido do produto vetorial é determinado pela regra da méao direita

» aponte o dedo indicador na direcao de v * axb
» aponte o dedo médio na direcéo a w

» o polegar indica a direcdo de U x @ a

A ordem dos vetores é importante

—

ITXx W = — (W x )
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Definicao
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Definicao Algébrica

U1 wy
Dados v =| v W= | ws
(%] W3

O produto vetorial é definido por

V2W3 — V3W2
UX W= V3W1 — V1Ws3

V1W2 — VW1
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Representacao Alternativa

Definindo os vetores i =

.
Il
o = O
=t
Il

Temos

- — —

U X W = (v2w3 — Ugwg)i + (v3w1 — U1w3>j -+ (Ulwg — U2w1> k
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Forma por Determinante

Calculo pelo determinante

7 J k
TXW = |v; vy wv3
w; w2 w3

Expandindo pela primeira linha

vz v3|>  |V1 V3| = U1 UZE

UX W =

Wa W3 w1 Ws w1 Wa

Lembre-se do Teorema de Laplace — Atencao aos sinais
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Calcule o produto escalar e o produto vetorial do vetor @' por W

1 2
w=| —1
3 1

<y
I
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Exemplo 1 — Produto Escalar
1 2
v-w=12|-] —1
3 1

=1x2+2(-1)+3x1
=2-2+3
=3
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Exemplo 1 — Produto Vetorial

1 2 i Gk
ivxw=| 2 | x| -1 =11 2 3
3 1 2 —1 1
2 sl r 2
Tl 2 117 T2 —1
=(2x1-3(-1))i— (1x1-3x2)j+ (1(-1) -2 x2)k
1 0 0 5
=5i+5]—-5k =50 |+5|1|=5]l0]| =] 5

0 0 1 )
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Produto Vetorial em R?
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Produto Vetorial em R?

O produto vetorial s6 é definido em R?

Porém, para vetores do plano

Entao
N (%1 - w1y
v = w =
( b2 ) ( W2 ) 0

consideramos suas versdes em Rg

<y
X
g
I
o

V1W2 — VW1
U1 w1
U= V2 W= Wa

0 0
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Exemplo 2

Dados os vetores
=1 —1 w = 3

Calcule v X W e W X ¥
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Exemplo 2 — Produto Vetorial ¢ x w

A
Ixd=2 —1 4
1 —2
I N I I - P
T3 -2 1 27 T3
= (—1(-2)—4x3)i— (2(-2) -4 x 1)j+ (2x3 - (-1)1)k
~10
= —10i + 8] + 7k = 8
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Exemplo 2 — Produto Vetorial @ x v/

]

<

k
2
4
T 3| -
- . ;
' ‘2 4J+‘2 1

= (3x4-(-2)(-1)i— (1x4—(-2)2)7+ (1(-1) -3 x 2)k

=10i — 8] — Tk =

10
-8
-7
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Exemplo 3

Calcule o produto vetorial

1 2
w=| -1
1 3

<
I

Em seguida verifique que o resultado é ortogonal aos dois vetores
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Exemplo 3 — Produto Vetorial

i ]k
b=0xd =1 2 -1
2 -1 3
2 e e 7
13 2 317 Tl 1
= (2x3—(=1)(-1)i - (1x3=(=1)2)j+ (1(-1) =2 x 2)k
5
=5—5) -5k = | =5
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Exemplo 3 — Verificando a Ortogonalidade

=5 x 1+ (=5)2+ (=5)(—1) =5x 2+ (=5)(=1) + (=5)3
=5-10+5 —10+5—15
= =0

1 e U sdo ortogonais 1 e W sdo ortogonais
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Exemplo 4

Determine um vetor unitario ortogonal aos vetores

2 -1
—1 W= 3
1 2

S
Il

Usamos o produto vetorial para encontrar um vetor ortogonal e
dividimos ele por sua norma para encontrar um vetor unitario

22/34



Exemplo 4 — Produto Vetorial

ik
b=0xw = 2 -1 1
-1 3 2
e 2 ye, 2 g
32 1o Tl 3
= ((D2-1x3)i— (2x2-1(=1))7+ (2x 3= (-1)(-1))k
.
= 5 —55+5k = | =5

5
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Exemplo 4 — Vetor Unitario

Norma de @Z;

]

Vetor unitario da direcéo e sentido de 1;

=

Y

v

S-Sl Sl

1
— | -5
5v/3 .
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Exemplo 5

Determine todos os vetores simultaneamente perpendiculares a v e
e que possuem modulo 10

1 2
w=| -1
3 1

<y
I
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Exemplo 5 — Produto Vetorial

i 7k
Y=vxw =11 2 3

9 —1 1
2 r g to2;
.11 2 117 T2 -1

=(2x1-3(-1))i— (1x1-3x2)j+ (1(-1) -2 x2)k

5
=5i+5j—5k = | 5
-5
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Exemplo 5 — Vetor Unitario

Norma de 1/; Vetor unitario da direcéo e sentido de J
5 - 5
- N ) 1
[l =]{ s V=1 = 5
-5 o sVl s
= /52 4 52 4 (=5)? 1
V3
=13 x 52 1
—5V/3 V3
-1
V3
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Exemplo 5 — Vetores com Mdédulo 10

Temos dois vetores na dire¢ido de 1

que sdo ortogonais a v e W

10)

b= —10

a
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Exemplo 5 — Vetores com Mdédulo 10

5 50

V50 V50

i=100 =10 = |=|=2
V59 V59

-3 —30

V59 V50
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Exemplo 5 — Vetores com Mdédulo 10

—30

4l

B . 50
b= —10d = —10

Ot Ot Ot

z\‘w ol “v o
[@F)

= ERE

Z“ >
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Norma do Produto Vetorial
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Norma do Produto Vetorial

Dados
U1 wq
U= (%) W= Wa
U3 w3
Temos
VW3 — V3W2
U X W=

V3W1 — V1ws

V1Wgy — VoW
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Norma do Produto Vetorial

“?7 X ’lEH = \/(’Ugﬂ)g — U3U)2)2 + (’Ugwl — U1W3)2 + (v1w2 — Ug’wl)Z

manipulacdes simples, mas longas e tediosas

12 -2 — —\ 2
= V1P @) — (@ w)
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Norma do Produto Vetorial

I x @l = /|1 [l — (& - @)?
= VI3 1> = (91l 1] cos(6))?
= I3 112 = 512151 cos?(6)
= VI9IP 19]1° (1 - cos2(9))
— 1191 (1] sen2(6)

Para 0 < 0 < 7 temos sen(f) > 0

17> @]l = (|7 [|]| sen(6)
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