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Igualdade, Soma, Subtragdo e Produto por Escalar
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Igualdade de matrizes

Duas matrizes sdo iguais se
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Igualdade de matrizes
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Igualdade de matrizes

Duas matrizes sdo iguais se

1. possuem a mesma ordem

2. os elementos correspondentes sdo iguais
Assim,
A=2RB
se, e somente se,

aij = by
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Determine x e y sabendo que

-6
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Exemplo 1 - Solugédo

Comparando os elementos correspondentes
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Exemplo 1 - Solugédo

Comparando os elementos correspondentes
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Exemplo 1 - Solugédo

Comparando os elementos correspondentes

8
= — — 5 1
T 5 y +
x=4 Y=

5/49



Exemplo 2

Determine z, y e z sabendo que

zr+1 2y \ (5 8
3 z—-2) \3 7
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Exemplo 2 - Solucédo

Comparando os elementos correspondentes
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Exemplo 2 - Solucédo

Comparando os elementos correspondentes

r+1=5
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Exemplo 2 - Solucédo
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Exemplo 2 - Solucédo

Comparando os elementos correspondentes

r4+1=5 2y =

r=5-—1

<
I
oo
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Exemplo 2 - Solucédo

Comparando os elementos correspondentes

r+1=5 2y=38
8
=5-—1 = —
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Exemplo 2 - Solucédo

Comparando os elementos correspondentes

r+1=5 2y =28 2-2=7
8
—5-1 =2
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Exemplo 2 - Solucédo

Comparando os elementos correspondentes
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Exemplo 2 - Solucédo

Comparando os elementos correspondentes

r+1=5 2y =28 2-2=7
r=5—1 y:i z2=T7+2
r=4 y =4 z=
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Adicdo de Matrizes

A soma de duas matrizes é definida apenas quando elas possuem a mesma ordem
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Adicdo de Matrizes

A soma de duas matrizes é definida apenas quando elas possuem a mesma ordem

Se

A=), e B,

entao

A+ B = (aij =+ bzy)

mxn
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Adicdo de Matrizes

A soma de duas matrizes é definida apenas quando elas possuem a mesma ordem

Se
A=), o B,
entao

ou seja, somamos os elementos correspondentes
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Exemplo 3

Considere A = <1 2) e B= (5 _31> avalie A + B
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Exemplo 3 - Solucédo

A+B
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Exemplo 3 - Solucédo
12\ (5 -1
avs=(3 3+ 3)
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Exemplo 3 - Solucédo
12\ (5 -1
avs=(3 3+ 3)

(145 2+ (1)
- \3+2  4+3
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Exemplo 3 - Solucédo
12\ (5 -1
ave=(3 9+ )

1+5 24(-1)
3+2 4+3

)
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Exemplo 4

Calcule A 4+ B onde

A:<2 -3 1) B:<1 2—4)
4 0 5 -2 3 1
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Exemplo 4 - Solucédo

A+B
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Exemplo 4 - Solucédo

2 -3 1 1 2 -4
A+ B =
=00 (%0 )
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Exemplo 4 - Solucédo

2 -3 1 1 2 —4
A+ B=
* (4 0 5>+<—2 3 1)
(241 =342 1+(—4)
S \4+(-2) 0+3  5+1

12/49



Exemplo 4 - Solucédo

2 -3 1 1 2 —4

A+ B=
* (4 0 5>+<—2 3 1)
2+1 =342 1+(-4)
4+(-2) 043 5+1

3 -1 -3
2 3 6

12/49



Subtracdo de Matrizes

A subtracgdo so é definida para matrizes de mesma ordem
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Subtracdo de Matrizes

A subtracgdo so é definida para matrizes de mesma ordem

Se
A= (aij)mxn € B = (bij)mxn

A— B = (Cbij —sz)

mxn

Podemos escrever

A—B=A+(-B)
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Exemplo 5

Avalie a subtracdo de A por B, sendo A = <7 31> e B= ( 1 5)
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Exemplo 5 — Solucédo
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Exemplo 5 — Solucédo
7 3 45
A-B= (2 —1) N (—2 3>
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Exemplo 5 — Solucédo
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Exemplo 5 — Solucédo
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Exemplo 6

Calcule A — B, onde

5 -2 4 2 1 -3
A_<1 3 —1) ¢ B_<4 —9 5>
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Exemplo 6 — Solucdo
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Exemplo 6 — Solucdo
5 -2 4 2 1 -3
A_B:<1 3 —1>_<4 —2 5)
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Exemplo 6 — Solucdo
5 —2 4 2 1 -3
(1 3 —1> B (4 -2 5 )

(o0 )

A-B
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Exemplo 6 — Solucdo

5 —2 4 2 1 -3
(1 3 —1>_<4 —2 5)
5-2 —2-1 4—(-3)
(1—4 3—(~2) —1—5)

3 =3 7
-3 5 —6

A-B
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Multiplicacao por Escalar

Se ¢ é um escalar (nimero real) e A é uma matriz,
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Multiplicacao por Escalar

Se ¢ é um escalar (niimero real) e A é uma matriz, entdo
cA

¢ obtida multiplicando cada elemento de A por ¢

Se

A= (aij)

entao
cA = (caij)
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Exemplo 7

1

Considerando A = (3

-2
4 > avalie 34
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Exemplo 7 — Solucédo

3A
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Exemplo 7 — Solucédo

1 -2
3A—3<3 4>
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Exemplo 7 — Solucédo

1 -2
A=
3 3(3 4>

~(3%3 3x4)
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Exemplo 7 — Solucédo

1 -2
A=
3 3(3 4)
~(3x1 3(-2)
- \3x3 3x4

(3 )
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Exemplo 8

Calcule —2A4, onde A = 3 -1 2
0 4 -5
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Exemplo 8 — Solucédo

—2A
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Exemplo 8 — Solucédo
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Exemplo 8 — Solucédo

3 -1 2
—24 =2
(0 4 —5)

_ (—2 x3 (=2)(-1) —-2x2 )
S \2x0 —2x4 (=2)(-5)
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Exemplo 8 — Solucédo

—2A:—23_1 2
0 4 -5

_(—2x3 (=2)(-1) -2x2
B (—2 x0 —2x4 (—2)(—5))

(-6 2 —4
L0 =8 10
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Propriedades

Sejam A e B matrizes de ordem m x ne A, Ao € R
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Propriedades
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(i) A+ B=B+A comutatividade
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)
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Propriedades

Sejam A e B matrizes de ordem m x ne A, Ao € R

(i) A+ B=B+A comutatividade
(i) (A+B)+C=A+(B+C) associatividade
(iii) A+O0=A elemento neutro na adicio
(iv) M(A+ B)=XA+)\B distributividade do escalar
V) (M +A)A = A+ A distributividade da matriz
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Propriedades

Sejam A e B matrizes de ordem m x ne A, Ao € R

(i)
(i)
(iii)
(iv)
(v)

)

(vi

A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+0)
A+0=4

AMA+ B)=AA+ B

(M + o)A = M A+ MoA
0A=0

comutatividade
associatividade
elemento neutro na adicio
distributividade do escalar

distributividade da matriz
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Propriedades

Sejam A e B matrizes de ordem m x ne A, Ao € R

(i)
(i)
(iii)
(iv)
(v)

)

)

—

(v

(vii

A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C)
A+O=A
MA+B) =) A+ AB

(M + o)A = M A+ MoA
04 =0
(M)A = A (N\2A)

comutatividade
associatividade
elemento neutro na adicio
distributividade do escalar

distributividade da matriz
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Exemplo 9

Calcule 2A — 3B para A = (1 21> e B= (2 _1>
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Exemplo 9 — Solucédo

2A
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Exemplo 9 — Solucédo
1 2
bl )
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Exemplo 9 — Solucédo

o4 — o1 2) _ (2x1 2x2
0 —1 2x0 2(—1)
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Exemplo 9 — Solucédo
2A:2<1 2) :<2><1 2><2> :<2 4)
0 —1 2x0 2(—1) 0 —2
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Exemplo 9 — Solucédo
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Exemplo 9 — Solucédo
2A:2<1 2) :<2><1 2><2> :<2 4)
0 —1 2x0 2(—1) 0 -2
2 -1
3B:3<3 1)
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Exemplo 9 — Solucédo
2A:2<1 2) :<2><1 2><2> :<2 4)
0 —1 2x0 2(—1) 0 —2

2B — 3 2 -1 _ 3x2 3(-1)
3 1 I3x3 3x1
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Exemplo 9 — Solucédo
2A:2<1 2) :<2><1 2><2> :<2 4)
0 -1 2x0 2(-1) 0 —2
(2 -1\ [3x2 3(-1) (6 -3
3B_3<3 1) a <3><3 3><1> B <9 3)
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Exemplo 9 — Solucédo
2A:2<1 2) _ <2><1 2><2> _ <2 4)
0 —1 2x0 2(-1) 0 -2
sp — 3<2 —1) _ <3><2 3(—1)) _ <6 —3)
3 1 3x3 3x1 9 3
2A - 3B
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Exemplo 9 — Solucao
2A:2<1 2) :<2><1 2><2> :<2 4)
0 -1 2x0 2(—1) 0 —2
(2 -1\ [3x2 3(-1)\ _ (6 -3
3B_3<3 1) B <3><3 3><1> B <9 3)
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Exemplo 9 — Solucédo
2A:2<1 2) :<2><1 2><2> :<2 4)
0 -1 2x0 2(—1) 0 —2
(2 -1y (3x2 3(-1)) _ (6 -3
3B_3<3 1) N <3><3 3><1> B <9 3)
(2 4 6 -3\ _ (2-6 4—(-3)
s = (2 )40 ) = (200 50)
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Exemplo 9 - Solucéo
2A:2<1 2) :<2><1 2><2> :<2 4)
0 —1 2x0 2(-1) 0 —2
(2 -1y [3x2 3(-1)\ _ (6 -3
3B—3<3 1) - <3><3 3><1> - <9 3)

samsn = (2 4) e (5 < (20 L)) - ()
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Exemplo 10

2 —1 1 2
i A= B = —
Considerando (3 0 > e (_1 4> , calcule 3A — 2B
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Exemplo 10 — Solucao
(2 -1\ (3x2 3(-1)) (6 -3
3A_3<3 0>_<3><3 3><0>_<9 0)
2B:2<1 2>:<2><1 2><2>:<2 4)
1 4 2(-1) 2x4 -2 8
6 —3 2 4 6-2 —3-4 4 =7
d—2b = (9 0>_<—2 8> N (9—(—2) 0—8) N (11 —8)
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Multiplicagao
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Produto de Matrizes

Se Ayxn € B,x, entdo o produto
AB
¢é definido e resulta em uma matriz

My = AB

Condicao

numero de colunas de A = ntimero de linhas de B
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Dadas duas matrizes A,,,x% € Bixn,
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Dadas duas matrizes A,,«x € Bjxn, podemos definir a matriz produto

Omxn = AB
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Dadas duas matrizes A,,«x € Bjxn, podemos definir a matriz produto
(7ﬂ1X71 — f113

cujos elementos sdo obtidos pela formula

cij
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Dadas duas matrizes A,,«x € Bjxn, podemos definir a matriz produto
(7ﬂ1X71 — f113

cujos elementos sdo obtidos pela formula

Cij = anbij + Qigboj + -+ + aiby;
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Dadas duas matrizes A,,«x € Bjxn, podemos definir a matriz produto
(7ﬂ1X71 — f113

cujos elementos sdo obtidos pela formula

k
Cij = @inbyj + Qighoj + -+ + airby; = Y aaby;
=1
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Dadas duas matrizes A,,«x € Bjxn, podemos definir a matriz produto
(7ﬂ1X71 — f113

cujos elementos sdo obtidos pela formula
k
Cij = @inbyj + Qighoj + -+ + airby; = Y aaby;
=1

parai=1,....mej=1,....n
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Calculando o Produto

Considere
a b e f
A= B =
L) == )

ae +bg af + bh
AB =
<ce+dg cf—l—dh)
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Propriedades do Produto Matricial

(i) A(BC)=(AB)C associatividade
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Propriedades do Produto Matricial

(i) A(BC)=(AB)C associatividade
(i) LnAmsn = Amxn € Apxndn = Apxn elemento neutro

(i) A(B+C)=AB+ AC
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Propriedades do Produto Matricial

(i) A(BC)=(AB)C associatividade
(i) LnAmsn = Amxn € Apxndn = Apxn elemento neutro
(i) A(B+C)=AB+ AC

(iv) (B+C)A=BA+CA
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Propriedades do Produto Matricial

(i) A(BC)= (AB)C associatividade
(i) InAmxn = Amxn € Amxndn = Amxn elemento neutro
(i) A(B+C)=AB+ AC
(iv) (B+C)A=BA+CA

(v) a(AB) = (aA)B = A(aB) para qualquer escalar «
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Propriedades do Produto Matricial

(i) A(BC)= (AB)C associatividade
(i) InAmxn = Amxn € Amxndn = Amxn elemento neutro
(i) A(B+C)=AB+ AC
(iv) (B+C)A=BA+CA

(v) a(AB) = (aA)B = A(aB) para qualquer escalar «
Atencao: em geral AB # BA
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1 2 5 6
1 A p— B pr—
Considerando (3 4> (7 8> , calcule AB
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Exemplo 11 - Solucao

AB
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Exemplo 11 - Solucao
12\ (5 6
AB = (3 4) (7 8)
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Exemplo 11 - Solucao
12\ (5 6
AB = (3 4) (7 8)

B I1x54+2x7 1x6+2x%x8
S \3x54+4x7 3x6+4x%x8
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Exemplo 11 - Solucao
12\ (5 6
3G9

I1Xx54+2%x7 1x6+2x%x8
3XH54+4xT7T 3x6+4x%x8

19 22
43 50

AB
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Exemplo 12

Calcule BA com as matrizes anteriores
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Exemplo 12 — Solucao

BA
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Exemplo 12 — Solucao
5 6\ (1 2
Ba= <7 8) (3 4>
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Exemplo 12 — Solucao
_3/1::<5 6) (1 2)
7 8)\3 4

C(Ax14+6x3 5x2+6x4
T x14+8x3 Tx2+8x4
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Exemplo 12 — Solucao
BA— <5 6) (1 2)
7 8)\3 4

 [(5x1+6x3 5x24+6x4
S \7Tx148%x3 7Tx2+8x4

(23 34
- \31 46
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Exemplo 12 — Solucao
BA— <5 6) (1 2)
7 8)\3 4

<7><1+8><3 Tx2+8x4
23
31

19 22
43 50

Ox1+6x3 5><2+6><4>

LN
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Exemplo 13

2 -1 3
Calcule AB, onde A_<O 4 1>eB— 3 0
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Exemplo 13 - Solucao

Observe que a matriz
M = A2><3BB><2

é definida e produz uma matriz 2 x 2
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Exemplo 13 - Solucao
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Exemplo 13 - Solucao
12
M:AB:@ _41 ‘Z’) 3 0
~1 4
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Exemplo 13 - Solucao

1
2 -1 3
M = AB =
I

- O N

C(2x14(-1)3+3(—1) 2x2+(-1)0+3 x4
S \Ox14+4x3+1(-1) O0x2+4x0+1x4

39/49



Exemplo 13 - Solucao

1
2 -1 3
M = AB =
I

- O N

2x 14+ (=1)3+3(=1) 2x2+(-1)0+3 x4
O0x14+4x3+1(—1) 0x2+4x0+1x4

—4 16
11 4
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Transposicao
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Matriz Transposta

A transposta de uma matriz A é obtida trocando suas linhas por colunas
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Matriz Transposta

A transposta de uma matriz A é obtida trocando suas linhas por colunas

A transposta de A é indicada por

AT ou Al

Se
A= (aij)
entao
AT = A" = ()
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Propriedades da Transposicao

M (4) =4
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Propriedades da Transposicao

M (4) =4

(i) (A+ B)'= A"+ B
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Propriedades da Transposicao

M (4) =4
(i) (A+ B)'= A"+ B

(iii) (AB)' = B'A
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Propriedades da Transposicao

M (4) =4
(i) (A+ B)'= A"+ B
(iii) (AB)"' = B'A

(iv) (ad) = aA

42/49



Exemplo 14
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Exemplo 14 - Solucao

At
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Exemplo 14 - Solucao
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Exemplo 14 - Solucao
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Exemplo 15

0
Determine a matriz transpostade A= | 3 4 5
1 6
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Exemplo 15 - Solucao

At
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Exemplo 15 - Solucao
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Exemplo 15 - Solucao
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Exemplo 16

Considerando A = (i ;) e xr= < 21> , calcule v = 2' Az
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Exemplo 16 — Solucao
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Exemplo 16 — Solucao
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Exemplo 16 — Solucao
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Exemplo 16 — Solucao

Azx
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Exemplo 16 — Solucao
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Exemplo 16 — Solucao



Exemplo 16 — Solucéo

s (03 (2) - () - ()

(— LEtA.CL'
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Exemplo 16 — Solucéo

s (03 (2) - () - ()



Exemplo 16 — Solucao

s (03 (2) - () - ()

v =a'Ar = (2 -1) (_31> = 2x 3+ (=1)(-1)



Exemplo 16 — Solucao

s (03 (2) - () - ()

v =a'Ar = (2 -1) (_31> = 2x34(=1)(-1) = 7



Matrizes Simétricas

Uma matriz quadrada, A,, é dita simétrica,
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Matrizes Simétricas

Uma matriz quadrada, A,, é dita simétrica, se
A=A
isto é,se  a;; = aj; V 1<ij<n
Fla 4 antissimétrica, se
A=A

exemplo
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Matrizes Simétricas

Uma matriz quadrada, A,, é dita simétrica, se
A=A
isto é,se  a;; = aj; V 1<ij<n
Fla 4 antissimétrica, se
A=A

exemploisto é,se a;=—a; V 1<ij<n
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