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No plano, duas retas podem ser

» concorrentes — se tocam em um Unico ponto
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Determinando a Posicdo Relativa entre Duas Retas no Plano

Dadas duas retas
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Determinando a Posicdo Relativa entre Duas Retas no Plano

Dadas duas retas

ﬂ
=y
Il

P4t
+ 7w

q

V)
=
I

Analisamos os vetores diretores U e W
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Se U e w nao sdo paralelos, as retas sdo concorrentes

Se os vetores sdo paralelos, i.e., existe a € R tal que
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Retas Paralelas no Plano

Se U e w nao sdo paralelos, as retas sdo concorrentes

Se os vetores sdo paralelos, i.e., existe a € R tal que
W=l
as retas sao

» coincidentes, se possuem um ponto em comum

» paralelas distintas, caso contrario
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Determine a posicao relativa entre as retas 7 e s

r=1+72t
r:
y=3-1

r=—-2+4r
st
y=>5—21
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Exemplo 1 - Solugédo

Os vetores diretores siao

7T=(2,—-1)

@ = (4, — 2)
Como

W= 20

os vetores sdo paralelos

Entdo as retas sdo paralelas distintas ou coincidentes
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Exemplo 1 — Solucao Alternativa

Se as retas sdo coincidentes todos os pontos em r também estdo em s

Escolhemos o ponto associado at = () na reta r

(z,y) = (1,3)

Subistituindo nas equacdes da reta s temos

1=-2+4+4r T =3/4

3=5-27 T= "2/

At — 3 As equagoes sdo incompativeis,
portanto, as retas sido paralelas distintas

21 = =2
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Exemplo 2

Determine a posicao relativa e o ponto de intersecio, caso exista,
r=1+1
r:
y=2+2t

r=4-—r7
S:
y=8—37
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Exemplo 2 - Solucédo

Os vetores diretores sio
7=(12)
W= (~1,—3)

Eles ndo sao paralelos

Portanto, no plano, as retas sao concorrentes
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{1+t:4—T

242t=8—-37 f—3_ 1 —3
t=3—171 Substituindo na reta s
20+31=6
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23—7)+37=6 y=8—-31=38
6—21+31r=6

7=0

17/39



Exemplo 2 — Ponto de Intersecdo

{1+t:4—T

2+2t=8—3T1 f—3_ 1 —3
t=3—171 Substituindo na reta s
20+31=6
r=4—17=4
23—7)+37=6 y=8—-31=38
6—-27+37=6 Assim 7 Ns = {(4,8)}

7=0
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Posicdes Relativas entre Retas no Espago

No espaco, duas retas podem ser

» concorrentes — se tocam em um Unico ponto
» paralelas distintas — “mantém a distancia”
» coincidentes — sdo a mesma reta

P> reversas — nio sdo paralelas e ndo possuem ponto de intersecio
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Retas Reversas em R®

Dadas duas retas

ﬂ
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~
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Retas Reversas em R®
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=
I
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Retas Reversas em R®

Dadas duas retas

P+t

=
I

r:

+tv
s: r=q+TW
Verificamos se existe o, tal que

U = aw

Se os vetores forem paralelos as retas sdo paralelas distintas ou coincidentes
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Retas Reversas em R®

Se os vetores nao forem paralelos
Se as retas estiverem no mesmo plano elas sdo concorrentes

Se estiverem em planos diferentes sdo reversas
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Retas Reversas em R®

As retas sdo coplanares, se os vetores U W e ¢ — p sdo coplanares
(0x @) (F=q) =0

nesse caso, as retas sao concorrentes

Se (U x W) - (p— ) # 0 as retas sdo reversas
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Exemplo 3

Determine a posicao relativa entre as retas e, caso exista, o ponto de intersecéo

r=1+1 r=3-5
r.qy=2-—t S:SYy=T
z=3+2t z2=7T7-—2T1
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Exemplo 3 - Solucédo

Os vetores diretores sdo
7= (1,-1,2)

@ =(-1,1,-2)
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g
I

|
<

28/39



Exemplo 3 - Solucédo

Os vetores diretores sio

Uv=(1,-1,2)

w=(-1,1,-2)
Como

W= -0

as retas sdo paralelas

28/39



Exemplo 3 - Solucédo

Para verificar se sao coincidentes,

29/39



Exemplo 3 - Solucédo

Para verificar se sdo coincidentes, comparamos os pontos
P =(1,2,3)

Q = (3,0,7)

29/39



Exemplo 3 - Solucédo

Para verificar se sdo coincidentes, comparamos os pontos

P = (1,2,3)
Q= (3,0,7)
Temos

Q-P

29/39



Exemplo 3 - Solucédo

Para verificar se sdo coincidentes, comparamos os pontos

P = (1,2,3)
Q= (3,0,7)
Temos

Q_P: (27_274)

29/39



Exemplo 3 - Solucédo

Para verificar se sdo coincidentes, comparamos os pontos

P = (1,2,3)
Q= (3,0,7)
Temos

Q—P=(2-24) =27

29/39



Exemplo 3 - Solucédo

Para verificar se sdo coincidentes, comparamos os pontos

P = (1,2,3)
Q= (3,0,7)
Temos

Q—P=(2-24) =27

Portanto, o ponto () pertence a reta r

29/39



Exemplo 3 - Solucédo

Para verificar se sdo coincidentes, comparamos os pontos

P = (1,2,3)
Q= (3,0,7)
Temos

Q—P=(2-24) =27

Portanto, o ponto () pertence a reta r

Consequentemente, as duas retas sdo coincidentes
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Exemplo 4

Determine a posicdo relativa entre as retas

r=1+1 r =4+27
TSy =2+2t st gy =1447
z=—-1+4+3t z =2+467
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Exemplo 4 - Solucédo

Os vetores diretores sio

v=(1,2,3)

W= (2,4,6)
Como

W= 20

as retas sao paralelas

Verificar se

P=(1,2,-1)€s

r=4+4+271
1=4+427
21 = -3
-3

2

y=14+4r

#2
portanto, P ¢ s

As retas sao
paralelas distintas

31/39



Exemplo 5

Determine a posicdo relativa entre as retas

r=1t r=14+71
r.qy=1+1 S:Sy=2—71
z =2t z=14+7
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Exemplo 5 — Solucédo

Os vetores diretores sio
U= (1, 1, 2)

@ =(1,-1,1)
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Exemplo 5 — Solucédo

Os vetores diretores sio
U= (1, 1, 2)
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Eles ndo sao paralelos
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Exemplo 5 — Solucédo

Os vetores diretores sio
U= (1, 1, 2)
w = (1, —1, 1)

Eles ndo sao paralelos

Entao, as retas podem ser concorrentes ou reversas

33/39



Exemplo 5 — Solucédo
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Construindo o vetor conectando as duas retas

p=(0,1,0)
7=(1,2,1)
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Exemplo 5 — Solucédo

Construindo o vetor conectando as duas retas

7= (0,1,0)
7= (1,2,1)
d=q-7
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Exemplo 5 — Solucédo

Construindo o vetor conectando as duas retas
p=(0,1,0)
7=(1,2,1)

d

7—p=(1,2,1)=(0,1,0)
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Exemplo 5 — Solucédo

Construindo o vetor conectando as duas retas
p=(0,1,0)
7=(1,2,1)

d

7g—p=1(1,2,1)—(0,1,0) = (1,1,1)
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Exemplo 5 — Solucédo

Construindo o vetor conectando as duas retas

p=1(0,1,0)
q7=(1,2,1)
d=q—p=(1,2,1)—(0,1,0) = (1,1,1)

Precisamos verificar se os vetores ¥, i e d sdo coplanares
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Exemplo 5 — Solucédo
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Produto misto
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Exemplo 5 — Solucédo

Produto misto

1
Fxd)-d=[1 -1 1
1
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Exemplo 5 — Solucédo

Produto misto

1 1 2
- -1 1 11 1 -1
U J) - — — — 1 —_ 1 2
(U x W) -d 1 1 1 ‘ ) 1‘ '1 1’+ ‘1 1‘
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Exemplo 5 — Solucédo

Produto misto

1 1 2
- -1 1 11 1 -1
U J) - — — — 1 —_ 1 2
(U x W) -d 1 1 1 ‘ ) 1‘ '1 1’+ ‘1 1‘

(—1-1)—0+2(1+1)
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Exemplo 5 — Solucédo

Produto misto

112
, B T I T
. = — == 1 - 1 2

(v ) -d 1 1 1 ‘ 1 1‘ '1 1’+ ‘1 1‘
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Exemplo 5 — Solucédo

Produto misto

1 1 2
- -1 1 11 1 -1
J) - — — — 1 —_ 1 2
(U x W) -d 1 1 1 ‘ ) 1‘ '1 1’+ ‘1 1‘
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Exemplo 5 — Solucédo

Produto misto

1 12
— — 1 —
@Fxd)-d=[1 -1 1| =1 i R L Y
Lo 11 11 11

=(-1-1)-0+2(1+1)
=2#0

Os vetores ndo sdo coplanares
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Exemplo 5 — Solucédo

Produto misto

1 12
— — 1 —
@Fxd)-d=[1 -1 1| =1 i R L Y
Lo 11 11 11

=(-1-1)-0+2(1+1)
=2#0

Os vetores ndo sdo coplanares

Consequentemente, as retas sao reversas
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Procedimento Geral
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Determinar a Posicao Relativa

Dadas as retas

r: T=p+tv
st r=q+TW
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Determinar a Posicao Relativa

Dadas as retas

P+t

ﬂ
=
Il

U
TW

V)
=
I

_|_
q+
Verificamos se os vetores diretores sdo paralelos

?

w ot

37/39



Determinar a Posicao Relativa

Se os vetores diretores forem paralelos
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Determinar a Posicao Relativa

Se os vetores diretores forem paralelos

U = aqw
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Determinar a Posicao Relativa

Se os vetores diretores forem paralelos
U= auw

as retas sao paralelas ou coincidentes
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Determinar a Posicao Relativa

Se os vetores diretores forem paralelos
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as retas sao paralelas ou coincidentes

Se p— ¢
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Determinar a Posicao Relativa

Se os vetores diretores forem paralelos
U= auw

as retas sao paralelas ou coincidentes

Se p'— ¢ é paraleloa U
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Determinar a Posicao Relativa

Se os vetores diretores forem paralelos
U= auw

as retas sao paralelas ou coincidentes

Se p'— ¢ é paralelo a U e as retas sdo coincidentes
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Determinar a Posicao Relativa

Se os vetores nao forem paralelos
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Determinar a Posicao Relativa
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Determinar a Posicao Relativa
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Determinar a Posicao Relativa

Se os vetores nao forem paralelos
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Se o produto misto for zero,
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Determinar a Posicao Relativa

Se os vetores nao forem paralelos
No plano: as retas sdo concorrente

No espaco: calculamos o produto misto (¢ x @) - (p' — )

Se o produto misto for zero, as retas sdo coplanares e concorrentes

39/39



Determinar a Posicao Relativa

Se os vetores nao forem paralelos
No plano: as retas sdo concorrente

No espaco: calculamos o produto misto (¢ x @) - (p' — )

Se o produto misto for zero, as retas sdo coplanares e concorrentes

Se o produto misto for diferente de zero,
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Determinar a Posicao Relativa

Se os vetores nao forem paralelos
No plano: as retas sdo concorrente

No espaco: calculamos o produto misto (¢ x @) - (p' — )

Se o produto misto for zero, as retas sdo coplanares e concorrentes

Se o produto misto for diferente de zero, as retas sdo reversas
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