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Subespaço

Dado um espaço vetorial V

Um subconjunto W ⊆ V é um subespaço de V

quando W também é um espaço vetorial com as operações de V
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Critério de Subespaço

Um subconjunto W ⊆ V é um subespaço se

0⃗ ∈ W

u⃗, v⃗ ∈ W ⇒ u⃗ + v⃗ ∈ W

u⃗ ∈ W a ∈ R ⇒ au⃗ ∈ W
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Critério Alternativo

Basta verificar

0⃗ ∈ W

au⃗ + bv⃗ ∈ W para quaisquer u⃗, v⃗ ∈ W a, b ∈ R
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Subespaços Triviais

Todo espaço vetorial possui dois subespaços

W1 = {⃗0}

e

W2 = V
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Subespaços de R2

Os subespaços de R2 podem ser

W1 = {⃗0}

W2 = uma reta que passa pela origem

W3 = R2
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Subespaços de R3

Os subespaços de R3 podem ser

W1 = {⃗0}

W2 = uma reta que passa pela origem

W3 = um plano que passa pela origem

W4 = R3
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Subespaço Gerado

Dado um conjunto de vetores de um espaço vetorial V

G = {v⃗1, . . . , v⃗k}

O conunto dos vetores gerados por G

W = ger(G) = ger {v⃗1, . . . , v⃗k}

é um subespaço de V
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O Subespaço Gerado Contém o Vetor Nulo

Seja

W = ger(G)

= ger {v⃗1, . . . , v⃗k} ⊂ V

O vetor nulo pertence a W

0⃗ ∈ W

pois

0⃗ = 0v⃗1 + · · · + 0v⃗k
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O Subespaço Gerado é Fechado

Sejam r⃗ e s⃗ vetores em

W = ger(G) = ger {v⃗1, . . . , v⃗k}

precisamos mostrar que ar⃗ + bs⃗ ∈ W

Sabemos que

r⃗ = c1v⃗1 + c2v⃗2 + · · · + ckv⃗k

s⃗ = d1v⃗1 + d2v⃗2 + · · · + dkv⃗k
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O Subespaço Gerado é Fechado

ar⃗ + bs⃗

= a (c1v⃗1 + c2v⃗2 + · · · + ckv⃗k) + b (d1v⃗1 + d2v⃗2 + · · · + dkv⃗k)

= ac1v⃗1 + ac2v⃗2 + · · · + ackv⃗k + bd1v⃗1 + bd2v⃗2 + · · · + bdkv⃗k

= (ac1 + bd1)v⃗1 + (ac2 + bd2)v⃗2 + · · · + (ack + bdk)v⃗k

= p1v⃗1 + p2v⃗2 + · · · + pkv⃗k

Então ar⃗ + bs⃗ ∈ W
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Espaço Solução

Considere um sistema homogêneo

Ax⃗ = 0⃗

O conjunto solução é

W =
{
x⃗ ∈ Rn

/
Ax⃗ = 0⃗

}
Esse conjunto é sempre um subespaço de Rn
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O Conjunto Solução Contém o Vetor Nulo

Seja

W =
{
x⃗ ∈ Rn

/
Ax⃗ = 0⃗

}
⊂ Rn

O vetor nulo pertence a W

0⃗ ∈ W

pois

A0⃗ = 0⃗
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O Conjunto Solução é Fechado

Sejam r⃗ e s⃗ vetores em

W =
{
x⃗ ∈ Rn

/
Ax⃗ = 0⃗

}

precisamos mostrar que ar⃗ + bs⃗ ∈ W

Sabemos que

Ar⃗ = 0⃗ As⃗ = 0⃗

Portanto

A (ar⃗ + bs⃗) = aAr⃗ + bAs⃗ = a⃗0 + b⃗0 = 0⃗
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Ar⃗ = 0⃗ As⃗ = 0⃗

Portanto

A (ar⃗ + bs⃗) = aAr⃗ + bAs⃗ = a⃗0 + b⃗0 = 0⃗

18 / 35



Exemplo 1

Determine se

W =
{(

x

y

)
∈ R2

/
y = 2x

}

é um subespaço de R2

19 / 35



Exemplo 1 – Vetor Nulo

O vetor nulo
(

0
0

)
pertence a W ?

Se x = 0 então

y = 2x = 2 × 0 = 0

Portanto

0⃗ ∈ W
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Exemplo 1 – Combinação Linear

A combinação linear de dois vetores em W pertence a W ?

v⃗, w⃗ ∈ W ⇒ av⃗ + bw⃗ ∈ W

Se v⃗, w⃗ ∈ W então v⃗ =
(

p

2p

)
w⃗ =

(
q

2q

)

av⃗ + bw⃗ = a

(
p

2p

)
+ b

(
q

2q

)
=
(

ap + bq

2(ap + bq)

)
=
(

x

2x

)

Logo au⃗ + bv⃗ ∈ W

Portanto, W é subespaço de R2
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Exemplo 2

Determine se

W =
{(

x

y

)
∈ R2

/
y = 2x + 1

}

é um subespaço de R2
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Exemplo 2 – Vetor Nulo

O vetor nulo
(

0
0

)
pertence a W ?

Se x = 0 então

y = 3x + 1 = 3 × 0 + 1 = 1 ̸= 0

Logo 0⃗ /∈ W

Portanto, W não é subespaço de R2
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Exemplo 3

Determine se

W =




x

y

z

 ∈ R3
/

x + y − z = 0


é um subespaço de R3
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Exemplo 3 – Vetor Nulo

O vetor nulo


0
0
0

 pertence a W ?

x + y − z = 0 + 0 − 0 = 0

Portanto

0⃗ ∈ W
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Exemplo 3 – Combinação Linear

A combinação linear de dois vetores em W pertence a W ?

v⃗, w⃗ ∈ W ⇒ av⃗ + bw⃗ ∈ W

Se v⃗ =


v1

v2

v3

 e w⃗ =


w1

w2

w3

 ∈ W

p⃗ = av⃗ + bw⃗ = a


v1

v2

v3

+ b


w1

w2

w3

 =


av1 + bw1

av2 + bw2

av3 + bw3



26 / 35
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Exemplo 3 – Combinação Linear
Como v⃗, w⃗ ∈ W

v1 + v2 − v3 = 0 w1 + w2 − w3 = 0

Verificando se p⃗ ∈ W

x + y − z = p1 + p2 − p3

= (av1 + bw1) + (av2 + bw2) − (av3 + bw3)

= a(v1 + v2 − v3) + b(w1 + w2 − w3)

= a × 0 + b × 0

= 0
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Exemplo 3 – Combinação Linear

Logo p⃗ ∈ W

Portanto W é subespaço de R3
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Exemplo 4

Determine se

W =




x

y

z

 ∈ R3
/

x + y − z = 2


é um subespaço de R3
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Exemplo 4 – Vetor Nulo

O vetor nulo


0
0
0

 pertence a W ?

x + y − z = 0 + 0 − 0 = 0 ̸= 2

Portanto

0⃗ /∈ W

Portanto, W não é subespaço de R2
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Exemplo 5

Determine o espaço solução dex + y + z = 0
x − y + z = 0
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Exemplo 5 – Solução
Subtraindo as equações

(x + y + z) − (x − y + z) = 0

2y = 0

y = 0

Substituindo

x + y + z = 0

x + z = 0

x = −z

Tomando z = t
x

y

z

 =


−t

0
t

 = t


−1
0
1


Logo

W = ger




−1
0
1



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Exemplo 6

Determine se o conjunto das matrizes simétricas de ordem 2

W =
{(

a b

b c

) /
a, b, c ∈ R

}

é um subespaço de M2×2
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Exemplo 6 – Matriz Nula

Escolhendo a, b e c iguais a zero

verificamos que a matriz nula pertence a W(
0 0
0 0

)
∈ W
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Exemplo 6 – Combinação Linear

Sejam

A =
(

a b

b c

)

B =
(

d e

e f

)
λ, µ ∈ R

λA + µB = λ

(
a b

b c

)
+ µ

(
d e

e f

)
=
(

λa + µd λb + µe

λb + µe λc + µf

)

A matriz resultante é simétrica

Logo W é subespaço
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