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Matrizes Simétricas e Matizes Ortogonais
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Matrizes simétricas

Uma matriz quadrada A é simétrica quando

At=A
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Uma matriz quadrada A é simétrica quando

At=A
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A:
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O N =
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Diagonalizacao

A é diagonalizavel se existe P invertivel e D diagonal,

A= PDpP!

As colunas de P sdo autovetores de A

Os elementos da diagonal de D sédo os autovalores correspondentes
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Matriz Ortogonal

Uma matriz quadrada P é ortogonal quando

P'P=1
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Matriz Ortogonal

Uma matriz quadrada P é ortogonal quando

P'P=1

isto é

Pl =P
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Colunas de uma Matriz Ortogonal

p:[gl Ty - 1771}
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Colunas de uma Matriz Ortogonal
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Colunas de uma Matriz Ortogonal
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Colunas de uma Matriz Ortogonal
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Colunas de uma Matriz Ortogonal

i L, i=7
Uiy = 0y = 0, i4
, i FE ]

As colunas de P sao vetores ortonormais
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Diagonalizacao Ortogonal

Uma matriz A é ortogonalmente diagonalizavel
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Diagonalizacao Ortogonal

Uma matriz A é ortogonalmente diagonalizavel
quando existem uma matriz ortogonal P e uma matriz diagonal D

tais que

A= PDP'
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Teorema Espectral para Matrizes Simétricas

Toda matriz real simétrica é ortogonalmente diagonalizavel
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Teorema Espectral para Matrizes Simétricas

Toda matriz real simétrica é ortogonalmente diagonalizavel

Existe uma matriz ortogonal P e uma matriz diagonal D tais que

A= PDP*
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Propriedades das Matrizes Simétricas
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Propriedades das Matrizes Simétricas

» Todos os autovalores de A sdo reais
» Autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais

» E possivel construir uma base ortonormal de autovetores
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Autovetores de Autovalores Distintos

Verificando que autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais
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Autovetores de Autovalores Distintos

Verificando que autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais

Seja A uma matriz simétrica e U’ e W autovetores

associados aos autovalores distintos A\ e p
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Autovetores de autovalores distintos

AV = \U
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Autovetores de autovalores distintos

AT = 7 AT = B A%
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Autovetores de autovalores distintos

AU = MU AWl = pai ANF#
Tt AW = v AW) 7AW = (T A)w
= 0" ()

13/59



Autovetores de autovalores distintos

AU = MU AWl = pai ANF#
Tt AW = v AW) 7AW = (T A)w
= U (i) = (v A"

13/59



Autovetores de autovalores distintos

AU = MU AWl = pai ANF#
Tt AW = v AW) 7AW = (T A)w
= U (i) = (v A"

13/59



Autovetores de autovalores distintos

AU = MU AWl = pai ANF#
Tt AW = v AW) 7AW = (T A)w
= U (i) = (v A"
= o' = (AD)"5

13/59



Autovetores de autovalores distintos

AU = MU AWl = pai ANF#

Tt AW = v AW) 7AW = (T A)w NTs = vt
= U (i) = (v A"
= o' = (AD)"5

13/59



Autovetores de autovalores distintos

AU = MU AWl = pai ANF#

0t AW = ' (AD) T AW = (' A)w NG = pvr'ad
= U (i) = (v A" NG — pvr' i = 0
= pv'w = (AD)"0

13/59



Autovetores de autovalores distintos

AU = MU AWl = pai ANF#

Tt AW = v AW) 7AW = (T A)w NTs = vt
= U (i) = (v A" NG — pt'd = 0
= o' = (AD)"5 (A — )"0 =0

13/59



Autovetores de autovalores distintos

AU = MU AWl = pai ANF#
0t AW = ' (AD) 7AW = (T A)w NTs = vt
= U (i) = (v A" NG — pt'd = 0
= o' = (AD)"5 (A — )"0 =0
= A\ 7' =0

13/59



Autovetores de autovalores distintos

AU = MU AWl = pai ANF#
0t AW = ' (AD) 7AW = (T A)w NTs = vt
= U (i) = (v A" NG — pt'd = 0
= o' = (AD)"5 (A — )"0 =0
= A\ 7' =0
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Passo a Passo

Para diagonalizar ortogonalmente uma matriz simétrica A
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Passo a Passo

Para diagonalizar ortogonalmente uma matriz simétrica A

. Determine os autovalores de A
. Determine uma base de cada autoespaco

1
2
3.
4
5

Construa uma base ortonormal de autovetores

. Organize os autovetores nas colunas de P

. Organize os autovalores correspondentes na diagonal de D
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Passo a Passo

Para diagonalizar ortogonalmente uma matriz simétrica A

. Determine os autovalores de A
. Determine uma base de cada autoespaco

1
2
3.
4
5

Construa uma base ortonormal de autovetores

. Organize os autovetores nas colunas de P

. Organize os autovalores correspondentes na diagonal de D

Ao final

A= PDP'
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Autovalores Repetidos?

Uma matriz simétrica pode possuir autovalores repetidos
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Autovalores Repetidos?

Uma matriz simétrica pode possuir autovalores repetidos
Nesse caso, o autoespago associado ao autovalor pode ter dimensdo maior que um
E possivel escolher uma base ortonormal para cada autoespago

Se necessario, podemos utilizar o processo de Gram-Schmidt
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Exemplos
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Diagonalize ortogonalmente a matriz

()

Determine as matrizes P e D tais que A = PDP"
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Exemplo 1 — Autovalores

Polindémio caracteristico
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Exemplo 1 — Autovalores
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Exemplo 1 — Autovalores
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Exemplo 1 — Autovalores
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Exemplo 1 — Autovetores para A = 1

(A-I)E=0
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Exemplo 1 — Normalizacao de v
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Exemplo 1 — Normalizacao de v

5 1
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Exemplo 1 — Autovetores para A = 6
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Exemplo 1 — Diagonalizagao

Organizamos os autovetores unitario nas colunas de P

S
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Exemplo 1 — Diagonalizagao

Organizamos os autovetores unitario nas colunas de P

54

A matriz diagonal correspondente é
10
D =
o)
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Exemplo 2

Diagonalize ortogonalmente a matriz

4 0
B =
th
Determine as matrizes P e D tais que B = PDP'

Essa matriz ja é diagonal, este exercicio é apenas um treino
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Exemplo 2 — Autoespaco
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Exemplo 2 — Autoespaco

Equacao caracteristica Autoespaco

o

(B — 41)Z

o 0) )

N4o ha restrigoes

E(4) = R?
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Exemplo 2 — Base ortonormal
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Exemplo 2 — Diagonalizagao

Organizamos os autovetores nas colunas de P

P )

A matriz diagonal é

(1)

Portanto

B = PDP'
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Exemplo 3

Diagonalize ortogonalmente a matriz

(1)

Determine as matrizes P e D tais que C' = PDP"
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Exemplo 3 — Autovalores
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Exemplo 3 — Autovetores para A = —1
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Organizamos os autovetores nas colunas de P
1 11
P=—
Al )

A matriz diagonal é

»- ()

Portanto

C =PDP'
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Exemplo 4

Diagonalize ortogonalmente a matriz

A:

S =N

1
2
0

- O O

Determine as matrizes P e D tais que A = PDP"
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Exemplo 4 — Autovalores

Polinémio caracteristico
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2—-A 1 0

p(A\) = det(A — ) = 1 2—2AX 0
0 04—\
A

1

= (1> - ) ‘2 a

—_
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A 1
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0 0

- -y )
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(A—4Di =10

-2 10 x 0

0 0 0 z 0
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Exemplo 4 - Autovetores para \; = 4

(A—4I)f:6

-2 10 0

0 0 z 0
—2x+y=0
Yy =2x

Escolhendo z = 1

S

0
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(A—4Di =10

-2 10 x 0

0 0 0 z 0
—2x+y=0
Yy =2x

Exemplo 4 - Autovetores para \; = 4

Escolhendo z = 1

0
01 =1 0

1
E(4) = ger
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Exemplo 4 — Autovetores para A3 = 1

Escolhendo z =1

(A-D)i=0
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Exemplo 4 — Autovetores para A3 = 1

Escolhendo z =1

(A-D)i=0
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Exemplo 4 — Autovetores para A3 = 1

Escolhendo z =1

(A-D)i=0
y=—1

11 0] (= 0

110y |=]0
00 3\ = 0 ) 1
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Exemplo 4 — Autovetores para A3 = 1

Escolhendo z =1
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Exemplo 4 — Base Ortonormal

Autovetores unitarios

£
=
Il
o
g
[\V]
|
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Exemplo 4 — Diagonalizagao

Organizamos os autovetores nas colunas de P

11,
V2 V2
p=|_1 14
V2 V2
0 01

Organizamos os autovalores na diagonal de D

1
D=10
0

S Ww O
= O O

46/59



Exemplo 5

Sabendo que os autovalores da matriz
311
B=|[1 31
113
S840 A\ =5 e Ay =2

Determine as matrizes P e D tais que B = PDP"
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Exemplo 5 — Autovalores

Calculamos o polindmio caracteristico

p(A\) = det(B — \I)

3—A 1 1

= 1 3-) 1
1 13-\

=(5-N)(2-))?

Portanto

O autovalor 2 possui multiplicidade algébrica dois

48/59



Exemplo 5 — Autoespago para A =5

Resolvemos

O sistema equivalente fornece

—2r4+y+z2=0
r—2y+2=0
r+y—22=0

Subtraindo as equacodes 49/59



Exemplo 5 — Autoespago para A =5

Portanto

E5 = span 1

Escolhemos
1

171 = 1

1

Sua norma é

5] = V3

O autovetor unitario é 50/59



Exemplo 5 — Autoespago para \ = 2

Resolvemos

(B

—2N)¥
1 11
1 11
1 11

O sistema equivalente é

=0

r+y+z2=0

Escolhendox =sey =t

z2=—-—5—1
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Exemplo 5 — Autoespago para \ = 2

Portanto

)
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Exemplo 5 — Ortogonalizacao

Escolhemos os vetores

1 0
Uy = 0 Uy = 1
—1 —1
Calculamos
'172 . 173 — —1
1]* = 2

Aplicamos Gram-Schmidt
Wy = Uy

- L U3~y
W3 = V3 — —— 5 W2y 53/59



Exemplo 5 — Ortogonalizacao

Substituindo
Y
ws = —

2
—1 —1
1
2
= 1
3
2

Podemos multiplicar por 2 sem alterar a dire¢ao
1
’U73 - 2

_3 54/59



Exemplo 5 — Normalizacdo

Calculamos as normas
@) = /12 + 02 + (—1)2
V3
s = /12 + 22 + (=3)2
=14

Os vetores unitarios sao

O
U = —= 0

V2
/ 1 \ 55/59



Exemplo 5 — Base Ortonormal

Obtivemos a base ortonormal de autovetores

o1 1

U = —

1 \/g 1
1

2 — \/§ _1
1

—

BRVATS W

O primeiro vetor pertence a I5
56/59



Exemplo 5 — Matriz ortogonal

Organizamos os autovetores nas colunas de P

1 1 1

V3 V2 V14

_ | L 2
P=15 0 75
1 1 3

V3 V2 V14

Como as colunas formam uma base ortonormal

P'P=1
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Exemplo 5 — Matriz diagonal

Os autovalores correspondentes aos vetores das colunas de P sio

5 2 2
Portanto
5 00
D=0 2 0
00 2
Assim

B = PDP!
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Exemplo 5 — Resposta

A matriz ortogonal é

P =

[
&‘“ oﬁ‘“

Ssl-sh
shshsl

A matriz diagonal é
5 00

D = 20

0 2

o O

Portanto

B = PDP'

59/59



	Matrizes Simétricas e Matizes Ortogonais
	Diagonalização de Matrizes Simétricas
	Exemplos

