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Prefacio

Este texto ainda estd em construcao e, portanto, esta incompleto e contém
erros, ele nao é um substituto para as aulas e livros da bibliografia.

Essa apostila foi idealizada para apresentar o conteiido programatico previsto para a
disciplina de Integrais e Séries no CEFET-MG, cuja ementa contém os tépicos:

1. integrais definidas;
2. integrais Indefinidas;
3. séries numéricas e

4. séries de potencias.

O conteudo dessa apostila esta distribuido nos seguintes capitulos:

Funcoes e Derivadas
Integracao
Areas e Volumes

Ll Sl e

Técnicas de Integracao
Sequéncias Numéricas
Séries Numéricas

SV B e

Séries de Poteéncias



8. Séries de Taylor
9. Usos da Série de Taylor

Cada capitulo apresenta a teoria, exemplos e exercicios sobre o topico correspondente.
Sempre que possivel apresentamos também exemplos e ilustragoes implementadas em
Python disponibilizadas como notebooks no Google Colaboratory ou Colab. Nenhuma
das atividades em Python é necessaria para o estudo da apostila, elas foram criadas
apenas como atividades complementares para os alunos interessados. A seguir estd o
link para o notebook que apresenta as bibliotecas NumPy, usada para computacgao
numérica, e SymPy, usada para computacao simbélica.

Notebook introduz as bibliotecas NumPy e SymPy.

Como os textos matematicos costumam ser muito densos em informacao, nao absor-
vemos todas as sutilezas apenas em uma leitura. Por isso, fazer exercicios é parte
fundamental do processo de aprendizado, ao manipularmos os conceitos no processo
de resolucao do exercicio somos forcados a utilizar os resultados e a explorar suas
sutilezas. A regra geral é que cada passagem da resolucao precisa ser embasada
em um resultado verdadeiro explicitamente descrito antes, essa ¢ a razao pela qual
os textos numeraram os resultados e férmulas. Mesmo que nao escrevamos essas
referéncias, precisamos estar plenamente conscientes delas.

Uma sugestao € utilizar os exemplos contidos no texto como exercicios, tente resolver
o problema proposto antes de ler a resolucao apresentada. Depois dessa tentativa
leia a resolucao e a compare criticamente a sua resposta. Seu resultado coincide com
o apresentado? Se sim verifique se voce apresentou todos os argumentos necessarios
para embasar sua resposta. Quando os resultados ou argumentos nao coincidirem
revise sua resolucao e verifique se ela corresponde a uma solucao alternativa ou contém
algum erro. Nas disciplinas de Matematica, na maioria das vezes, a argumentacao ¢é
muito mais importante do que o resultado.

Nesse texto foi inserida uma lista de exercicios apds cada secao e uma lista de revisao
no final de cada capitulo. Ao estudar uma secao, teste sua compreensao resolvendo
alguns exercicios da secao. Ao fazer uma revisao ou se preparar para uma avaliacao,
resolva os exercicios da revisao. O fato deles nao estarem organizados por temas


https://www.python.org
https://colab.research.google.com
https://numpy.org
https://www.sympy.org
https://colab.research.google.com/drive/1XV6A0l2plJHVPVfb2xBVDmJA4Hkm3MhL?usp=share_link

introduz o processo de identificacao do problema e escolha da teoria adequada para
resolve-los.

Alguns exercicios possuem resposta no final da apostila, nesses casos o link [resp] no
enunciado do exercicio leva para sua resposta. Para retornar ao enunciado clique no
nimero da resposta. Em alguns casos a resposta consiste apenas do resultado final,
em outros toda a resolucao esta escrita.

Alguns resultados matematicos necessarios para a disciplina, como numeros com-
plexos e funcoes hiperbdlicas, sao apresentados sucintamente no apéndice Contetido
Complementar. O apéndice Referéncias e Recursos Online apresenta diversos materi-
ais complementares, como videoaulas e atividades online, que podem ser acessados
gratuitamente e contribuir para o estudo de cada tépico. O Indice Remissivo traz
links para os principais termos discutidos dentro do texto.
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Funcoes e Derivadas

1.1 Introducao . . . . . . . . . . . e 1
1.2 Fungoes Reais . . . . . . . . . .. 1
1.3 Limites e Continuidade . . . . . . . . . . . ... .. ... ... ... 11
1.4 Derivadas . . . . . . . . e e 13

1.1 Introducao

Apresentamos neste capitulo uma revisao de funcoes de uma variavel real, limites e
derivadas.

1.2 Funcoes Reais

Apresentamos nessa secao algumas definicoes e propriedades do Célculo de fungoes
reais que podem ser tteis para o estudo dos contetidos desse material. Comegamos
pela definicao de uma funcao real.

DEFINICAO 1.1: FUNCAO

Uma Funcao f de um conjunto D para um conjunto £ é uma regra que associa,
sem ambiguidade, um tnico elemento y = f(z) € E para cada elemento z € D.

|l
A
>
v



Funcoes e Derivadas 2
Denotamos uma funcao por
f:D—FE

Dizemos que D é o Dominio e E o Contra Dominio de f, enquanto o conjunto de
todos os valores y = f(x) correspondentes a algum x € D é a Imagem de f.

DEFINICAO 1.2: FUNCAO REAL

Uma Funcao Real é uma fungao cujo dominio e contra dominio sao subconjuntos
dos reais R.

A seguir estao algumas funcoes importantes.

Funcoes Exponencial e Logaritmica

A Funcao Exponencial é a funcao

6(E

onde a constante e tem o valor
e = 2,71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 47093 69995 . . .

A imagem da funcao exponencial é o conjunto dos niimeros reais positivos. O gréfico
dessa funcao pode ser visto na Figura 1.1. Alternativamente podemos definir essa
funcao pelo limite

exp(z) = lim (1 + %)n (1.1)

n—oo
A derivada da funcao exponencial é

d

X X
—e
dx

— €

A Funcao Logaritmo Natural é a fungao inversa da exponencial e é o valor y tal que
y = In(x) = ey =z

o dominio dessa funcao sao os nimeros reais positivos e sua imagem sao todos os

= 4 A >
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-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3
(a) Gréfico da fungao e® (b) Grafico da funcao e=*

Figura 1.1: Gréficos da funcao exponencial

reais. A Figura 1.2 mostra o grafico dessa funcao calculada em |z| estendendo assim
o dominio para valores negativos de .

| In|z|

Figura 1.2: Gréfico da fungao In |z|

A derivada da funcao exponencial é

d 1

Funcoes Trigonométricas

Tradicionalmente pensamos nas funcgoes trigonométricas como combinagoes das
funcoes seno e cosseno

) = otle) = o) = 2
1 1
sec(z) = cos(z) cossec(z) = sen(z)

Os graficos dessas fungoes podem ser vistos na Figura 1.3.

|l
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Funcoes e Derivadas

AW

cos(x)

ANANA

;v/% :
<t

(a) Gréfico da fungao sen(x)

4 tg(x)

7\,

(b) Gréfico da funcao cos(x

v 2 37r$

\“\

T

(c) Gréfico da fungao tg(z

J U™ k

\ h

) Gréfico da funcao cot(z)

4 U - cossec(x) -
1 o

NnNiN-

(e) Grafico da fungao sec(x)

B PN
; Em.

(f) Gréfico da fungao cossec(z)

. N
T

Figura 1.3: Graficos das funcoes trigonométricas

Identidade Pitagorica

sen’(x) + cos?(z) = 1 1 +tg*(x) = sec’(x)

Algumas identidades trigonométricas

sen(—z) = —sen(z) cos(—x) = cos(x)

sen (E — x) = cos(x)

5 oS (E — x) = sen(z)

2

Foérmulas de soma e subtracao

sen(z + y) = sen(x) cos(y) + sen(y) cos(x)

sen(z — y) = sen(x) cos(y) — sen(y) cos(x)

1 + cot?(z) = cossec?(x)

tg(—z) = —tg()

tg (g — £E> = cot(x)

1l
A
>



Funcoes e Derivadas

cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sen(z) sen(y)

cos(z — y) = cos(z) cos(y) + sen(z) sen(y)

Formulas de angulo duplo

cos(2z) = cos®(x) — sen?(x)
= 2cos’(x) — 1

=1 — 2sen’(2)

Formulas de metade do angulo

con? (z) _1- cos(x)

2 2
” arcsen(z)
1 0,5 1
_7T/2 L
(a) Gréfico da fungao arcsen(z)
" arctg(x)
-10 -5 5 10 %
(c) Gréfico da fungao arctg(x)
arcsec(x)
7r/2
-10 -5 a1 5 10 @

(e) Gréfico da fungao arcsec(z)

ot

sen(2z) = 2sen(z) cos(x)

2(3:) I +co
cos’ | =) = ————=

s(x)

) )
| arccos(z)
-1 0,5 0,5 1
(b) Grafico da funcao arccos(z)
arccot(x)
™
-10 5 5 10 @

(d) Grafico da funcao arccot(x)

cossec(z)

T

1 5 10

(f) Gréfico da fungao arccossec(x)

Figura 1.4: Graficos das funcoes trigonométricas inversas

A >

1l
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Funcoes e Derivadas 6

Funcoes Trigonométricas Inversas

Os graficos dessas funcgoes podem ser vistos na Figura 1.4.

Derivadas as funcoes trigonométricas inversas

dacse() ! daccos() !

— arcsen(r) = ———— —ar )= ——

dx \/1—332 dZU \/]__aj2
d 1 d 1

Iz arctg(z) = 12 ar arccot(x) = ]

d (z) 1 d (2) 1

— arcsec(r) = ——— — arccossec(r) = ————

dx V2 —1 dx xvax?—1

Funcoes Hiperbolicas

As funcoes hiperbolicas sao fungoes analogas as funcoes trigonométricas ordindarias,
que recebem esse nome por estarem relacionadas as hipérboles de modo similar a
relacao entre as funcoes trigonométrica e a circunferéncia. Porém, em nosso contexto
essa interpretacao geométrica nao sera utilizada. Aqui elas sao importantes por
representarem funcoes exponenciais em um arranjo similar as trigonométricas.

Definicao do seno e cosseno hiperbdlicos

x —Z

senh(x) = ‘ _26 (1.2)
cosh(x) = # (1.3)

Os graficos dessas fungoes podem ser vistos na Figura 1.5.

Derivadas das fungoes hiperbdlicas

di senh(z) = cosh(x) di cosh(z) = senh(x)

T T

d? d?

e senh(z) = senh(x) e cosh(x) = cosh(z)
T T

|l
A
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Funcoes e Derivadas

10t senh(z)

10

cosh(x)

-10 t

(a) Gréfico da fungao senh(z)

-10

(b) Gréfico da funcao cosh(z)

Figura 1.5: Gréficos das fungoes hiperbodlicas

essas derivadas podem ser calculadas de modo simples apenas substituindo a definicao

da funcao, por exemplo

d de’ —e*

= il = e

gz Smh(@) =
_L(de de
2\ dx dx

1

=5 (e +e)
= cosh(x)

Algumas relacgoes tteis

senh(—z) = — senh(z) cosh(—xz) = cosh(x)

Identidade similar a relacao pitagorica
cosh?(z) — senh?(z) = 1
Somando e subtraindo os argumentos

senh(z + y) = senh(z) cosh(y) + cosh(z) senh(y)
senh(z — y) = senh(z) cosh(y) — cosh(x) senh(y)
cosh(z 4+ y) = cosh(x) cosh(y) + senh(x) senh(y)

|l
A
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Funcoes e Derivadas 8

cosh(z — y) = cosh(x) cosh(y) — senh(x) senh(y)

Da mesma forma como as funcoes trigonométricas podem ser definidas a partir do
seno e cosseno, podemos definir as seguintes funcgoes hiperbélicas

_ senh(x) _cosh(z) 1
tgh(z) = cosh(x) coth(z) = senh(z)  tgh(x)
sech(z) = COS;}@) cossech(z) = m

Os graficos dessas fungoes podem ser vistos na Figura 1.6.

tgh(z) 4 r \coth(x)
1 \
1 L

-2 -1 1 2 _ 1 1 2
-1
(a) Grafico da funcao tgh(z) (b) Gréfico da fungao coth(z)
sech(zx) 4 t \ cossech(z)
/\ 1

-1+

(c) Gréfico da fungao sech(z) (d) Grafico da funcao cossech(x)

Figura 1.6: Graficos das fungoes hiperbdlicas compostas

Funcao sinc

O termo sinc é uma contracao do nome da fungdo em latim sinus cardinalis (seno
cardinal), essa fungao é definida como

sen(z)
x # 0
sinc(x) = x 7 (1.4)
1 z=0

|l
A
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Funcoes e Derivadas 9

Porém, por simplicidade, é comum escrevermos apenas

sinc(z) = #

O grafico dessa funcao pode ser visto na Figura 1.7.

1 sinc(x)
—\l\/l/_\l /\I I/_\I\/I/—
—6mr =57 —Mﬂ' —2\jl7r W\/ﬂ' 377\'/47r 51 6r T

Figura 1.7: Grafico da funcao sinc(z)

Derivada da sinc

d | _ cos(x) — sinc(x)
. sinc(z) = "

Cuidado para nao confundir a definicao utilizada aqui com uma definicao alternativa
comumente utilizada no processamento digital de sinais, da funcao sinc normalizada

sine(z) = 222
mr

Outras Funcoes

Apresentamos aqui algumas fungoes muito usadas em aplicacoes. Essas fungoes sao
exemplos de funcgoes definidas por partes, isso €, nao temos uma tnica expressao
matematica que defina a funcao como um todo. Assim, usamos expressoes diferentes
em partes diferentes do dominio.

Definimos a Funcao Caracteristica de um subconjunto A dos ntimeros reais R como
a funcao y, que vale 1 em A e zero fora dele

1 z€A
Xa(T) = - (1.5)
0 caso contrario
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X(-1,2 (%) H(z)

[u Iy
—_

. .
o L &

xZ x

-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3
(a) Gréfico da fungao caracteristica (b) Gréfico da funcao de Heaviside

G1<$)

/

-3 -2 -1 1 2 3
(¢) Gréfico da fungao rampa

Figura 1.8: Graficos das funcoes caracteristica, Heaviside, rampa e
Delta de Dirac

A Fungao de Heaviside ou Degrau Unitario H(z), vale 1 para x positivo, zero para x
negativo.

0 <0
H(z) = 1.6
() 1 >0 (1.6)

Essa funcao nao precisa ser definida em x = 0, mas dependendo do contexto ela pode
assumir algum valor especifico nesse ponto. Um exemplo é escolher o valor 1/2

0 x<0
Ha)={ 15 z=0
1 x>0

Também podemos escrever essa fungao como H(t) = x, _ (¢).

A Funcao Rampa é uma aproximacao continua para a funcao de Heaviside, que é

|l
A
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Funcoes e Derivadas 11

definida por

(0 Tr < —¢
t 1
G.=<({ — 4+ = =0 1.7
5 g * (17)
\1 T > €

A Figura 1.8 mostra o grafico dessas funcgoes.

1.3 Limites e Continuidade

A seguir apresentamos a definicao formal do limite de uma funcao real.

DEFINIGAO 1.3: LIMITE DE FUNCAO REAL

Seja f uma funcao definida em intervalo aberto que contém do ponto a € R,
podendo nao ser definida em a. Dizemos que o Limite de f(x) quando x se
aproxima de a ¢ L € R e escrevemos

lim f(z) = L

Tr—a

se para cada € > 0 existir 6 > 0 tal que

O0<|z—al<d = |lf(x)—L| <e

Esssa definicao pode ser estendida para o caso em que a é +oo. Quando o limite
existe ele possui as propriedades descritas na proposicao a seguir.

PROPOSICAO 1.4: PROPRIEDADES DO LIMITE DE FUNCOES REAIS

Supondo que ¢ é uma constante, f e g sao funcoes reais e que os limites

lim f(x) e lim g(x)

T—a T—a

existem, entao valem as Propriedades do Limite

1. lim [ fla) + g(x)} = lim /() + lim g(x)

T—a Tr—a

|l
A
>
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Funcoes e Derivadas 12

2. lim {f(zr:) — g(:r:)} = lim f(z) — lim g(z)

T—a T—a T—a

limcf(z) = clim f(x)

W

Tr—a r—a
L lim [ f(2)g(2)] = lim f(2) - lim g(a)
lim f(x)
5. lim /() = =2 desde que lim d(x) # 0
v—a g(x)  limd(x) z—a
r—a

Uma propriedade de algumas funcoes reais é nao possuir buracos ou saltos em seu
grafico. Dizemos que essa funcoes sao continuas e a proxima definicao nos fornece
uma caracterizacao para essas funcoes.

DEFINICAO 1.5: CONTINUIDADE DE FUNCAO REAL
Uma funcao real é Continua em um ponto a se
1. f(a) existe

2. lim f(x) existe

T—a

lim f(z) = f(a)

T—a

(O]

Um resultado importante sobre funcoes continuas é o Teorema do Valor Intermediario.

TEOREMA 1.6: TEOREMA DO VALOR INTERMEDIARIO

Suponha que a funcao f é continua em todos os pontos de um intervalo fechado
la,b] e que f(a) # f(b). Assuma que p é um valor entre f(a) e f(b) entao
existe um numero ¢ € (a, b) tal que f(c) = p.

TEOREMA 1.7: TEOREMA DE WEIERSTRASS

Se f for continua em um intervalo fechado [a,b], entdo f assume um valor
méximo global f(c) e um valor minimo global f(d) em pontos ¢, d € [a, b].

|l
A
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Funcoes e Derivadas 13

1.4 Derivadas

Com o limite podemos definir a derivada de uma funcao real que nos fornece o valor
da inclinacao da reta tangente ao grafico da funcao em cada ponto.

DEFINICAO 1.8: DERIVADA DE FUNCAO REAL

A Derivada de uma funcao real f(x) em relagao a varidvel = é a funcao f’ cujo
valor em x é

f’(az) :}Lli% f(x+h})l_f(x)

desde que o limite exista.

Ao calcularmos derivadas usamos as regras de derivacao listadas na proposicao a
seguir.

PROPOSICGAO 1.9: REGRAS DE DERIVAGAO

Sejam f e g fungoes derivaveis, ¢ e r constantes, entao temos que

L % .0 6. (f-9)=Ff—4¢
dx )
d 7. (f9) =fg+fd
2 d—x":nx”_l )
& ; <f> _ fla—fd
d O. — ——2
3. %ex:ex g J

, 9. Se h(z) = f(g(z)) entao
1o (cf) =cff

(f+9) =f+d

Ot

Algumas propriedades importantes das funcoes derivaveis sao o Teorema de Rolle e
o Teorema do Valor Médio.

TEOREMA 1.10: TEOREMA DE ROLLE
Suponha que f é uma funcao

1. continua no intervalo fechado [a, b]
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2. derivéavel no intervalo aberto (a,b) e
3. fla) = f(b)

entao existe ¢ € (a,b) onde f'(c) = 0.

TEOREMA 1.11: TEOREMA DO VALOR MEDIO
Suponha que f é uma funcao
1. continua no intervalo fechado [a, 0]

2. derivével no intervalo aberto (a, b)

entao existe ¢ € (a,b) tal que

£0) = f(a)

flle) ===

14
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2.1 Introducao

A integracao, assim como a derivacao, é uma operacao extremamente importante para
as aplicacoes da Matematica. Vamos ver ao longo deste capitulo como a integracao e
a derivacao estao relacionadas, as diferentes formas que a integracao pode assumir e
suas caracteristicas principais.

Na Secao 2.2 — Integrais Indefinidas vamos apresentar a definicao da primitiva, ou
antiderivada, de uma funcao real. Na Secao 2.3 — Integrais Definidas apresentamos
um problema relacionado que é obter a area sob o grafico de uma fungao. Depois
esses dois problemas sao conectados na Secao 2.5 — Teorema Fundamental do Céalculo.
Posteriormente, na Secao 2.6 — Integrais Improprias, o caso onde alguma singularidade
ocorre no intervalo de integracao

Por enquanto estamos preocupados apenas em entender os conceitos e suas relagoes.
As técnicas para calcular integrais mais elaboradas serao apresentadas no Capitulo 4.

= 4 A >



Integracao 16

2.2 Integrais Indefinidas

Nesta secao vamos apresentar a operacao inversa da derivacao, que chamamos de
primitivagao. A primitiva de uma funcao real é uma funcao que quando derivada
nos retorna a funcao inicial. A definicao a seguir apresenta esta ideia de forma mais
rigorosa.

DEFINICAO 2.1: PRIMITIVA DE FUNCAO REAL

Uma funcgao F' é denominada Primitiva ou Antiderivada de uma funcao f em
um intervalo [ se

dF

= (@) = f()

para todo x € I.

Observe um exemplo mais concreto a seguir.

EXEMPLO 2.2.1: Encontre uma primitiva da funcdo f(z) = 2?.

3
x
A fungdo F(z) = 5 é uma primitiva para a funcao f(x) = 2%, uma vez que

2=(5)
()

3 3—1

2

1
3
1
3
f(z)

Note que no exemplo anterior a funcao
3

F(z) = % + 345
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Integracao 17

também é uma primitiva para f, o que nos leva a concluir que a primitiva de uma
fungao nao é unica, isso é, se F'(x) é uma primitiva de f(x) entdo F'(x) + C' também
sera para qualquer constante C'. O Teorema a seguir caracteriza todas as primitivas
de uma funcao.

TEOREMA 2.2: PRIMITIVA MAIS GERAL

Se GG é uma primitiva de f em um intervalo I, entao a primitiva mais geral de
femlIé

onde (' é uma constante arbitraria.

Os proximos exemplos obtém a forma mais geral para uma primitiva de uma funcao

EXEMPLO 2.2.2: Encontre a primitiva mais geral da funcao f(z) = sen(zx).

Por inspecao verificamos que
G(z) = — cos(z)

¢ uma primitiva para f, uma vez que
G'(z) = sen(x) = f(z).

Portanto, a primitiva mais geral para f é
F(z) =G(z)+ K = —cos(z) + K,

onde K é uma constante.

EXEMPLO 2.2.3: Encontre a primitiva mais geral da funcao f(z) = —.
%

Lembre-se que

d 1
%Uﬂ(fﬁ)) = z’

no intervalo (0, 00). Portanto, a primitiva mais geral no intervalo (0, c0) para
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Integracao 18

G(z) =In(x) + ¢,

onde ¢ é uma constante.

No exemplo anterior trabalhamos apenas no intercalo (0, 00), mas podemos expandir
para toda a reta exceto o zero. Note que

d 1
@(lnlx\) :5

em qualquer intervalo que nao inclua o zero, isso nos diz que In|z| + C é a primitiva
mais geral para f(z) = 1/z tanto no intervalo (—o00,0) quanto no intervalo (0, co).

Em sintese, a primitiva mais geral para f é

F(x):{ln( ) +C, >0

In(—z)+C, <0
ou de forma mais simplificada
F(z) =Injz|+C (2.1)

para todo x # 0.

EXEMPLO 2.2.4: Encontre a primitiva mais geral da fungao f(x) =z" com
n# —1

Vamos recorrer a regra da poténcia para encontrar uma primitiva para z". Para
n # —1 temos que

d n+1 1) ™
(x > (n+ Dz o

%?’L—i—l_ =

n+1

Logo uma primitiva mais geral para f(x) = a" é

xn+1

F(m)=n+1

+C

Isso é valido para todo n > 0, uma vez que f(z) = z" estd definida em toda a
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reta, nesse caso. Se n for negativo (mas n # —1), é védlido em qualquer intervalo
que nao contenha x = 0.

Como a derivacao é uma operacao linear, isso €, podemos trocar a ordem da soma
de fungoes ou multiplicacao por uma constante com a derivacao, a primitiva também
possui essa propriedade, como descrito na proposicao a seguir.

PROPOSICAO 2.3: LINEARIDADE DA PRIMITIVA

Dadas fungoes f e g com primitivas F' e GG, respectivamente, e uma constante k
temos que

1. A primitiva de f(z)+ g(x) é a funcao F(z)+ G(x)

2. A primitiva de kf(z) é a funcao kF(z)

A seguir apresentaremos, na Tabela 2.1, algumas primitivas particulares ou primitivas
mais stmples, que nada mais é que a primitiva sem a constante, isso é, com constante
igual a zero. Usaremos a notacao F' e G, significando que F' é uma primitiva para f
e GG é uma primitiva para g. Uma tabela mais completa esta na Secao A.5.

Tabela 2.1: Tabela de primitivas

Funcao Primitiva particular Funcao Primitiva particular
kf(z) kF () sen(z) — cos()
f(@) +g() F(z) + G(x) cos(z) sen(x)
xn+1 9
" m sec?(x) te ()
", n# o——]
1 In|z] sec(x) tg(x) sec(x)
) 1
z @ arcsen(x)

Q]
aQ
—_
|
8
[\

a® _ arccos(x
ln(a) 1 — 2 ( )

1
22 arctg(x)
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EXEMPLO 2.2.5: Encontre todas as fungoes ¢ tais que ¢'(z) = 4sen(z) +
27° — \/z

T

Nesse exercicio queremos encontrar uma primitiva para ¢’. Podemos reescrever
g como

27° — /T
z
20rS 'l

—4 ia M
sen(zx) + " "

g(x) = 4sen(z) +

— 4sen(z) + 22 — a7

Assim, usando a Tabela 2.1 e o Teorema 2.2, temos que
5 1/a
x x
g(x) (— cos(z)) + 5 1k

2
= —4cos(z) + g:f:5 —2y/z+C

+C

EXEMPLO 2.2.6: Encontre f se f'(z) = e® +20(1 + z%)"! e f(0) = —2.

Inicialmente vamos encontrar uma familia de funcoes f que sao primitivas de
f', depois usamos a condi¢ao f(0) = —2 para encontrarmos a primitiva pedida.

A primitiva geral de

fiEi= e$+201 7

é a familia de funcoes
f(x) =e* +20arctg(x) + C
Para encontrarmos a constante C', usamos o fato de que f(0) = —2

f(0) = =2
e? 4 20 arctg(0) + C = —2
C = -2 —€” — 20 arctg(0)
¢ =2—-1-—-0
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Integracao 21

Com isso, C' = —3 e a solugao particular é

f(x) =e* +20arctg(x) — 3

Até aqui nesta secao fizemos o processo inverso do que faziamos ao calcular derivadas.
Antes, tinhamos uma funcao f e gostariamos de encontrar a sua derivada, agora
dada uma determinada fungao f’ estamos interessado em encontrar uma fungao (na
verdade, um familia de fungbes) f cuja a derivada seja f’.

Em sintese temos que

(f’ ¢ derivada de f) & (f ¢ uma primitiva de f’)

A integral indefinida de uma funcao pode ser vista exatamente como a familia de
primitivas da funcao.

DEFINICAO 2.4: INTEGRAL INDEFINIDA

A notacao

/f(:):) dx

é tradicionalmente usada para a primitiva de f e é chamada de integral indefi-
nida.

A definicao anterior determina que

[ t@)de = F@)
significa que F' é a primitiva mais geral de f, ou seja,

F'(z) = f(z)

Decorre das propriedades de primitiva que a integral indefinida é uma operacao
linear, assim podemos reescrever uma nova versao da Proposicao 2.3.
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PROPOSICAO 2.5: LINEARIDADE DA INTEGRAL INDEFINIDA

Dadas funcoes f e g integraveis e uma constante k£ temos que

1. /f(:U)Jrg(a:)da::/f(w)da:Jr/g(a:)d:U,

2. /kf(x)d:c:k/f(x)da;.

Note que usamos o termo integravel para indicar qualquer fungao que possua uma
primitiva.

EXEMPLO 2.2.7: Calcule a integral indefinida da funcao z”.

A integral indefinida de z* é

3
/xQda::%JrC

pois

EXEMPLO 2.2.8: Calcule a integral indefinida da funcdo sec?(z)

A integral indefinida de sec?(z) é
/secQ(:c) dx = tg(x) + C
pois

%(tg(:{:) +C) = sec’(z).

EXEMPLO 2.2.9: Encontre a integral indefinida geral /10:04 — 2sec’(w) dx .
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Usando as propriedades de integral indefinida

F = /10x4 — 2sec’(z) dw

= 10/x4d:13—2/sec2(:13) dx

$5
=10 —2tg(x) + C

= 22° — 2tg(x) + C
Note que nesse exemplo calculamos duas integrais indefinidas e cada uma teria uma

constante arbitraria, porém, como logo em seguida somamos todos os termos ficamos
com apenas uma constante.

EXEMPLO 2.2.10: Uma particula move-se em uma reta e tem aceleracao dada
por

a(t) =6t +4.

Sua velocidade inicial é v(0) = 6 cm/s, e seu deslocamento inicial é s(0) = 9 cm.
Encontre sua funcao posicao.

Uma vez que v'(t) = a(t) = 6t + 4, temos
v(t) = /a(t)dt =32 +4t+C

Podemos encontrar o valor da constante C' pois nos foi dado que v(0) = 6.
Substituindo essa informacao na equacao da velocidade encontrada

v(0) =6
3-024+4-04+C=6
C=6

Assim,

v(t) =3t> + 4t + 6.
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Sabendo que §'(t) = v(t), entdo s é a primitiva de v

:/3t2+4t+6dt
=3 4+22+6t+ D

Sabendo que s(0) = 9, verificamos que D = 9. Portanto, a fungdo posigao
pedida é

s(t) =t*4+2t* — 6t +9.

Exercicios Secao 2.2

1) [resp| Calcule as Integrais Indefinidas. k) / cossec?(t) — 2! — et dt
1 1
a) /x4——$3+—x—2da:
2 4 1) /sec(t)(sec(t) + tg(t)) dt
3 1 S 2
/@wx—dx /xg_ﬁl
m) ——dx
/ Va2 4272 de

2
n) / sen(2x) e
sen(x)
2) [resp] Uma particula se move com aceleragao
dada por

d) /(u—|—4)(2u+1)du
e) /v(v2+2)2dv
£) /“”3_2‘/5@

a(t) = 10sen(t) + 3 cos(t) .

Encontre a equacao do espacgo sabendo que
s(0) =0 e s(2m) = 12.

r©+1 — 100 cos(x) dz .

/ T 1+ a2 (z) 3) Mostre que, para um movimento em uma
reta com aceleragao constante a, velocidade

/ sen(2zx) — 2% dx inicial vy e deslocamento inicial sg, o

deslocamento no tempo ¢ é

0 — cossec() cot(0) do

) |
/1+10tg ) sec(z) dx

1 2
s:éat + vot + 50 -
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2.3 Integrais Definidas

Nesta secao, exploraremos duas questoes aparentemente distintas, mas interligadas:

1. Sob quais condicoes podemos afirmar que uma funcao dada f: I — R, definida
em um intervalo aberto I da reta, é a derivada de outra funcao F': I — R? Ou
seja, existe uma funcao F tal que F'(z) = f(z) para todo x € I?

2. Como podemos generalizar a nocao classica de area de figuras planas triangula-
rizaveis para figuras mais gerais? Quais figuras nao triangularizaveis podem
ser incluidas nesse processo?

E importante notar que, na primeira questao, buscamos uma funcgao especifica
como resposta, enquanto na segunda questao, estamos interessados em obter valores
numeéricos como respostas. Apesar da aparente diferenca entre as duas questoes,
veremos que o calculo de integrais definidas é a chave para soluciona-las, estabelecendo
assim uma relacao fundamental entre esses dois problemas aparentemente distintos.
Existe um Teorema, chamado Teorema Fundamental do Cdlculo, que faz essa ligacao.

2.4 A area sob uma curva

Figura 2.1: Area sob o grafico de y = 22

Ao estudarmos funcgoes continuas, nos deparamos com uma questao interessante:
como calcular a drea delimitada entre a curva da funcao f(z) > 0 e o eixo z em
um intervalo especifico [a, b], conforme mostra a Figura 2.37 A resposta para essa
pergunta esta intimamente relacionada com o conceito de integral definida.

Para iniciarmos a construcao, vamos considerar f(x) uma func¢do nao-negativa,
continua em um intervalo [a, b] e suponhamos que estamos interessados em encontrar
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As

Ay

1 To T3 Ty s el ITpol b=x,

Figura 2.2: Particdo do intervalo [0, b] em n subintervalos.

y = f(x)

Figura 2.3: Ilustragdo da area sob a curva y = f(z)
no intervalo [a, b].

a area sob a curva y = f(x) no intervalo [a,b]. Para isso, vamos subdividir esse
intervalo em n subintervalos menores, onde

a=To0< X1 <Tyg<- < Tp_1<x,=>,

conforme mostra a Figura 2.4. A escolha de n subintervalos depende do grau de
precisao desejado.

a=1xy I To T3 Ty Ty ... Tp—1 b=z,
Figura 2.4: Particao do intervalo [a, b].

Em seguida, em cada subintervalo [x;_1, x;], escolhemos um ponto representativo c;.
Pode ser o ponto médio, o extremo direito de cada subintervalo, o extremo esquerdo
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de cada subintervalo ou qualquer outro ponto dentro do subintervalo. Sem perda
de generalidade, vamos escolher ¢; como sendo o extremo direito de cada i—ésimo
subintervalo [x;_1,x1]. A largura do primeiro subintervalo [z, z1] é indicada por Axy,
a largura do segundo subintervalo [x1, 25| é indicada por Az, e a largura do i—ésimo
subintervalo [z;_1,x1] por Ax;. Para nossa construcao vamos considerar que todos
esses subintervalos tem mesma largura, ou seja, que dividimos o intervalo [a, b] em n
subintervalos de mesma largura Az. Assim, temos que
b—a

Ax = )
n

Para nossa construcao, vamos escolher como pontos amostrais ¢; como sendo os
extremos direitos de cada subintervalos. Assim, ¢; = z; e

1 =a+ Ax
To =21+ Az =a+ 2Ax

r;i = a-+1Ax

Com isso, vamos considerar os n retangulos cuja base é Az e altura é f(x;). Assim,
denotando A,, como sendo a drea do i-ésimo retangulo R; , temos que A; = f(x;)Ax.
A Figura 2.5 ilustra essa situacao.

o
y=f(z)
A | Ay | Az | Ay | A5 A,
a=2Ty X1 T2 T3 T4 Ty ... Tp—1 b=z,

Figura 2.5: Aproximacao por retangulos da area sob a curva y = f(x)
no intervalo [a, b].

Portanto, podemos aproximar a area requerida, como soma das areas desses n
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retangulos, ou seja:

= f(x1)Ax + f(xo)Ax + f(x3)Ax + -+ + f(x,)Ax (2.2)

Essa soma, é chamada de, Soma de Riemann, em homenagem ao matematico Bernard
Riemann.

Frequentemente usamos a notacao de somatoria para expressar uma soma de muitos
termos de uma forma compacta. Por exemplo,

Z f(zi)Ax = f(x1)Azx + f(z2)Ax + f(x3)Az + - + f(z,)Ax

1=1

Observe que, a medida que aumentamos o valor de n e, consequentemente, o niimero
de retangulos, obtemos uma aproximacao melhor para a area A. Assim, podemos
definir A da seguinte forma.

DEFINICAO 2.6: AREA VIA SOMA DE RIEMANN

A area A da regiao sob o grafico de uma funcao continua f no intervalo [a, b] é
dada pelo limite.

—AEEOZM

A definicao 2.6 da soma de Riemann é independente dos pontos amostrais esco-
lhidos. Se utilizarmos os extremos direitos de cada subintervalo como os pontos
representativos c¢;, a soma

Z f(e)Ax

é chamada soma superior. Por outro lado, se escolhermos os extremos esquerdos de
cada subintervalo como os pontos representativos c¢;, a soma

Z f(ci)Az

é chamada soma inferior.
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2.4.1 A integral definida

Na secao anterior, exploramos o uso da soma de Riemann para calcular a area abaixo
do gréfico de uma fungao continua e ndo-negativa em um intervalo [a, b]. Agora, avan-
caremos para o conceito de integral definida, o qual esta intrinsecamente relacionado
ao problema da area. Mais precisamente, a integral definida nos proporciona uma
forma precisa de calcular a area sob o grafico de uma funcao continua e nao-negativa.
Esse poderoso conceito nos permite generalizar o calculo de areas para uma variedade
de funcoes e é fundamental para a andlise matematica, encontrando aplicacoes em
diversos campos da ciéncia e da engenharia. Nesta secao, exploraremos a definicao e
as propriedades da integral definida, aprofundando nosso entendimento sobre a area
sob uma curva e suas importantes aplicagoes praticas.

DEFINICAO 2.7: INTEGRAL DEFINIDA

Seja f uma funcao continua definida em a < x < b, dividimos o intervalo [a, b
em n subintervalos de comprimentos iguais a

b—a
Axr = :
n
Sejam
a =Ty, T1,To,...,T, =Db

as extremidades desses subintervalos, escolnemos os pontos amostrais ¢, ca,
, Cy, nesses subintervalos, de modo que ¢; esteja no i-ésimo intervalo [z;_1,71].
Entao a Integral definida de f de a até b é

f(z)dx = lim Zf c)A

Desde que esse limite exista. Caso exista, dizemos que f é integravel em [a, b].
Figura 2.6: Termos da integral definida.

Cabe salientar que nem todas fungoes definidas no intervalo [a, b] é integravel. O
Teorema 2.8, que é demonstrado em cursos avancados, mostra que toda funcao
continua em |[a, b] é integravel. Mais que isso, que se uma funcao tem um nimero
finito de descontinuidades ela é integravel.
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TEOREMA 2.8: INTEGRABILIDADE DE FUNGOES CONTINUAS

Se f é uma funcdo continua em [a,b], ou se f tem um numero finito de
descontinuidades tipo salto, entao a integral

/abf(x)dx

existe e f é integravel em |[a, b].

Além disso, se f é integravel, o limite da Definicao 2.7 independe da escolha dos
pontos amostrais ¢;, para simplificar o calculo da integral, vamos tomar como pontos
amostrais as extremidades direitas de cada subintervalo. Com isso, ¢; = x; € a
definicao de integral pode ser reescrita conforme o Teorema 2.9.

TEOREMA 2.9: INTEGRAL DEFINIDA

Se f for integravel em [a, b], entdo

N—r00 4

b n
/ f(z)dx = lim Zf(ml)Aa:

e r; = a—+1Ax

2.4.2 Interpretacao Geométrica da integral definida

Considere f uma fungao nao negativa no intervalo [a, b] conforme a Figura 2.7.

Figura 2.7: Grafico de uma fungao nao-negativa em [a, b].
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Entao a integral

/abf(:z:)dx

significa a area sob a curva y = f(x) no intervalo [a, b], conforme indica a Figura 2.8a.
Se f(z) é uma funcdo que muda de sinal no intervalo [a, b], entao

/abf(x)dx

pode ser interpretada como a diferenca de areas conforme ilustra a Figura 2.8b.

/bf(a:)da:—A+A_

(a) Quado f é nao-negativa em |a, b]. (b) Quando f que muda de sinal em [a, b].

Figura 2.8: Interpretagao da integral definida para f(x) em [a, b].

TEOREMA 2.10: PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA

3 /abf(a:)dx _ —/baf(x)dx
[ rayiz -

3, / cdr = ¢(b— a), ¢ é uma constante.

a

2

o @+ o= [ s@s [
5. /abcf( )dx—c/ F(z)dz, ¢ 6 uma constante.
6./[( ]dx—/f dx—/()d
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7 / ' ) = / " flo)dz + / o)

b
8. Se f(x) >0, a <z <b, entao / f(x)dx > 0.

b b
9. Se f(x) > g(x), a < x < b, entdo / f(x)dx > / g(x)dx

10. Sem < f(zr) < M, para a < x < b entao

b
m(b— a) §/ f(x)dx < M(b—a)

EXEMPLO 2.4.1: Calcule a integral da fun¢ao de Heaviside no intervalo [—1, 2].

Primeiro precisamos relembrar a defini¢ao da funcao de Heaviside (1.6)

H(x):{o z <0

1 —xz>0

Notamos que essa funcao é definida por partes, assim precisamos usar a proprie-
dade 7 do Teorema 2.10 para dividir a integral em duas partes

2 0 2
/ H(:I:)da::/ Od:L‘+/ ldz.
—1 = 0

Agora precisamos calcular separadamente as areas entre cada funcao e o eixo-x.

Na primeira integral a funcao é sempre zero e portanto a area também sera zero

0
/ Oder =0.
-1

Na segunda integral a funcao é constante igual a 1, portanto a area entre o
grafico e o eixo sera a area do retangulo de altura 1 e base igual a o comprimento
do intervalo de integracao

2 2
/ 1d:L‘:/ dx
0 0

= base x altura
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—(2-0)x1=2

Concluimos que

2
/ H(z)dxr =0+2=2.
=1

Isso nos da um exemplo de uma funcao nao-continua em um intervalo fechado,

que ¢ integravel. Esse fato acontece porque H(z) possui um nimero finito de

descontinuidades em [—1, 2], conforme j& sabiamos pelo Teorema 2.9.

Exercicios Secao 2.4

1) a) Usando soma de Riemann com pontos
amostrais sendo as extremidades direitas de cada
subintervalo e n = 8, encontre uma aproximacao

4
para a integral / x? — 3xdx .
0

b) Faga uma figura com os retangulos para
ilustrar a aproximacao da parte (a).

c¢) Calculando limite da soma de Riemann e

4
usando o Teorema 2.9 calcule / 2% — 3xdx .
0

4

d) Interprete a integral 2® — 3rdz calculada

0
em (c) como uma diferenca de dreas.

n

2) [resp| Interprete o limite lim Z COS(Qx J
n—00 =1 €;

intervalo [7/2, 27].
b3 3

3

b
3) Mostre que / zdx =

4) [resp] Nos exercicios a seguir, esboce o grafico
dos integrandos e calcule a integral interpretando
em termos de areas.

4
a) / g—l—?)dx

5
c) / V25 — 22dx
= -5

2
b) |z|dx

-1

’1
d) /—x—2dx
.3

5) [resp|] Sejam f e g fungdes integraveis e que
2
i / f(@)dz = —4
1
5
ii) / f(x)dx =6
1
5

) /1 ) =8

Use as propriedades de integral definida para
determinar

a) / f(2)da 3 [ f@e

b) / g(z)da o)
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2.5  Teorema Fundamental do Calculo

Nessa secao veremos um resultado importante e que facilita o calculo das integrais
definidas: O Teorema Fundamental do Calculo. Esse Teorema seréd dividido as duas
partes e estabelece uma conexao entre dois topicos importantes do calculo: integracao
e derivacao.

Antes de falarmos desse importante Teorema precisamos de um resultado auxiliar
chamado: Teorema do valor médio para integrais.

No inicio do capitulo anterior, definimos como encontrar a area sob uma curva
y = f(x) continua e nao-negativa no intervalo [a, b], conforme mostra a Figura 2.9.

A:/abf(x)dx

Figura 2.9: Area sob uma curva.

A pergunta que surge agora é: Serd que existe ¢ € [a, b], de modo que a drea sob a
curva y = f(z) seja igual area do retangulo de altura f(c) e base b — a? O Teorema
do Valor médio para integrais responde esse questionamento.

TEOREMA 2.11: TEOREMA DO VALOR MEDIO PARA INTEGRAIS

Seja f uma funcao continua no intervalo [a, b], entdo existe ¢ € (a,b) tal que

ﬂmwmsz@w

ou equivalentemente,

1O = 5= | f@ys

O valor f(c) é chamado Valor médio de f no intervalo [a,b] e denotamos
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POI finédio-

Geometricamente, o Teorema 2.11 afirma que existe um ¢ € (a, b) tal que

/ab f(z)dx

(a area sob o grafico de f) é igual a f(c)(b— a) (a area do retangulo de base [a,b] e
altura f(c)), como ilustra a Figura 2.10.

f(c) //
fw)

Figura 2.10: Teorema valor médio — média.

Demonstracao

Para iniciarmos a demonstracao, devemos lembrar que como f é continua em
[a, b], entdao f assume um valor minimo f(u) e um valor méximo f(v) com
u,v € [a,b] (Teorema de Weierstrass 1.7). Assim,

flu) < fz) < f(v)

Como ja vimos que a integral preserva desigualdade, temos que

/a ' Flu)de < / ' fla)de < / ' F(v)da

Portanto,

b
fu)(b—a) < / f@)dz < f(v)(b— a)

Dividindo essa ultima desigualdade por b — a, chegamos que

1

f) < 5= [ fade < 1
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Como f é continua em [a, b], pelo Teorema do Valor Intermediério 1.6, f deve
assumir todos os valores entre o minimo, f(u), e o maximo, f(v), de f. Portanto,
deve assumir o valor

b
bia/ f(z)dx

para algum valor ¢ € (a,b). Em outras palavras, existe ¢ € (a,b) tal que

b
1O == [ flayts.

Observe que a continuidade de f em [a, b] foi uma hipdtese crucial na demonstragao
do Teorema 2.11. Sem essa hipdtese, é possivel que uma funcao descontinua nao
assuma seu valor médio.

TEOREMA 2.12: TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO — PARTE 1

Se f for continua em [a, b], entdo a funcao F' definida por

Flz) = /xf(t)dt, a<z<b

é continua em [a, b] e derivdavel em (a,b) e F'(x) = f(x) note que em outras
palavras temos que

= ([ 1) = 10

EXEMPLO 2.5.1: Calcule a derivada da fungao g(x) = / V14 t3dt
0

Sendo f(t) = /1 + t? continua em todo o conjunto dos nimeros reais, pela
parte 1 do Teorema Fundamental do Célculo

g(x) =V1+a?

4

EXEMPLO 2.5.2: Calcule a derivada da fungao h(z) = / sec(t)dt
1
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Nesse item devemos ter cuidado ao aplicarmos o Teorema Fundamental do
Calculo uma vez que h(x) = p(q(z)), onde

Portanto, para encontrar

d
%(h(w))

temos que usar a regra da cadeia. Ora, o Teorema Fundamental do Calculo
Parte 1 nos diz que

T 00e) = 7 [ seclt)dt = see)

além disso,

d

&4y _y.3
da:(x) 4x

Assim, pela regra da cadeia

4

d X
L = 473 i
i ), sec(t)dt = 4a” sec (%)

14+2x

EXEMPLO 2.5.3: Calcule a derivada da fungao p(z) = / tsen(t)dt
1-2z

Inicialmente, vamos usar as propriedades de integral para manipular a integral.
Pela propriedade 7. de integral definida, podemos escrever

1422 0 1+2z
/ tsen(t)dt = / tsen(t)dt = / tsen(t)dt
1-22 1-22 0
Pela propriedade 1. de Integral definida
1+2z 1-22 1+2z
/ tsen(t)dt = — / tsen(t)dt + / tsen(t)dt
1-2z 0 0

Usando a parte 1 do Teorema Fundamental do Calculo e a Regra da cadeia,
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d 142z
pl(x)= %/1 tsen(t)dt

—2z

d 1-2x 142z
== <—/ tsen(t)dt —|—/ tsen(t)dt)
dx 0 0

= 2z sen(z) + 2z sen(x)

= 4w sen(x).

tg(x)
EXEMPLO 2.5.4: Determine f’ (%) ,onde f(z) =" e h(x) :/ e'dt
1

Note que f é uma funcao composta, para derivar usamos a regra da cadeia.
Assim,

f!(z) = "R (z)

Para encontrar h'(x) usamos o Teorema Fundamental do Célculo parte 1,
combinado com a regra da cadeia. Portanto,

W(z) = e®® sec?(x)

f'(x) = "W (z) = "@et8®) sec?()

portanto

2
(T = e se (T) = ge! 2 o
/ <4> RN NRRSEERY Y ARRNAR NP
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TEOREMA 2.13: O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO — PARTE 2

Se f for continua em [a, b] entao

/ f(z)dz = F(b) — F(a)

onde F' é qualquer primitiva de f, isto é F' = f

Demonstracao

Seja,

G(z) = /: f(z)dz.

Pela parte 1 do Teorema Fundamental do Calculo, g é uma primitiva de f. Se
F' for qualquer outra primitiva de f, entao sabemos que F' e GG se diferem por

uma constante, ou seja:
F(z)=G(x)+ K

Assim,

O Teorema 2.13 nos diz que para calcular a integral definida

/a A

precisamos fazer duas coisas:

1. Determinar uma primitiva F' qualquer para f.

2. Calcular o nimero F(b) — F(a).
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Além disso, vale ressaltar que enquanto a integral indefinida

/f(:z:)da:

é uma fungao (ou uma familia de fungoes), a integral definida
b
/ f(x)dx
¢ um nuamero.

Agora temos uma ferramenta importante para calcular integrais definidas. Vamos
aos exemplos.

3
ExEMpPLO 2.5.5: Calcule / e’dzx
1

Inicialmente, note que f(x) = e* é continua no intervalo [1,3]. Além disso, a
primitiva mais geral para f é G(x) = e + C, como no Teorema Fundamental
do célculo precisamos de qualquer primitiva, entao pegamos a primitiva mais
simples F'(z) = e*. Logo, usando o Teorema Fundamental do Célculo 2 temos

3
/ e’dr = e
1

EXEMPLO 2.5.6: Calcule

3
263—61263—6.

1

% da
3 X

Note que f(z) = /= é continua no intervalo [3,6]. Além disso, a primitiva mais
geral para f é G(x) = In|z| + C, como no Teorema Fundamental do célculo

precisamos de qualquer primitiva, entao pegamos a primitiva mais simples
F(x) = In|z|. Logo, usando o Teorema Fundamental do Célculo 2 temos

6
d
/ EamannN
3 X

1
. ) 3

EXEMPLO 2.5.7: Calcule / 202° — €% 4+ 325 — cosz +
0 1 + .Q:'Q

3 6

— In(6) — In(3) = In <§) — In(2).

1

— 3dzx
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Note que

-3

3
f(x):20:c5—e‘”+3x6—cos:c+1 5

+x

é continua no intervalo [0, 1], uma vez que é soma de fungdes continuas.

Para calcularmos a integral definida pedida, iniciaremos primeiro calculando a
integral indefinida, usando a linearidade da integral.

5 — 3dx

F(x) :/20x5—6x+3x6—cosx+ =
G5

/20x — e +32% — cosx +

—20/ r’dx — /mdx—|—3/ 6alar:—/cos( )dx
/ dx—3/d:z:
L=

9 6 7
= % — ¥ + 37 —sen(z) + 3arctg(z) — 3z + C

Para encontrarmos a integral definida, usamos o Teorema Fundamental do
Calculo parte 2 temos que

1
I:/ 20z° — ® + 32° — cosz + — 3dx
5 1+ 2?2
202 347 i
— * —ex—ki—sen(x)—l—?)arctg(a:)—3.76
6 7 0
20 3
— (g —e+ - a sen(1) + 3arctg(l) — 3)
— (0 — €+ 0 — sen(0) + 3arctg(0) — 0)
1
:<§O—€—|—§—Sel’l(1)+%ﬂ—3> (—1)
10 3 3
:E—G—F?—Seﬂ(l)—f-zﬂ-—g—f-l
148 — 84e — 84 sen(1) + 637
T 84
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EXEMPLO 2.5.8: Encontre a drea sob a parabola y = 22 de 0 até 1.

A figura a seguir mostra o grafico da funcdo y = x2.

AREA

Note que y = z* é uma fungao positiva no intervalo [0, 1] entao

0 3
A:/xde::E—
1 3

onde, para calcularmos a integral definida usamos o Teorema Fundamental do

1

o 3 3

Calculo parte 2.

EXEMPLO 2.5.9: Encontre a area sob a curva y = cos(x) de 0 até b, onde
0<b< 7/

Note que a fungao y = cos(z) é positiva e continua no intervalo [0, b], uma vez
que b € [0,7/2], conforme a figura .

AREA

0ol

Portanto, usando o Teorema Fundamental do Calculo parte 2

b b
A= /0 cos(x)dx = sen(x) 0 = sen(b) — sen(0) = sen(b).

|l
A
>
v



Integracao

EXEMPLO 2.5.10: O que estéd errado no seguinte calculo

/lpdl'_

Para comecarmos podemos observar, pela propriedade 8 de integrais, que esse

i 1 4
-l 3 3

resultado esta errado, uma vez que

no intervalo [—1, 3] terfamos que ter que

-1

Portanto, devemos estar atentos as hipéteses quando quisermos usar o Teorema
fundamental do calculo. Note que

nao é continua no intervalo [—1, 3], uma vez que existe uma descontinuidade
em z = 0 (f nao estd definida em z = 0). Nesse caso, ndo podemos usar
cegamente o Teorema Fundamental do Calculo. Veremos como resolver esse
tipo de problema quando estudarmos [ntegrais improprias.

EXEMPLO 2.5.11: Seja f(x) = 2% + 2

a) Encontre o valor médio (média) de f(x) no intervalo [—1, 3].

b) Encontre o(s) valor(es) de ¢ que satisfaz(em) o Teorema do Valor médio
para integrais.

a) Observando que f(z) é continua [—1, 3], uma vez que é um polindémio.
Entao o valor médio de f no intervalo [—1,3] é

1 3
Fmedio = — /_1 f(z)dx

1 AN
:—3_(_1> /_1(x + 2)dz

1l
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Usamos agora o Teorema Fundamental do Calculo
3
[x_ = 2:1:]
3 =
27 1 /-1
—4+6]—=-|——2
(5+0)-1(5

b) O(s) valor(es) de ¢ que atende(m) o Teorema do valor médio para integrais
2.11 satisfaz(em)

3

=~ =

f médio —

] =

| &

13

f(C) = fmédio = 3

Uma vez que f(c) = ¢? + 2, temos

13
2
=
¢+ 3
13 7
2
:——2:—
Cri 1 3
7
c==+4/=
3

Assim existem dois valores para ¢

s i\/g ~ +1,5275

no intervalo [—1,3], que satisfazem o Teorema do Valor Médio para
integrais.

Podemos justapor as duas partes do Teorema Fundamental do calculo.

TEOREMA 2.14: TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Se f for continua em [a, b] valem as afirmagoes:

I.Sea<x<b

F@) = [ fod = F@)- i)
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2. Se F for qualquer primitiva de f, isto é F' = f, entao

/ f(z)dz = F(b) — F(a)

Exercicios Secao 2.5

1) [resp] Use a parte 1 do Teorema Fundamental
do Calculo para calcular a derivada das seguintes

funcoes.

en(z)
1 2B
f hx:/ du
) hiz) 1-3p 1+ u?
3zu2_1
h(x) = d
) ho) = [

cos(z)
j) plz) = / In(1+ 2v)dv
sen(z)

2) [resp| Seja f(x) = /Ox(l — *)el dt

a) Encontre e classifique os pontos criticos de f.

b) Analise o crescimento e o decrescimento de f.

3) [resp| Em qual intervalo a curva

T t2
Yy = / ————dt é concava para baixo?

o BP+t+2

1o<p] alcule f’( ) se f(z)

2

sen(t)
5) [resp] Se f(x) :/ V1+4t2dt e
0
y

g(y) = A f(z)dz , encontre ¢" (v/s) .

6) [resp] Calcule a integral definida

4
a) / 5—2t+3t*dt
1

9

= e9(®) o
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cos(z)

) [ Hoxts se fo) = {Se“(”

) /lewm V7)da

"3 sen sen
y [0,

g
—dt
q>/0 1
4
Yy—y
r) / \/—2 dy
1 Y
2
s) /\2x—1|dm
0
21

4
t A |
)

7) Determine o que estd errado em cada na
equacao.

1 31
—3
—Adr = rol 2
a) /_21‘ T = g
b) / sec?(z)dr = tg(z)| =0
0 0

2.6 Integrais Improéprias

46

8) Calcule as integrais a seguir, interpretando-a
em termos das areas, faca um esboco da regiao.

2
a) / 1 —xdx
-1

0
b) / 1+ V9 —a22de
3

9) [resp| Nos exercicios a seguir, encontre:
i) O valor médio de f no intervalo dado.
ii) O valor de ¢ tal que figgio = f(C).

iii) Esboce o grifico de f e um retangulo cuja
area é a mesma que a area sob o grafico de f
nesse intervalo.

a) f(z)= (v —3)% [2,5]
b) f(z) =z, [0,4]
c) f(z)=-32"-1, [0, 1]
d) f(z)=lz] -1, [—1,1]

10) [resp| Use a propriedade 10 de integrais para
estimar o valor da integral.

2
a) / xe “dx
0

b) lﬂ/g tg(x)dx

4

As integrais definidas sao calculadas em um intervalo finito e a funcao f nao deve

ter nenhuma descontinuidade infinita. Porém, mesmo se o intervalo for infinito ou f

possuir uma descontinuidade infinita, em alguns casos, é possivel calcular a area sob

o grafico usando a integral imprépria.
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2.6.1 Integrais improprias — Intervalo de integracao ilimitado

DEFINICAO 2.15: INTEGRAL IMPROPRIA DO TIPO I

Seja f funcao continua em intervalo ilimitado, do tipo [a,0), (—o0,b] ou
(—00,00). A integral definida de f em cada um desses intervalos é dita imprépria
e é dada respectivamente por

/aoo f(@) dz = lim /atf(x) da

t—00

/_iof(:r:) dxr = lim /tbf(x) dx

t——o00

0 c t

/ f(x)dr = lim / f(z)dx + lim [ f(z)dr, paraalgum c € R.
o0 t——00 ¢ t—00 c

Dizemos que a integral imprépria converge se o(s) limite(s) existe(m); caso

contrario, diverge.

Se / f(z)dz converge, entdao lim f(z) =0.

T—00

i}
EXEMPLO 2.6.1: Determine se a integral / —dx é convergente ou divergente.
1 X

De acordo com a definicao de integrais impréprias do tipo I, temos
il "1
/ —dr = lim —dx
t

= lim In|z|
t—00

1

= lim (In(¢) — In(1))

t—00

— tlggo In(t) = oo.

o
Portanto, a integral improépria / —dx é divergente.
1 x
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0
EXEMPLO 2.6.2: Determine se a integral / 2%dx é convergente ou divergente.

—0

Pela definicao de integral improépria

0 0
/ 2%dr = lim 2 dx
- t——00 ¢

0

li 2

= 11m

t——00 ln(2)
1

= 1
#5200 In(2)

1
In(2)

0

Logo a integral impropria / 2%dx é convergente e vale
—00

In(2)

e |

EXEMPLO 2.6.3: Determine se a integral / dx é convergente ou

—00

+ 22

divergente.

Mais uma vez iremos usar a definicao de integral imprépria do tipo I. Nessa
definicao é conveniente escolher a = 0, assim

ool | 1 o1 ool | 1
dr = d d
/_Ool%—xzle /_ool—l—a:2 SE+/0 1+

E necessario calcular as integrais do lado direito separadamente

1 ) toda
dx = lim

0o 1+ a2 t—oo fy 1+ 22

t

= lim arctg(z)
t—00

0

= lim (arctg(t) — arctg(0))
t—00

= tlgglo arctg(t)

m

5"
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/0 1— 0 dx
dx—hm

oo 1+ 22 t—oo [, 14 22

0

= lim arctg(x)

t—o00

= lim (arctg(0) — arctg(t))

t——00

T
= lim 0 — (-7)
T

5"

Como ambas as integrais sao convergentes, a integral dada ¢ convergente

/OO 1 J 7r+7r
== |[— - (=TT
I T e R

Como T2 > (0, a integral impropria pode ser interpretada como a area da regiao
x

infinita sob a curva y =

T 22 e acima do eixo z, conforme mostra a Figura 2.11.
x

Figura 2.11: Integral Improépria.

A préoxima definicao é outro tipo de integral impropria, que envolve descontinuidade.

2.6.2 Integrais improprias — Descontinuidade em um extremo

DEFINICAO 2.16: INTEGRAL IMPROPRIA — TIPO 2

1. Se f é continua em [a,b) e descontinua em b, temos que

/abf(x)dﬂfztlggl/ i

Se esse limite existir (como nimero finito).
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2. Se f é continua em (a, b] e descontinua em a, temos que

[ rwae=tim [ rya

Se esse limite existir (como nimero finito).

Nesse caso, dizemos que a integral impropria

a
se o limite correspondente existir e divergente caso contrario.

(@)
=N
-

f(x)dzx é convergente

3. Se f é uma fungdo definida em [a,b], continua exceto em um ponto

c € [a,b] e ¢ é uma descontinuidade de f, entdo definimos

/f m_/f M+/f

c b
caso / f(x)dx e / f(x)dx forem convergentes.

Antes de fazermos os exemplos, vamos fazer algumas observagoes, que nos auxiliarao

nos exemplos que seguem:

1. Seja F' a primitiva mais geral de f, ou seja,

/f(x)da: = F(z) + ¢,

entao, se k e b sao constantes, vale que

/f(k::/;)dx = F(]l;:x) + C.

F(kx +b)

C.
2 +

2. Além disso, /f(kx + b)dx =

Para ficar mais claro, observe os exemplos a seguir:

sen(5Hz)

3. /cos(5a:)d:c =— +C.

6833
4. [ =—+C.
/e 3 +

1
5. / 3dlen|x+3|+C’.

T+
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Essas observacgoes podem ser demonstradas usando substituicao simples, técnica de
integracao que veremos posteriormente.

dx .

>l
EXEMPLO 2.6.4: Encontre, caso exista /

2 \/17—2

Note que, a integral

5
1
/ dx
2 T — 2

é improépria tipo-2, pois

1
r—2

flz) = dx

tem uma assintota vertical em x = 2. Como essa descontinuidade ocorre no
extremo esquerdo do intervalo [2, 5], usaremos a parte 2 da Definigao 2.16. Desse
modo

5
1
dr = lim
I Vi T i mf
2 Jim [2\/96 — }

t—2+
= lim 2(V3 — vt - 2)
t—2t

o3

Portanto, a integral improépria é convergente. Uma vez que o integrando é uma
funcao positiva, podemos interpretar o valor da integral como a area da regiao

1
\/3:—2’

abaixo da curva f(z) = no intervalo (2, 5].

Sabendo que / —dr = / 7 2dy = 2/ + k, pela observacao feita anterior-

dr =2vVx —2+ k.

mente, usamos que

1
VT — 2
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0

EXEMPLO 2.6.5: Determine se a integral / Thdx ¢ convergente ou diver-
1 X"

gente.

Mais uma vez devemos nos atentar que a integral em questao ¢ impropria tipo
2, uma vez que o integrando possui uma descontinuidade em x = 0. Uma
vez que essa descontinuidade acontece no extremo direito do intervalo [—1, 0],
precisamos usar a parte 1 da Definicao 2.16. Assim,

0 t
1 1
/ —-dr = lim —-dx
_ath t—0- J_4 2P
t
=% Jim 32
t—0~

-1
— lim 3 [¢/ = (—1)*]
A D

=13

Portanto, a integral improépria converge.

dx , se possivel.
:I; J———

3
EXEMPLO 2.6.6: Calcule/
0

Primeiramente, é importante observar que a integral em questao ¢ improépria-
tipo 2, uma vez que !/z —1 possui uma descontinuidade em x = 1. Como essa
descontinuidade ocorre dentro do intervalo [0, 3], devemos utilizar a parte 3 da
Definicao 2.16 com ¢ = 1.

3 1 3
1 1 1
/ d:r::/ dm+/ dx
O:L‘—l Ox—l 11'—1

onde
1 t
1 1
/ dr = lim dx
g v —1 t=1- Jo = —1
t
2 lim In|z — 1|
t—1- b
=l In|t — 1| — In|—1
Jim (Inft — 1| = In|—1])
= lim In(1 —¢) = —o0
t—1-
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pois 1 —t — 0%, quando ¢ — 1~. Portanto, como

1
1
/ dx
0 ZU—]_

é divergente, entao

3
1
/ dx
0 ZU—]_

é divergente e nao precisamos calcular
|
dx .
1 L — 1

Note que se nao tivéssemos atentados que na funcao do exemplo 2.6.2, poderiamos

ter feito erroneamente o seguinte calculo

3

3
1
/ de=In|t —1|| =In2—-Inl=1In2
O:L“—l 0

no entanto, esse procedimento esté incorreto, uma vez que a integral impropria deve
ser calculada em termos de limite. Isso nos leva a uma importante licao: a partir de
agora, sempre que for solicitado calcular

/ab f(x)dx

é fundamental decidir se a integral é ordinaria ou imprépria.

Exercicios Secao 2.6

3
1) [resp| Determine se cada integral é d) / 1 dr
convergente ou divergente. Calcule aquelas que V3—=x
sao convergentes.

a) /100(;@; 2 /2954

ZL‘—Q)% 1

b) /°° Py f) /oo 7"
/—d;z:

2) Esse exercicio tem como objetivo mostrar
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que nao podemos definir

|ty

Para isso:

r = lim
t—o0

o

a) Mostre que / xdx é divergente.

—00

b) Mostre que lim z =0
t—o0

o0
1
3) Para que valores de p a integral / —pdm
1T

converge?
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3.1 Introducao . . . . . . . . . . e 55
3.2 Area Bntre CUIVAS . . . o o o oo 95
3.3 Volume pelo método das se¢oes transversais . . . . . . . . . .. .. ... .. 63
3.4 Volume pelo método das cascas cilindricas . . . . . . ... ... ... .... 71

3.1 Introducao

Apresentaremos neste capitulo técnicas para calcular areas e volumes usando a
integracao. Na Secao Area Entre Curvas mostramos como calcular a drea entre duas
curvas definidas por gréaficos de funcoes. Nas Secoes Volume pelo método das secoes
transversais e Volume pelo método das cascas cilindricas mostramos como calcular
volumes criando fatias de duas formas distintas.

3.2  Area Entre Curvas

Ao definirmos integral definida, definimos também o que seria a drea sob uma curva
para uma funcao nao negativa. Aqui, usaremos integrais para encontrar areas de
regioes entre graficos de duas funcoes.

Considere que queremos calcular a drea da regiao S entre duas curvas y = f(z) e
y = g(x) e as retas verticais r = a e x = b.
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N

Figura 3.1: Gréfico da regiao.

Vamos dividir a regiao S em n faixas de mesma largura e entao aproximamos a
k-ésima faixa por um retangulo com base Az e altura f(cx) — g(cx), conforme mostra
a Figura 3.2.

Ay

X

L
a=x Tk-1 k| Tk

Ai = (f(er) — g(cr)) - Az

Figura 3.2: Gréfico da regiao.

Podemos aproximar a area da regiao .S como soma da area desses n retangulos

n

S I () - gle))Aa

k=1
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Essa aproximacao fica cada vez melhor quando n — oo e assim, definimos a area da
regiao S como sendo

A=lim Y [f(cr) — gler)]Aw

Reconhecemos o limite acima como a integral definida de f — ¢g. Assim, podemos
apresentara definicao a seguir.

DEFINICAO 3.1: AREA ENTRE CURVAS

A drea A da regiao limitada pelas curvas y = f(x) e y = g(z) e pelas retas
r=a,r=>b,onde f e g sao continuas e f(x) > g(x) para todo = € [a,b], é

b
A= [ 1) - g(a)da

EXEMPLO 3.2.1: Encontre a area da regiao limitada abaixo por f(z) = x e
acima por g(x) = e* 4+ 1 e limitada nos lados pelas retas z =0 e z = 1.

O esboco da regiao pedida pode ser visto na Figura 3.3. A area pedida pode
ser calculada através da integral definida:

1 22
/ e +1—xdr = (ew+aj——>
0 2/ |
1 0
- ==} ={elH0==
(e+ 2) (6 +0 2)

1
=le—.

2

1

Onde a primeira igualdade é decorrente do Teorema Fundamental do Célculo,
parte 2.

EXEMPLO 3.2.2: Calcule a area da regidao delimitada pelas curvas y = 22 e

y = 2.

Observe que a curva y = 2 é uma pardbola e a curva y = 2z é uma reta que
passa pela origem. O esboco da regiao pedida pode ser visto na Figura e note
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g(x)=€e"+1

Figura 3.3: Esboco da regiao delimitada pelas curvas y = e* + 1,
y=z,xr=0ex=1.

que a curva que estd “por cima” é y = 2x e a curva que esta “por baixo” é y = 22,

Precisamos encontrar os pontos de interseccao dessas curvas e para isso, preci-
samos encontrar as solucoes da equagao:

2> =2

Cujas solugoes sao x =0 e x = 2.

Assim, a area pedida pode ser calculada resolvendo a integral

2 23 2
/Zx—xdeTF:CZ (x2——>
0 3/ 1o
8 0
Lifg e gl 2
(4-3)-(0-3)
4

3
EXEMPLO 3.2.3: calcular a 4rea da regiao delimitada pelas curvas y = —a? +
3z +2ey=a’+6x.
Vocé deve lembrar que a curva iy = —2?+3x+2 é uma pardbola com concavidade
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2

Figura 3.4: Esboco da area entre as curvas y = z° e y = 2x.

voltada para baixo, com vértice (3/2,17/1), zeros

_3+/17 317

i 9 € i 9

e intercepta o eixo y no ponto (0,2). J4 a curva y = x> + 62 é uma parabola
com concavidade voltada para cima, com vértice (=3, —9), zerosx =0 e x = —6
e intercepta o eixo y no ponto (0, 0).

Para encontrar os pontos de interseccao, igualamos as duas funcoes
2 2
—x“+3x+2=2zx"+ 6.

Resolvendo a equagdo, encontramos x = —2 e z = 1/2. O esbogo da regiao pode
ser visto na Figura 3.5.

Agora, podemos calcular a area, através da integral

1/2

A:/ (=2® + 32 +2) — (2 + 62) dz

i9
1/2

:/ —22% — 3x + 2dx

2 , .
= (gx?’ — 42 + 3)

125
24

-2
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y=2%+3z 2 y=—a’+3x+2
Figura 3.5: Esbogo da regido entre as curvas y = —2° + 3z + 2 e
y = x* 4 6.

EXEMPLO 3.2.4: Calcule a area da regiao delimitada pelas curvas f(x) = sen(x)
e g(x) = cos(x), no intervalo [0, 7/2].

Inicialmente, observamos que os pontos de intersegao ocorrem quando sen(x) =
cos(z) e 0 < x <7/, ou seja, quando x = 7/1. Ao esbocarmos o grafico da regiao
pedida, conforme a Figura 3.6, podemos notar que cos(xz) > sen(x) quando
0 <z < 7/1, porém sen(z) > cos(x) quando 7/4+ < x < 7/2. Portanto, precisamos
dividir a regiao dada em duas partes, com areas A; e As. Dessa forma, a area
A da regiao pedida é a soma dessas duas areas, ou seja

A=A+ A
/s /o
= /0 cos(x) — sen(z) dxr + /w sen(z) — cos(x) dx
/s /o
g (sen(z) + cos(z)) 0 + (= cos(z) — sen(z)) C
= <§+§01) + (01+§+§>

= 2v2 -2

Observe que, neste exercicio especifico, poderiamos ter aproveitado a simetria da
regido em relagdo a reta x = 7/4, 0 que nos permitiria economizar esforgo ao calcular

a area, uma vez que

77/4
A=24A = 2/ cos(z) — sen(x) dx.
0
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y = cos() y = sin(x)

4l ; A,

ol

Figura 3.6: Regiao delimitada pelas curvas y = sen(x) e y = cos(z),
no intervalo 0 < x < 7/,

EXEMPLO 3.2.5: Calcule a area da regiao expressa na figura, que é uma das
regioes delimitada simultaneamente pelas tres curvas

f(z) =2x -1, g(a:):—§+4 e h(x)

> (z —2).

Observe que as curvas f(z) e g(z) sdo retas e
h(z)=(z—2)2=2°—4z+4

é uma parabola, com concavidade para cima, cujo vértice é o ponto (2,0) e
possui um unico zero, x = 2.

O esboco da regiao pedida é mostrado na figura a seguir.

g(x)

Ay

Note que precisamos dividir a regiao que queremos encontrar a area em duas
regioes: na primeira regiao, o intervalo de integracao ¢ de 0 até 1 e a reta

= 4 A >
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g(x) = —7/2 + 4 estd “por cima”, enquanto a pardbola h(z) = (x — 2)? estd “por
baixo”; na segunda regido, o intervalo de integragao e a curva g(z) = —¢/2+4
estd “por cima”, enquanto a curva que estd “por baixo” é f(x) =2z — 1.

Portanto, temos

A1:/0 (9(x) — h(z))dz
Ao = [ (gla) = fla)da

Calculando as integrais separadamente

TI7
12
2 xr
A2:/ —§+4—x2—2:13—|—1d:13
1

2
Dx
= - d
/1 2—|—5 T

b :
(-5 )

17 5 8
Portant A didaé A=A1+4,=—+-=-.
ortanto, a area pedida é 1+ Ag Ht173
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EXEMPLO 3.2.6: Encontre a area da regiao limitada pelaretay =x —1e a
pardbola y? = 2z + 6.

Exercicios Secao 3.2

1) [resp|] Nos itens a seguir, esboce a regiao i) y=|z|, y=2>-2

delimitada pelas curvas indicadas e calcule a sua 1 1

area. i) y=—, y=uz, y=4% x>0
77

T 2
a =e", =z"—-1, xz=-1, z=1
)y Y k) y=cos(z), y=sen(2z), =0, z= g
b) y=sen(x), y=m=x, x:g, rT=m !
1) y:\/Ea Y= 3T, r=9
c) y=x2>—2z, y=x+4 2
1 1 2) [resp] Use o Célculo para encontrar a area do
d y==, y=—, =2 triangulo com vértices (0,0), (3,1) e (1,2).
7 x
12 2 3) [resp] Determine a area da regiao limitada
J) asl=gf, s=g I exatamente pelas trés curvas y = 2%, y = 2 — 22
f) de+y* =12, z=y ey=2r+8.
g) y=12—-12% y=2°-6 4) [resp| Encontre os valores de ¢ tais que a area
, da regiao delimitada pelas pardbolas y = 22 — ¢
h) y=2°, y=2 ey =c?— x? seja 8/3.

3.3  Volume pelo método das secoes transversais

Nesta secao, iremos explorar uma aplicacao importante das integrais no calculo de
volumes de solidos especificos. Em particular, abordaremos o calculo de volumes
para cilindros e sélidos de rotacao. Todas as figuras dessa secao foram tiradas do
livro do James Stewart [62].

DEFINICAO 3.2: VOLUME POR SECOES TRANSVERSAIS

Seja S um solido que esta definido para a < x < b. Se a area da seccao
transversal de S no plano P, , passando por x e perpendicular ao eixo z, é A(x),
em que A é uma funcao continua, entao o volume de S é:

n—00 4
=1

n b
V = lim A(z;) Az, :/ A(z)dx

|l
A
>
v



64

Areas e Volumes

Essa defini¢ao é vélida sempre que A(x) for integravel, em particular, quando

for continua.

0

Figura 3.7: Tlustracao do plano P, interceptando um sélido S (Figura
extraida do livro [62]).

Figura 3.8: Ilustragdo do método das secoes transversais (Figura
extraida do livro [62]).

Para o céalculo do volume do sélido, siga os seguintes passos:

1. Faca o esboco do sélido e uma secao transversal tipica.
2. Encontre uma expressao para A(x), a area dessa segao transversal tipica.
3. Determine os limites de integragao.

4. Integre A(z) para determinar o volume.

EXEMPLO 3.3.1: Uma piramide de base quadrada com lado 3 metros, tem 3
metros de altura. A secao transversal da piramide, perpendicular a altura e a x
metros abaixo do vértice, é um quadrado com z metros de lado. Determine o
volume dessa piramide.
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ExEMPLO 3.3.2: Usando integrais, encontre o volume V' de uma esfera de raio

r, mostrando que V = §7T7“3 :

Para ilustrar a situagao, vamos posicionar a esfera de modo que seu centro esteja
na origem, conforme figura a seguir

Fazendo um corte P, perpendicular ao eixo x, temos que o plano P, intercepta
a se¢ao transversal em um circulo é y = v/r? — 22 (pelo Teorema de Pitdgoras).
Assim, a area da secao transversal é

A(z) =my* = (r* — 2?)

Usando a definicao de volume com a = —r e b = r, temos

TFC
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DEFINICAO 3.3: SOLIDO DE REVOLUGCAO

Sélido de revolugao é o sélido obtido pela rotacao (ou revolucao) de uma regiao
plana em torno de um eixo. Nesse caso, a secao transversal sera um disco de
raio R(z), que terd area A(z) = mR(x)? ou um anel circular de raio externo
R(z) e raio interno r(z), cuja drea é m (R(z)* —r(z)?).

EXEMPLO 3.3.3: Encontre o volume do sélido obtido pela rotacao em torno do
eixo x da regido sob a curva f(x) = /x de 0 até 1.

A regiao é apresentada na figura a seguir.

(a) (b)

A secao transversal é um circulo de raio R(z) = y = /7 cuja area é dada por
A(z) =nR(@x)? =7 (\/5)2 = lmxl.

Além disso, o sélido estd entre 0 e 1. Portanto,

1 72
V = / rrde = (—)
0 2

Ao invés de rotacionarmos uma secao plana em torno do eixo x, podemos fazer a

rotacao em torno do eixo y. Assim, teremos como regiao plana uma secao circular
de raio z = R(y), ¢ <y < d e usamos o mesmo método trocando x por y. Ou seja,
nesse caso, o volume do sélido obtido é dado por

V= /CdA(y)dy = /Cd TR (y)*dy
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O exemplo a seguir ilustra essa situacao.

ExXEMPLO 3.3.4: Encontre o volume do sélido obtido pela rotacao da regiao

limitada por y = 23, y = 8, e z = 0 em torno do eixo y.

A figura a seguir ilustra a situacao.

x=0— | |
, | |

Observe que dessa vez, como a regiao ¢ girada em torno do eixo y, faz sentido
fatiar o solido perpendicularmente ao eixo y, obtendo como secao transversal
¢ um circulo de raio x, onde x = {/y. Assim, a drea dessa segao transversal ¢

dada por
2
Aly) = nR(y)* = 7 (Vy)" = my™*
Ademais, uma vez que sélido estd entre y = 0 e y = 8, seu volume é dado por

8 8
V= / myldy "= (gys/g) Sgris — 20T,
0

=TT =
5 5

Em sintese, temos que:
< Se o soélido é obtido pela rotacao em torno do eixo x de uma regiao plana cuja
secdo transversal é um circulo, o raio desse circulo é y = f(z) e o volume é

dado por uma integral na variavel x.
<& Por outro lado, se o sélido ¢ obtido pela rotagao em torno do eixo y de uma
regido plana cuja segao transversal é um circulo, o raio desse circulo é x = f(y)

e o volume é dado por uma integral na variavel y.
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EXEMPLO 3.3.5: A regiao R, limitada pelas curvas delimitada pelas curvas
y =1z ey = 22 é girada em torno do eixo z. Encontre o volume do sélido

resultante.

A primeira observacao importante é que as curvas y = x e y = ' se intersectam
nos pontos (0,0) e (1,1). Esses valores sao obtidos resolvendo a equagio x = z2.

A figura a seguir ilustra a situagao.

£, 1) A
y=x" A ".I L Afx)

i y= y /.f I |I 7\

/ | RPN
"H —~R / “ | l |'@k’lﬁl O
- —_—— | | 2: i 4 : |

©,0) x 0| Gl . B L ,.
h | v i

Nesse contexto, a secao transversal nao ¢ um circulo, mas sim um anel com
raio interno 7(x) = 2% e raio externo R(z) = x. Dessa forma, a area da segao

transversal é dada por
Alz)=m <:132 — (:1:2)2) = (2% — ).

Portanto:
1 3 5
V= / m(x? — 2tde "= (x— — x—)
0 3 5

Em vez de realizar a rotagao da regiao plana em torno dos eixos coordenados, podemos
ter o interesse de calcular o volume de um sélido S gerado pela rotacao de uma
regiao plana em torno de uma reta paralela a esses eixos, como ilustrado no exemplo

ZEEE|

o 13

1_27T
5 15

a seguir.

ExEMPLO 3.3.6: Encontre o volume do sélido obtido pela rotacao da regiao
do exemplo anterior em torno da reta r = —1.
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Devemos notar que, nessa situacao, a secao transversal é um anel, mas dessa
vez o raio interno 2 — x e raio externo 2 — x?, conforme mostra a figura a seguir.

Assim, a area da secao transversal é dada por
Alz) =7 (2 - x2)2 —7m(2—2)® =n (2" — 52® + 4x)
Assim, o volume do sélido resultante é

1
vz/ ™ (z* — 53° + 4z) dz
0

1

x5 $3 xQ
:7r<€—5§+4§> : TFC
AN W
n (5‘5*5)
8
EE

ExEMPLO 3.3.7: Encontre o volume do sélido obtido pela rotacao da regiao
do exemplo anterior em torno da reta y = 2.

Aqui, a secao transversal ¢ um anel, com raio interno 1+ y e raio externo 1+ ,/y.
Assim, a area da secao transversal é dada por

A) =7 (1+vy)’ a1 +y)? =72y —y— )
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Portanto, o volume pedido é dado por

V:/O 77(2\/§—y—y2)dy

Exercicios Secao 3.3

TFC

1) [resp|] Nos itens que seguem, encontre o
volume do sélido obtido pela rotagao da regiao
limitada pelas curvas dadas em torno das retas
especificadas.

1

a) y=2—-35z,y=0,z=1, r =2, em torno do

eixXo T.

b) y=2% y=0,2 =2, x =20, em torno do
eixo x.

c) y=+vx—1,y=0,z =1,z =25, em torno do
eixo .

d) y:%,y:O,le,sz,emtornodoeiXO
7.

e) y=212% y=ux, 2 >0, em torno do eixo .

f) y=+v25—22,y=0,2=2, x =4, em torno

do eixo z.

g) y? =, z =2y, em torno do eixo y.

h) y = +/z, y = ? em torno do eixo y = 1.
i) x = 2\/y, =0,y =9 em torno do eixo y.

J) Yy = SGD((L’), Y = COS(J]), 0<zr< ”/4 em torno
do eixo y = —1.

k) y=23 =0,z =1 em torno do eixo z = 2.

) y=5—12% y=1/4z* z =1 em torno do eixo
z.

2) [resp] Determine o volume do sélido gerado
bela rotacao da regiao delimitada por y = /x e
pelas retas y = 2 e x = 0 em torno

c) daretay=

d) da reta x =

3) [resp| Considere a regiao R do primeiro
quadrante delimitada pelas curvas y = —2% + 4x
ey =ux.

a) Esboce a regiao R e calcule a sua drea.

b) Encontre o volume do sélido gerado pela
rotagao da regiao R em torno do eixo x.

¢) Encontre o volume do sélido gerado pela
rotagao da regiao R em torno da reta y = —1.

d) Encontre o volume do sélido gerado pela
rotagao da regiao R em torno da reta y = 3.

4) [resp| Considere a regiao R do primeiro
quadrante delimitada pelas curvas y =4 — 22 e
y=2—ux.

a) Esboce a regido R e calcule a sua érea.

b) Encontre o volume do sélido gerado pela
rotagao da regiao R em torno do eixo x.

¢) Encontre o volume do sélido gerado pela
rotacao da regiao R em torno da reta y = —1.

d) Encontre o volume do sélido gerado pela

rotagao da regiao R em torno da reta y = 5.

5) [resp| Considere a regiao R do primeiro
quadrante delimitada pelas curvas y = x e

y =z
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a) Esboce a regido R e calcule a sua érea. 6) [resp] Esse exercicio tem como objetivo usar
integrais para demonstrar a férmula de volume
de alguns solidos. Em cada item, encontre o
volume do solido descrito.

b) Encontre o volume do sélido gerado pela
rotacao da regiao R em torno do eixo x.

¢) Encontre o volume do sélido gerado pela

. o i a) uma piramide de base quadrada com lado L e
rotacao da regiao R em torno do eixo y.

cuja altura é h.

d) Encontre o volume do sélido gerado pela

N o b) Um cone circular reto de altura h e raio da
rotagao da regiao R em torno da reta y = —1.

base r.

e) Encontre o volume do sélido gerado pela

N o ¢) Um tronco de cone circular reto de altura h,
rotagao da regiao R em torno da reta y = 1.

raio da base inferior R e raio da base superior r.

f) EI}COHUG 0 .Yolume do sélido gerado pela d) Uma calota de uma esfera de raio r e altura
rotagao da regiao R em torno da reta x = 1. h

3.4  Volume pelo método das cascas cilindricas

Todas as figuras dessa se¢ao foram tiradas do livro do James Stewart[62].

Em certos problemas relacionados ao calculo de volumes, a abordagem convencional
usando secoes transversais pode se tornar desafiadora. Um exemplo ilustrativo é
a regiao delimitada pelas curvas y = 22> — 23 e y = 0, conforme representado na
Figura 3.9. Quando o objetivo é calcular o volume gerado pela rotagao dessa regiao
em torno do eixo y, as secoes transversais resultantes assumem a forma de arruelas.
Contudo, determinar os raios interno e externo dessas arruelas requer resolver a

3

equacao cibica y = 222 — 2% em termos de x, uma tarefa desafiadora. E aqui que

entra o poder do Método das Cascas Cilindricas. Esse método proporciona uma
abordagem alternativa para lidar com situacoes desse tipo.

DEFINICAO 3.4: VOLUME POR CASCAS CILINDRICAS

O volume do soélido S obtido pela rotagao em torno do eixo y da regiao
A= {(x,y): 0<y< f(z)a<z< b}

é calculado pela integral

b
V= / 27 (raio da casca) (altura da casca) dx
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YA
y=2x*—x3
|l /‘\
X =7 g b =17
0 9, 4
d->

3

Figura 3.9: Esboco da regiao delimitada pelas curvas y = 222 — 23 e

y=0,.

= /ab 2rx f(x)dx

As figuras 3.10, 3.11 e 3.12 ilustram o método das cascas cilindricas.

y=flx)

(=l

Figura 3.11: Volume por cascas cilindricas — 04

72

EXEMPLO 3.4.1: Encontre o volume do sélido obtido pela rotagao em torno do

eixo y da regiao delimitada por y = 222 — 23 e y = 0.

A partir do esboco da figura a seguir, vemos que uma casca tipica tem raio z,

circunferéncia 27z e altura y = 222 — 3.
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Jix)

B =N v X
- x 27X Ax

Figura 3.12: Volume por cascas cilindricas — 05

Assim, pelo método das cascas cilindricas, o volume é:

V= /O ’n2) (22 — 1VVda

2 3 4

= 27‘(’/ (22° — z%)dx = (2i — x_) TFC
0 3 47,

32 167

EXEMPLO 3.4.2: Encontre o volume do sélido obtido pela rotagao em torno do
eixo y da regido entre y = x e y = 22

Vemos que a casca tem raio x e altura x — 2.

Portanto, o volume é dado por:
1 2 3 4 |1
V= / (2rz)(z — 2%)dr = 277/ (22 — 2°)dz "= <x_ - x_) iy
0 0 3 47|, 6

EXEMPLO 3.4.3: Encontre o volume do sélido obtido pela rotagao da regiao

2

delimitada por y = x — z° e y = 0 em torno da reta z = 2.
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Observe que nesse caso temos uma casca tipica de raio 2 — x e altura x — x~.

Entao, o volume do sélido é:

V = /01 27(2 — x)(x — 5132)03:6

1
= 27T/ (z° — 32% + 2z)dx
0

z? !
= <Z = .T3 +$2>

0

S

74

2

TFC

Ao calcular volumes por cascas cilindricas fique atento aos pontos:

1. Se o sdlido é obtido pela rotacao de uma regiao em torno do eixo z (ou em

torno de uma reta paralela ao eixo x) o raio da casca e a altura sao fungoes de
y e o volume é dado por uma integral na variavel y.

2. Se o solido é obtido pela rotacdo de uma regiao em torno do eixo y (ou em

torno de uma reta paralela ao eixo y) o raio da casca e a altura s@o fungoes de
x e o volume ¢é dado por uma integral na variavel x.

Exercicios Secao 3.4

1) [resp|] Nos itens que seguem, encontre o
volume do sélido obtido pela rotagao da regiao
limitada pelas curvas dadas em torno das retas
especificadas.

a) y=+/r,y=0,x =0, x =1, em torno do
eixo .

b) y = 2%y = 6z — 22, em torno do eixo .

c) y:%,yzO,le,x:2,emtornodoeixo
x.

d) y=2?—-6x+10, y = —2? + 62 — 6 em torno
do eixo x.

e) y=+/x,z =0,y =2, em torno do eixo y.

f) y=14+9y* 2=0,y=1,y =2, em torno do
eixo .

g) y=2a% y =28, x=0em torno do eixo y.

h) y =4z — 22 y = 3, em torno do eixo x = 1.

i) y=+/z,y=0,2=1em torno do eixo
r=-—1.

j) y=23 y=0,z =1 em torno do eixo y = 1.
k) 2 =y?>+1, z =2, em torno do eixo y = —1.

2) Nos itens a seguir, calcule o volume do sélido
gerado pela rotacao da regiao limitada por y =z
e y = 2z — 2% em torno das retas especificadas.
Vocé pode decidir qual dos dois métodos
utilizados vocé deve usar.

a) do eixo x
b) do eixo y
c) Daretax =1

d) da retay =2
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3) [resp| Nos itens a seguir, calcule o volume do
solido gerado pela rotagao do triangulo com
vértices (1,1), (1,2) e (2,2)em torno das retas
especificadas. Vocé pode decidir qual dos dois
métodos utilizados vocé deve usar.

a) do eixo x

b) do eixo y
c¢) Dareta x = &
d) daretay=1

4) [resp] Seja V' o volume do sélido obtido pela
rotacao da regido limitada por y = /7 e y = z?
em torno do eixo y. Encontre V' pelos métodos
das secoes transversais e das cascas cilindricas.

Em ambos os casos, desenhe um diagrama para
explicar o método.

5) [resp] Use o método das cascas cilindricas,
encontre o volume do solido descrito.

a) uma piramide de base quadrada com lado L e
cuja altura é h.

b) Um cone circular reto de altura h e raio da
base 7.

¢) Um tronco de cone circular reto de altura h,
raio da base inferior R e raio da base superior r.

d) Uma calota de uma esfera de raio r e altura
h.

6) [resp| Escolha qual dos dois métodos
estudados utilizar e encontre o volume do sélido
gerado pela regiao dada em torno do eixo
especificado.

a) y=—z%+6x—8, y=0 em torno do eixo y.

b) y = —2?+6x — 8, y = 0 em torno do eixo z.
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4.1 Integracao por partes . . . . . . . . .. L. 76
4.2 Integracao por substituicao simples . . . . . . .. ... 86
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4.5 Integracao por Fracoes Parciais . . . . . . . ... ... ..o 0oL 109
4.6 Revisao . . . . . . .o 116

4.1 Integracao por partes

PROPOSICAO 4.1: INTEGRAGAO POR PARTES

Dadas fungoes integraveis p e q, podemos escrever a seguinte relagao entre as
integrais indefinidas

/udv:uv—/vdu.

De modo equivalente temos a relagao entre as integrais definidas

o0 0.9 o0
/ pdq:pq| —/ qdp.
—0o0 —00 —0o0
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Quando usar? Normalmente, usamos integracao por partes quando queremos integrar
o produto de duas fungoes onde uma delas é a derivada de alguma funcao conhecida,
isto é

[ t@)g @)z

Exemplos:

Em / xsen(x)dr , temos um produto de fungoes onde sen(x), por exemplo, é a

derivada de alguém que conhego, isto é, de — cos(x).

2
/ zIn(x)dx , aqui também temos um produto de fungoes e = é a derivada de =

/ (x2 + 1)e *dx, aqui temos um produto de duas fungoes e e™* é a derivada de

—e 7.

Nossa intencao ao usarmos integracao por partes é obtermos uma integral mais
simples que aquela de partida.

TEOREMA 4.2: FORMULA DE INTEGRACAO POR PARTES

Nem sempre ¢ imediato o calculo de integrais. Por isso, assim como em derivadas,
precisamos de algumas técnicas para o calculo dessas

/j@muwxzﬂmﬂm—/ﬁwvwwx (4.1)

Chamando u = f(z) e v = g(z), entdao du = f'(z)dx e dv = ¢'(z)dx

/udv = UV — /Udu (4.2)

Para demonstrar a férmula de integracao por partes, lembremos da regra do produto
para derivadas

(f(@)g(2)) = f(x)g(x) + f(z)d (x)
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Integrando ambos os lados da equagao com relacao a x, temos

[ @) to = [ rag@is+ [ s@)@)a

ou seja,

Ummwnszwmuwwy/ﬂ@ﬂ@m

Isolando o termo que queremos temos que

/fmwuwxzﬂ@mw—/fwmewy/ﬂ@ﬂ@m

E 1til chamar u = f(z) e dv = ¢'(x)dz e usar o padrao

u= f(x) dv = ¢'(z)dx
du = f'(z)dx v =g(x)

quando temos uma integral do tipo [ f(x)¢'(x)dx, pois facilita a memorizacao da
formula de integracao por partes.

Na férmula de integracao por partes, g é qualquer antiderivada de ¢’, entao escolhemos
a constante igual a zero por simplicidade.

Voceé nao deve escolher u e dv de qualquer maneira. Essa escolha deve ser feita de
modo a obter uma integral mais simples do que a que tinhamos inicialmente. Com a
pratica de exercicios essa escolha fica simples.

EXEMPLO 4.1.1: Encontre a Integral /scsen(:z:)d;c

Solucao 1 — usando a férmula (4.1): Vamos escolher f(x) =z e ¢'(x) = sen(z).
Logo f'(z) = 1 e g(x) = —cos(z) (Lembre-se que para g podemos escolher
qualquer antiderivada de ¢'.). Assim, usando a férmula 4.1, obtemos
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= —xcos(x) + /cos(m)dx

= —xcos(x) +sen(z) + C

Solucao 2 — usando a férmula (4.2): Usando o padrao

U=z dv = sen(z)dx

du = dx v = — cos(x)

Assim, férmula (4.2) nos d&

/xsen(x)dx = uv — /vdu

= z( — cos(z)) — /— cos(z) dx
= —xcos(x) + /cos(a:) dx

= —xcos(x) +sen(z) + C

Vocé poderia perguntar: Eu nao poderia escolher u = sen(z) e dv = z, uma vez que
conseguimos encontrar uma antiderivada de modo facil para 7 Como comentamos
anteriormente, a escolha de u e dv deve ser feita de modo a obter uma integral mais
simples. Caso tivéssemos feito essa escolha chegariamos na integral

21
/:z:sen(::r;)dx = sen(x)% — 5/1’2 cos(x)dx

que é uma integral mais dificil que aquela que comegamos.

EXEMPLO 4.1.2: Calcule /ln(a:)da:

Primeiro note que podemos rescrever

/hn(:c)dx = /ln(x) -1ldx
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Usando o padrao temos
u = In(x) dv = ldx

1
du = —dx V=21
T

Integrando por partes chegamos que

/ k() / x%x

=zln(x) — /dx

=zln(z)—z+C

EXEMPLO 4.1.3: Encontre /t2etdt

Note que t? torna-se mais simples quando derivamos enquanto que e’ permanece
inalterada quando integramos ou derivamos. Assim, escolhemos

u=# dv = eldt
du = 2tdt v=¢

Logo, a formula (4.2) de integragao por partes resulta em
/ t2eldt = t?e' — 2 / te'dt (4.3)

Observe que a integral / te'dt nao é imediata. Nesse caso, temos que usar

novamente Integracao por partes. Escolhemos,

u==t dv = e'dt
du = dt v=¢
Assim,

/tetdt:tet—/etdt:tet—et+0
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Substituindo esse resultado na equagao (4.3), obtemos

/ t2etdt = t?et — 2 / teldt

= t%e! — 2(te! — €' + O)
= t?e! — 2tel + 2e' + Oy

onde C7 = 2C.

EXEMPLO 4.1.4: Calcule /ew sen(z)dx

Usando integracao por partes

u=e" dv = sen(zx)dx
du = e*dx v = — cos(x)
Assim

/e“" sen(x)dr = —e” cos(x) + /em cos(z)dx (4.4)

Parece que ainda nao resolvemos o nosso problema, uma vez que / e’ cos(x)dx

nao é uma integral elementar, mas pelo menos nao é mais complicada. Vamos
integrar novamente a integracao por partes para ver onde chegamos. Dessa vez
usaremos u = e* e dv = cos(x)dx. Assim du = e*dx, v = sen(x), e

/em cos(z)dxr = e”sen(x) — /ew sen(x)dx (4.5)

Parece que estamos andando em circulos e que voltamos para o mesmo lugar que
comegamos. Porém, se substituirmos a expressao [ e cos(z)dr da equagdo

(4.5) na equagao (4.4), temos

/em sen(x)dr = —e” cos(x) + e* sen(z) — /ex sen(z)dx

Assim, temos uma equacao para a integral desconhecida e, para encontrar o seu
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valor, basta deixar o termo / e’ sen(z)dx do lado esquerdo da equagao. Assim,

2 / e’ sen(x)dr = —e” cos(z) + e” sen(z)

Dividindo a equacao por 2 e adicionando a constante de integracao temos

el’

/em sen(z)dr = 3( — cos(z) + sen(z)) + C

EXEMPLO 4.1.5: Encontre / 21}

Quando queremos calcular uma integral definida e precisamos usar alguma
técnica de integracao, primeiro calculamos a integral indefinida e depois usamos
o Teorema Fundamental do Célculo Parte 2.

Para encontrar

- —2y
/Bdey /ye dy,

usaremos integragao por partes e escolhemos

u=1y dv = e ¥dy
€
d — d e ey
u Y v 5
Portanto,

[En-- %
629 2 2

2 2
—2y 1
= —962 — e 40

Usando o Teorema Fundamental do Célculo, parte 2

1 —2y 1
Y ye -2
& dy = | = _ e
0 e’ [ 2 1° ]
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ExXEMPLO 4.1.6: A figura a seguir mostra a regiao do primeiro quadrante
delimitada pelo eixo y = 0 e pela curva f(z) = zsen(z), 0 <z < 7.

a) Encontre a area dessa regiao.

b) Encontre o volume do sélido de revolugao gerado pela rotacao dessa regiao
em torno do eixo .

¢) Encontre o volume do sélido de revolucao gerado pela rotacao dessa regiao
em torno do da reta x = 7.

a) Lembre que a férmula para calcular a area sob a curva de uma funcao
f(x) entre os limites a e b é dada por

A= /abf(:v)dx

No nosso caso, a funcao é f(z) = zsen(z) e os limites sdo a =0 e b = 7.
Entao, a area é

A:/ xsen(zx)dx
0

Para resolver essa integral definida, precisamos, inicialmente, encontrar
a integral indefinida [ xsen(z)dr. No exemplo 4.1 essa integral ja foi
calculada. Assim, usando o Teorema Fundamental do Célculo-Parte 2

A = [~z cos(x) + sen(z)] !

= (— mcos(m +sen(r))) — (— 0cos(0) + cos(0))

b) Agora, para encontrar o volume do sélido de revolucao gerado pela rotagao
da regiao delimitada pela curva f(x) = zsen(z) e o eixo y =0 em torno
do eixo ¥y, usamos o método de cascas cilindricas, que é o mais apropriado.
O raio da casca é x e a altura f(z).
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Integrando sobre a regiao entre x =0 e z = 7, obtemos o volume

V:/ 2wz (xsen(x)) dx = 27r/ 2% sen(x) da
0 0

Para calcular a integral indefinida, usamos integragao por partes. Escolhe-

mos u = z° e dv = sen(x)dz . Entdo, du = 2xdr ¢ v = —cos(z).

z?sen(x) dr = —x*cos(z) — | —2x cos(z) dx
/ /

Integramos o segundo termo usando novamente integracao por partes.
Escolhemos v = —2z e dv = cos(z)dr. Entao, du = —2dxr e v =
sen(x) .

/—21’ cos(x) dxr = —2xsen(x) — /—2 sen(z) dx
= —2zxsen(x) — 2cos(x) + K
Agora, voltamos a primeira expressao
/x2 sen(x) do = —2° cos(x) — (—2wsen(x) — 2cos(z)) + K
— —z%cos(z) 4+ 2rsen(x) + 2cos(x) + K
Agora, usando o Teorema Fundamental do Célculo-Parte 2

V= 277/ z?sen(r) d
0

27 (—a* cos(x) + 2z sen(x) + 2 cos(x))

0

277{ — 12 cos(m) + 2w sen () + 2 cos()
— (0% cos(0) + 2(0) sen(0) + 2 COS(O))}
Lembrando que cos(m) = —1 e sen(w) = 0, temos

V=27T(7T2+2)=27T3—87T
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Exercicios Secao 4.1

1) [resp|] Calcule as integrais, usando integragao
por partes

a) /xcos(5x) dx

j) /: x cos(mz) dz
k) /01 (2 +1) e " d

1) /12 x4(ln(1‘))2 dx

m) /1\/3 arctg (%) dz
n) /mtg2(x) dr . Dica: tg?(x) = 1 — sec?(x)

2) [resp] Encontre a area sob a curva
y=uaxsen(x) de 0 a 7.

3) [resp| Uma particula se move ao longo de uma
reta com velocidade igual a v(t) = t?¢~" metros
por segundo apds t segundos. Qual a distancia
que essa particula percorrera nos primeiros t
segundos?

4) Calcule as integrais

a) /xarctg(x)dx
b) /12 de

3

c) /xge”‘"da:

d) / e”¥ cos(2y)dy

1
Y
——d

°) /0 ey Y

5) Um arquiteto propos colocar no piso de uma
praca pastilhas coloridas em uma regiao plana
cujo o formato se assemelha (respeitando a
escala) a regiao delimitada simultaneamente
pelas quarto curvas y = In(z), y = e,y =1—=x
e x = e. Esboce a regiao e calcule a area.

6) [resp] Calcule a drea entre as curvas

y=1a%eTey=uzxe "

7) [resp] Calcule a integral imprépria

o
/ x2e dx .
0

8) [resp] Calcule o volume do sélido gerado pela
rotacao da regiao do primeiro quadrante
delimitada pelos eixos coordenados, pela curva
y = €” e pela reta x = In(2) em torno da reta

r = In(2).

9) [resp| Considere a regiao delimitada pelos
graficos de y = In(x) e pela reta z = In(2), y =0
ex=e.

a) Determine a drea dessa regiao.

b) Determine o volume do sélido gerado pela
rotacao dessa regiao em torno do eixo das
abscissas.

¢) Determine o volume do sélido gerado pela
rotacao dessa regiao em torno da reta x = —2.

10) [resp| Encontre o valor médio de
f(x) = z* In(x) no intervalo [1,3].
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4.2 Integracao por substituicao simples

TEOREMA 4.3: A REGRA DA SUBSTITUICAO

Se u = g(x) for uma fungao derivavel cuja imagem é um intervalo [ e f for
continua em I, entao

[ 1)) ds = [ s

EXEMPLO 4.2.1: Encontre /4:(:3 COS (1:4 + 2) dx .

Note que, podemos escrever a integral

/4x3 cos (m4 + 2) dr = /cos (:z:4 1= 2) 4a® dx
como o produto de duas funcoes

f(z) = cos (z* + 2) e h(z) = 4z° .

Note que f é uma composicao de duas fungoes e a funcao h é exatamente a
derivada da funcao “de dentro” da composicao, ou seja, a derivada de z* + 2.
Portanto, nesse caso, a regra da substituicao simples parece se encaixar bem.

Fazendo a substituicio u = z* + 2 temos que a sua diferencial é du = 4a3dx e
usando a regra da substituicao temos

/4563 coS (x4 + 2) dr = /cos (CL‘4 + 2) 4 dx

= / cos(u)du

= —sen(u) + C
:—sen(x4+2)+C’

<& Note que, quando usamos a regra da substituicao, apos integrarmos com relacao
a variavel u temos que voltar para a variavel original.
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¢ Quando usamos a regra da substituicao nossa intencao é transformar uma

integral complicada em uma mais simples de ser calculada.

44
EXEMPLO 4.2.2: Calcule /—da:
V1 —4z?

Note que se fizermos a substituicao u = 1 — 422, entao

du = —8xdr & zdx = —%du.

Assim

| w3/ 7

= / udu
8

1
:—§(2ﬁ)+0
—%\/1—4x2+0

EXEMPLO 4.2.3: Calcule /tg(ac)dx

Sabemos que

sen(z)

tg(z) =

9

cos(z)

portanto

/tg(x)dx :/izzggdx

Isso nos sugere fazer a substitui¢do u = cos(x), com isso,

du = —sen(zr)dr <& —du=sen(z)d.

Assim, usando a regra da substituicao simples

/ tg(z)ds = / if;é;f? 0
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— [ s(=du)
:—/idu

= —In|cos(x)| + C
= In|sec(x)| + C

ExEMmPLO 4.2 .4:

“1
a) Encontre / a(x)
1

X

dx .

In(x)

b) Encontre o valor médio de f(x) = no intervalo [1, e].

T

a) Primeiro vamos calcular a integral indefinida

/mmm

e depois usaremos o Teorema Fundamental do Calculo parte 2 para calcular

a integral definida.

Para calcular a integral indefinida iremos usar a substitui¢do u = In(z) e

1
com isso, du = —dx .
x

/%ﬁmz/m@§x
:/udu

U2

=5 +C

_ (In(x))?
= +C

Usando o Teorema fundamental do Célculo parte 2

/ﬂmww (In@)’|

T 2 1

(ln e))2 (ln(l))2

2 2
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1
2
b) O valor médio de f no intervalo [1,e] é dado por:

1 “1 1 1 1
Jmedio = / n(x)dx = =
e—1J); = e—12 2(e—1)

m
EXEMPLO 4.2.5: Determine se a integral / e dr 6 convergente ou
—00
divergente.
Usando defini¢ao de integral imprépria
i 4 g 4 t 4
/ e dr = lim e dz+ lim [ 2’ dw (4.6)
5o t——o00 ¢ t—00 0

Para resolvermos a integral indefinida f x3e_x4d:13, usamos a substituicao
u=—z*= du=—423dz.
Logo,
1 1 1
/xge_”“Adx = —Z/e“du = —Ze“ +C = —Ze_”“A +C

Usando o Teorema Fundamental do calculo temos

0 0
_ gt . L
/ e " dr = lim e dx

t——00

o0 t
. 1
= Jim —3 (=)
_ 1
4

* 4 2 4
/ 22e ™ dx = lim e dx
0

t—00 0
. 1
= i 5 =)
= —0
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Como uma das integrais do lado direito da equagao 4.6 diverge entao

s 4
/ 22e ™ dx
—00

¢ divergente.

Algumas observacoes importantes Seja F' a primitiva mais geral de f, ou seja,

/f(x)dx = F(z) +c,

entao

/f(kx)dx — F(:x) +C.

Além disso,

/f(/chrb)da::wnLC

Ppr exemplo

sen(bx)

/cos(5x)da: =— +C

8x

8x €
— 1
/e 8+

1
/ 3d:1:zln\a:+3\+0

T -+

Essas observagoes podem ser demonstradas usando substituicao simples.

Exercicios Secao 4.2

1) [resp] Calcule as integrais usando a regra da () / cos*(x) sen(z) dz
substituicao.
2
a) /xsen(a:2) dx e) / (lnz) dx
x
b) / (z + 1)V2r + 22 da P / 5t sen(5') dt
c) / < 5 du g) /etg(w) sec?(z) dw
(1+e)
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/ mdjrcsen(:c)
/ V/cot(z) cossec?(z) dx

j) /sen(t) sec” (cos(t)) dt

7
k) /1+x4dx

/xgx/mQ + ldzx
arctg(x)
m) / Traz &
dz
0
n) /a:zc—l—b’ a7
! t
0) / cos (W—) dt
0 2
2 e
P) /0 2
/ xva?+a’dr, a>0
0

" /01#“

95
/0 v1+2x
4

/: w\;i—z@dx

1/
u) / cossec(7t) cot(mt) dt

1/6

V) /01(315 — 1) dt

1
w) / V1+Tzds
0

(z + 1)% arctg(3z) + 923 + =
) / (922 + 1)(z + 1)2

z) /sec2(9) tg?(0)do

91

2) [resp] Calcule a éarea sob a curva dada no
intervalo especificado.

a) y=arctg(z), 0<z<1

b) y = cos(z)sen(sen(z)), 0<z <

— 2u?
c) y:\/——du, 1<u<9
u
3) [resp| Calcule a érea da regiao delimitada
pelas curvas y = tg(z), y = 2sen(x),
™ T
<<
3 73
4) [resp| Primeiro faga uma substituicdo e entao
use integragao por partes para calcular a integral

) [ costvants

bo | 3

b) / sen(In z)dz
) /0 " eoo5) gon(21) 1
d) /arctg (V) do

5) [resp] Decida qual método usar e calcule as
integrais (Substituigdo ou integracdo por partes).
Pode ser que vocé precise usar as duas técnicas
no mesmo exercicio.

a) /cos(x)(l + sen?(z))dx

b) / "t dr

c) /13 z* In(z)dx

d) /06 t sen(2t)dt

lna:

zy/1 4 ( ln x)?
1 arctg(z)
(&
2 / 1+ 22 da
/ 1+ :r;2
/ arcsen
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/\/_ln

6) [resp| Se f é uma fungdo continua no intervalo
[a b, o valor médio de f é definido como

1
fmed - b

Encontre o valor médio das seguinte funcao
f(x) = xsec?(x) no intervalo [0, 7/4].

7) [resp] Determine se cada integral é
convergente ou divergente. Calcule aquelas que
sao convergentes.

92

) /oo $2 dl’
a
o V1+x3

b) / ze  dx

4.3 Integrais Trigonomeétricas

Formulas uteis de trigonometria

1. Relacao fundamental

sen’(z) + cos?(z) = 1

2. Decorréncias da relacao fundamental

tg?(x) + 1 = sec?(z)
1 + cot?(x) = cossec?(x)

3. Arco duplo

sen(2z) = 2sen(z) cos(x)

cos(2z) = cos?(x) — sen?(z)

4. Arco metade

sen’(z) = = (1 — cos(2z))

l\3|’—‘l_\D|H

cos’(z) = = (1 + cos(2z))

Estratégias para calcular / sen” (z) cos"(x)dx
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1. Se a poténcia de sen(x) for impar:
(a) Guarda um fator sen(z) e use que sen?(z) = 1 — cos?(z).
(b) Faca a substitui¢ao u = cos(z).

2. Se a poténcia de cos(x) for impar:
(a) Guarda um fator cos(z) e use que cos?(z) = 1 — sen?(x).
(b) Faga a substituicao u = sen(z).

3. Se as poteéncias de seno e cosseno forem pares, use uma das transformacoes:
sen’(z) = 1(1 — cos(2z)) ou cos’(x) = 1(1 + cos(2z))
2 2

Algumas vezes a transformacao sen(2z) = 2sen(z) cos(x) pode ser ttil.

Estratégias para calcular / tg" (x) sec" (x)dx

1. Se a poténcia da sec(z) é par (n =2k, k > 2).
(a) Guarda um fator sec?(x) e use que sec?(z) = 1 + tg?(x).
(b) Faga a substituicao u = tg(x).
2. Se a poténcia de tg(x) for impar:
(a) Guarda um fator sec(x)tg(z) e use que tg?(z) = sec?(x) — 1.
(b) Faga a substituigao u = sec(x).

Note que a mesma ideia pode ser usada para integrais do tipo
/cotm(x) cossec” (x)dx

3. Os outros casos nao tem uma regra geral e requer manipulagoes trigonométricas

especificas para cada caso.

EXEMPLO 4.3.1: Calcule /sen3(:z:) cos?(x)dx

Aqui, temos uma integral do tipo / sen(z) cos"(x)dz e a poténcia de sen(x) é

fmpar, por isso, guardamos um fator sen(z) e usamos a transformacao sen?(z) =
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1 — cos?(z), decorrente da relacao fundamental. Assim,

sen®(x) cos?(z) = sen®(z) cos?(z) sen(x) = (1 — cos?)cos?(z) sen(x)
e podemos reescrever a integral

/sen3(x) cos?(z)dx = / (1 — cos®) cos*(x) sen(x)dx

Usando a substitui¢ao simples u = cos(x), temos que du = — sen(z)dz e, assim,

/sen?’(:c) cos’(z)dx = / (1 — cos*(x)) cos®(z) sen(z)dx
. / (1 — u2)u2(—du)

ud o’
=——-——=—+4C
3 ) T
cos®(z)  cos’(x)
— — C
3 5 T

Vamos pensar um pouco sobre o porque que esse procedimento que fizemos é adequado.
Vocé poderia questionar: Por que nao usamos a transformagao sen?(z) = 1 — cos®(x)?
Bom, caso fizéssemos essa mudancga, teriamos a seguinte integral resultante

/seng(x) cos?(z)dx = /Sen?’(x)(l — sen’(z))dz = / [sen®(z) — sen’(z)]dx

ou seja, terfamos uma expressao em termos de sen(x) sem nenhum fator extra cos(x)
necessario para usarmos substitui¢ao simples.

EXEMPLO 4.3.2: Encontre /COSB(:U)CZJC

Aqui temos uma integral que envolve apenas poténcia de cos(z), mas mesmo
assim usamos o mesmo procedimento. Como o expoente do cos(z) é impar, entao
guardamos um fator cos(x) e usamos a transformacao cos?(x) = 1 — sen?(x) e
assim, usamos a substituicao simples

u = sen(z)dzr < du = cos(x)dx.
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Com isso,

/cos?’(x)dx — /COSZ(x) cos(z)dx

EXEMPLO 4.3.3: Calcule/ sen”(z)dx
0

Aqui temos apenas uma poténcia par de sen(x), portanto usamos a transformacao

sen®(z) = 3(1 — cos(2z)). Com isso,

/OW sen’(x)dr = /07T %(1 — cos(2z))da

- /07T (1 — cos(2z))dx
1 T sen(Qx)] i
2 0

N N = N = N

(W sen;QW)) N (0_

onde a pentltima igualdade decorre do Teorema fundamental do calculo.

EXEMPLO 4.3.4: Calcule /senz(:v) cos?(x)dw

Como aqui tanto a poténcia do sen(x) quanto a poténcia do cos(z) sao pares,

vamos usar as transformacoes do arco metade. Assim,

/SGHQ(ZE) cos?(z)dx = /%(1 - cos(2:z:))%(1 + cos(2z))dx

1l
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1

T =2
T / (1 — cos?(2z))dx
Precisamos mais uma vez usar a férmula do arco metade escrevendo cos?(2x) =

(1 + cos(4z)), portanto:

/senz(x) cos?(z)dx = i/ (1 — cos*(2z))dx

= i/l — (1 + cos(4x))dx

I
2
1 1 1
= Z / 5 — §COS(4$)dLU
e 1
= — (5 — gsen(élx))) +C

EXEMPLO 4.3.5: Encontre /tgG(x) sect(x)da

Nesse exercicios vamos separar um fator sec?(x) e expressar sec’(z) em termos
da tangente, usando a identidade sec?(z) = 1 + tg*(z). O préximo passo é usar
substituicao u = tg(x), de modo que du = sec?(z)du:

/tgﬁ(x) sect(z)dx = /tgG(a:) sec? () sec?(z)dx

tgf(2) (1 + tg*(x)) sec*(x)dx

I
\,| :\]\\

u6( )du
9
U
+§+C’
tg7(:€) tg” ()
- + 9 +C

EXEMPLO 4.3.6: Encontre /tg5(x) sec’ (x)dx

Nesse caso, temos que a poténcia de tg(z) é impar, entdo guardamos o fator
sec(x) tg(z) e usamos a transformacao tg?(x) = sec?(z) — 1. Para resolvermos a
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integral resultante usamos a substituicao u = sec(x), donde du = sec(z) tg(z)dz

/ tg°(z) sec” (z)dw = / tg*(z) sec®(z) sec(z) tg(x)dx
— (tg?(x))” sec’(x) sec(x) tg(x)dx
L / (sect(z) — 1)%sec(z) sec(z) tg(x)dx
= / (u? — 1) udu
- / (u* —2u® + 1) u®du

= /ulo — 2u® + ubdu

wll!  2u° W
NS RART AR
11 2 9 7
_sec (z)  2sec’(z) L sec (x) e
11 9 7

EXEMPLO 4.3.7: Calcule /tg?’(x)dzrz

Aqui temos apenas o termo tg(z), entdo usamos tg?(x) = sec?(x) — 1 para
reescrever o fator tg2(z) em termos de sec?(z)

[ @is = [ tala) te?a)ae
L / tg(x) (sec*(z) — 1)dx
2= / tg(x) sec?(z)dz — / tg () dax
Para calcularmos
/ tg(x) sec?(z)de

usamos a substituicdo simples u = tg(x), de modo que du = sec?*(z)dx e assim,

/tg(a:) sec?(x)dr = /udu = u; +C = tg22(x) :
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Logo,

98

Exercicios Secao 4.3

1) [resp] Calcule as integrais.

a) / sen®(z) cos? () d
b) / sen’(z) cos’(z) da
S / " gon(2) cos’(z) do
o [ ()

e) /Wcos4(2t)d

cos() cos’ (sen(6)) df

teg!(z) sec®(z) do

)sect(x) dx

sen(8x) cos(bx) dx

 Jfeest
0 |
/ cos?(z) sen(2z) de
) [
b [
/

sen(¢
cos3 (¢

m) /tg5(:v) dx

n) / " ot(z) do

/6

2) [resp] Uma particula se move em linha reta
com funcio velocidade v(t) = sen(wt) cos?(wt).
Encontre a sua fungao posigao s = f(t) se

£(0) = 0.

o0
3) [resp] Determine se a sen’(z)dx integral

0
é convergente ou divergente. Caso seja
convergente, calcule o valor dessa integral.

4) [resp| Nos exercicios seguintes encontre a drea
da regiao delimitada pelas curvas dadas e
encontre o volume do sélido obtido pela rotacao
da regiao delimitada pelas curvas dadas em torno
dos eixos especificados:

<z <1, em torno do

a) y =sen(z), y =0,

NN

eixo T.

)

b) y =sen(x), y = cos(z), 0 <z < 1 em torno
de y = 1.

5) [resp] Encontre o valor médio de
f(x) = sen?(x) cos®(z) no intervalo [—,m].

6) Considere a regiao do primeiro quadrante
delimitada pelos eixos coordenadas e pela curva
f(x) =cos(x), 0 <o < 7.

a) Encontre a drea dessa regido.
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b) Encontre o volume do sélido de revolucao
gerado pela rotagao dessa regiao em torno do
eixo x.

¢) Encontre o volume do sélido de revolugao
gerado pela rotagao dessa regiao em torno do

99

eixo y.

d) Encontre o volume do sélido de revolugao
gerado pela rotacao dessa regiao em torno do da
7

reta r = —.

2

4.4 Integracao por Substituicao Trigonomeétrica

Quando tentamos resolver a integral

/J;\/ a? — x2dzx,

2 2

podemos usar uma substituicao simples u = a” — x~.

No geral fazemos a seguinte mudanca

[ Ho@ng @i = [ sayau

Para a integral

/ v a? — x2dx

nao conseguimos fazer a substituicao simples

Nesse caso fazemos uma substituigdo “inversa” x = asen(f), assim:

/ Va2 — 22dr = / Va2 — a2 sen?(0) a cos(6) df

= / \/a2(1 — sen?(f)) cos(6) db

/ a? cos?(0)dd

Nesse caso geral temos

[ t@do= [ 1(6@)g'6) at
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Podemos fazer a substituicao inversa desde que g seja injetiva.

No nosso caso podemos fazer a substitui¢do inversa x = asen(f), desde que essa
funcao seja injetora. Isso pode ser conseguido se restringirmos 6 ao intervalo

23

Nessa secao estudaremos a técnica de substituicao trigonométrica e ela serve para
integrar funcgoes que tem uma “raiz” e nao conseguimos usar nenhuma das técnicas
estudadas até aqui. A Tabela 4.1 apresenta os casos onde usaremos a substituicao
trigonométrica.

Tabela 4.1: Substituicoes Trigonométricas

Expressao  Substituicao Identidade

a2 —122 xw=asen(d) —7L<O<7 1-—sen?(d) = cos*(h)
va?+ax?2  x=atg(d) —TL<l<T) 1 +tg?(0) = sec?(0)
0<0<7)

2—a?> x=asec(h) sec?(0) — 1 = tg?(0)
T <0 <3)

X

ExEMpPLO 4.4.1: Calcule

/ V9 — 22
R

Note que aqui temos uma integral que envolve a raiz
VI —x22=1+32— 22

entdo vamos fazer a substituicdo x = asen(f), onde a = 3.

Seja x = 3sen(f), com —— < x < —. Entdo dz = 3cos(f)df. Assim,

m
2
/\/9—x2
= [ YT
x

|l
A
>
v



Técnicas de Integracao 101

\/9 — 9sen?(0)
/ Jsen?(0) 3 cos(0)do

\/ 9(1 — sen2
sen?(0

COS(Q)d@

Usando agora que 1 — senQ(:C) = cos?(x)

/9 cos?(z
/ 1408 cos 0)do

sen?(6

/3005(0) $(6)d6

sen?(0)
- [ s
= /cot2(<9)d«9

Usando cossec?(f) — 1 = cot*(f) temos

I = /(cossecQ(Q) —1)do
= —cot(f) —0+C

Agora precisamos voltar para a variavel original x, ou seja, é necesséario expressar
cot(f) e # em fungao de x. Ora, temos que

xr = 3sen(f) = sen(f) = %

Se interpretarmos # como um angulo de um triangulo retangulo entao podemos
: x
escolher x como o cateto oposto e 3 como hipotenusa, uma vez que sen(f) = — .

3
O Teorema de Pitdgoras nos dd que o cateto adjacente é /9 — x2. Assim,

V9 — 22

X

cot(f) =

Embora no diagrama 6 > 0, essa expressao para cot(f) também é vélida
7
para 6 < 0. Uma vez que sen(f) = 3 Y= sen(f) é injetiva no intervalo

1l
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T T T
<9< Z entio = =
5 << 5 entao 0 arcsen(g),logo
V9 _ 22 V9 _ 22
/—Qxda::—cot(@)—9+C:—x—arcsen(£>+C’
T x 3
3
X
Vo2

Durante a resolucao do exercicio usamos que 4/ cos?(6) = cos(6) , fizemos isso porque

T m .- : : :
NS [—5, 5} e cos(x) é ndo-negativo nesse intervalo, assim, |cos(z)| = cos(x), nesse

1
EXEMPLO 4.4.2: Encontre | ————=dx
x2yx? 4+ 4
Fazendo a substituicao trigonométrica x = 2tg(f), com —F < 0 < 7, temos que
dr = 2sec?(0)df. Assim,
1

———dx
x2\/x2 +4

:/ L 2sec’(6)db
tg2(0)+/4tg%(0) + 4

amil sec?(6)
2 / tg2(6)+/4(1 +tg2<9))d8

Usando 1 + tg?(6) = sec?(f)

Emp sec?()

T Q/th(H) 4se02(9)d0
Tk sec?()

T 2/tg2(6)2 sec(@)da

_ 1 [sec(d)
4 / e2(0)"

=
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1
1l cos(6)
+ 4/ sen? () af
i
1 [ cos(0
1 Z/senQ(H)de

Usando a substituigao u = sen(f) temos que du = cos(6)df, logo

1/ cos(6) d¢9—1 du

4 | sen?(0) 1) u?
i
S
1
~ 4sen(0) e
N —coszec(@) e

=

Usando a informagao que x = 2tg(0) = tg(f) = 7 e olhando o diagrama

2 .
temos que cossec(f) = £, Assim,

d 24
= R

2/ 22+ 4 T Az

dx
EXEMPLO 4.4.3: Encontre /—, onde a > 0.
IV aEmy,

Aqui usamos a substituigao trigonométrica x = asec(0) = dx = asec(0) tg(0)do,
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0nde0<8<%0u7r<9<37“. Assim,

dx
-
V2 2
asec(f) tg(0)do

T va?sec?(0) — a?

e sec(0) tg(0)do
Va*(sec?(0) — 1)

Usando sec?(f) — 1 = tg*(0)

sec(0) tg(0)do
I=la
/ a\/tg?(0)

[ sec(0)tg(0)do
_/ te(0) _/sec(H)dH

= In|sec(d) + tg(0)| + C

Jé& temos que sec(f) = £ e usando o triangulo da figura

€re—a

[

temos que tg(f) = —”ﬂa’“Q Logo,

T 2 — a?
=In|— + +C
a a

/ dx
NEzmmr

Durante a resolugao do exercicio usamos o fato que [ sec(z)dr = In|sec(z) + tg(x)| +
C, para demonstrar esse fato multiplicamos o numerador e o denominador por
sec(z) + tg(x), assim

/sec(x)dx _ /sec(:z:) sec(z) + tg(x)dx _ / sec?(x) + sec(x) tg(x)dx

sec(x) + tg(z) sec(x) + tg(z)

Usando a substituicao u = sec(x) + tg(x) temos que du = (sec(z) tg(z) + sec?(x))dx.
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Entao,

/ sec(z)dz = / Ly = Inu| + C = Infsec(z) + ta(z)| + C
u

O proximo exemplo nos mostra que mesmo quando as substituicoes trigonométricas
sao possiveis, elas nem sempre nos dao a solucao mais facil. Voce deve primeiro
procurar um método mais simples.

x
EXEMPLO 4.4.4: Encontre / ———dx
Va2 44
Aqui poderfamos pensar em usar a substitui¢ao trigonométrica z = 2tg(6) (e
até pode), no entanto, fazer a substituicao simples u = 2% + 4 é mais ficil, uma
vez que du = 2xdx e

/\/ﬁ /\/_dU—\/_—I-C Vi +4+C

Muitas vezes precisamos usar mais de uma técnica ou a mesma técnica de integragao
para resolver uma integral. O préximo exemplo ilustra uma situacao dessa.

EXEMPLO 4.4.5: Calcule /xarcsen(:c)da:

Vamos comecar resolvendo a integral usando integragao por partes. Chame
- o — 1 _ z? .

u = arcsen(z) e dv = xdz, de modo que du = \/1—72dx e v = 4. Assim, usando

integracao por partes,

x? arcsen(x

/x arcsen(x)dx = (4.7)

"/m

Para resolvermos a integral [ mdaz usaremos a substituicao trigonométrica
x = sen(f), assim dx = cos(f)df e —5 < 0 < 7. Portanto,

2 [ sen?() cos(0)
/\/1—x2dx_ /1 — sen?(0)

sen?(0 )Cos( )

\/cos?(6
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[ sen?() cos(0)
+ / cos(6) ad

= /senZ(H)dQ

Sabendo que sen?() = (1 — cos(26)), chegamos que

/ sen?(6)df = % / (1 = cos(26))
1 sen(20)
s 2( )) (6)
1 2sen(0) cos(0
- 50— ===
= §(H — sen(f) cos(#)) + C.

Ja sabemos que x = sen(f) = 6 = arcsen(z). Do triangulo

vV1—22

tiramos que cos(f) = v/1 — x2. Assim,

2 1
dr = —(0 — sen(0) cos(0
| =t = 56— sen(®) cos(0)
1
— §(arcsen($) —zv1—-22)+C
Voltando para (4.7), obtemos

x?arcsen(z) 1

2

/:c arcsen(z)dx = — Z(arcsen(:c) —zv/1—-2%)+C.
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dt
— 6t + 13

EXEMPLO 4.4.6: Calcule/
V2

Aqui nao temos nenhuma expressao como aquelas da tabela de substituicoes
trigonométricas. No entanto, temos uma raiz no denominador. Vamos manipular
a expressao dentro da raiz para chegarmos em uma das expressoes da tabela.

Note que, completando quadrado temos
=6t 13 = (t=38) =9 F 13 =(t=13) =14

Fazendo a substituicao trigonométrica u =t — 3 = du = dt, obtemos

/ dt T / dt H / du / du
V2 — 6t + 13 VE—3)2 14 Vau? +4 Vu? + 22
Agora, temos uma integral que envolve uma daquelas expressoes que aparece

na tabela de substituicoes trigonométricas. Portanto, fazendo a substituicao
trigonométrica u = 2tg(0) = du = 2sec?(0)dh. Assim,

2
[/ du 2sec”(6) "

212~ | e 14
:/ 2 sec?(0) 9
2/(tg*(9) + 1)
Usando tg?(6) + 1 = sec?(f)

[ 2sec?(0)
= / 2 sec(0) i

=5 /S€C(0)d0

= In|sec(d) + tg(0)| + K

Ja temos que

u=2tg(6) = tg(0) = 5 = ——,

entao pela figura
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Vi —6t 413

108

t—3
P)
¢ () = A
€1110S gque secC = . SSlm,
d V2 — 6t + 13
2 t—3
= In |sec(f) = + + K.
/\/t2—6t+13 (6) V2 — 6t + 13 2

Exercicios Secao 4.4

1) [resp| Use substituicao trigonométrica para
calcular as integrais

a) /01 *V1 — 22dx
0 [

/ _d .

Va2 +16

d) / 22Va? — x2dx
0

dt
NGES

f) /§ d—xdx
2 o =1
g) /\/5+4x—:v2d$

t
h) / it
V2 —6t+ 13

2) Calcule [sen(z
métodos.

x) cos(z)dx por quatro

a) Use a substitui¢do u = cos(x).
)

b

Use a substituicao u = sen(x).

¢) Use a identidade sen(2x) = 2sen(x) cos(x).
d) Use integracao por partes.

3) Use primeiro uma substitui¢ao e depois uma

substituicao trigonométrica para calcular a

™

2z cos(z)

1+ sen?(zx

4) Use substitui¢ao trigonométrica para mostrar
que

integral

/ \/mda: =In(z + V2 + a?) +
Va2—1

5) [resp] Calcule o valor médio da funcao ==,
1<z <7,

6) [resp|] A pardbola y = 222 divide o disco
22 + 9% < 8 em duas partes. Encontre a drea de
ambas as partes.

7 ) r osp} Verifique se a integral improépria

3 xQ dx é convergente e em caso afirmativo
Calcule seu valor.
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4.5 Integracao por Fracoes Parciais

& Seja F' a primitiva mais geral de f, ou seja, /f(x)da: = F(x) 4 ¢, entao

/f(kx)dx = F(]/;:a:) +C.

< Além disso, /f(/m: +b)dx = w +C.
o /COS(Sx)dac = senéSa:) +C.

e8x
o /e8x:—+0

8
/
Z[f 3

Suponha que queremos calcular a integral f

de =Injz + 3|+ C.

_1
22 4a?

1 £ 1 1
[t it a gt

Usando a substitui¢ao u = £, temos que du = %dx — dr = adu. Assim,

1 1 d 1 1
/—dx = —/ LI —arctg(u) + K = —arctg (£> + K.
a a

dx. Podemos reescrever

x2 + a? al u: +1 a

Portanto,

1 1 T

Iremos usar essa integral ao longo dos exemplos.

METODO DAS FRACOES PARCIAIS

& Método para integrar fungdes racionais, ou seja, f(x) = gg;, onde P e ()
sao polinomios.

& Se o grau de P for maior ou igual que o grau de (), precisamos de uma
etapa preliminar que é efetuar a divisao de P por Q).

& Feito isso, o préximo passo é fatorar Q(z) ao maximo;

|l
A
>
v



Técnicas de Integracao 110

< Expandir f em fracoes parciais e determinar os coeficientes.

Casos a serem analisados.

Caso 1

Q(x) é o produto de m fatores lineares distintos, isto é, Q(z) = (a1x + by)(asx +
bo) ... (amx + byy).

P(z) Ay Aj A

o e e

0@  (@z+b) (mr+b) T oz +bm)

Por exemplo,

z—1 A B C

z(z—1)(x +1) a:+sc—1+:c+1

CASO 2

Q(x) é o produto de m fatores lineares e alguns dos fatores sao repetidos. Para
simplificar, suponha que o primeiro fator linear (ayz + by) seja repetido
Ay Ay A
+ S
(alx =F b1) (alx =F bl) (a1$ -F bl)Z

Por exemplo,

?—2z—-2 A B C D
z—-1) =z 22 3 =z-1

CAso 3

Q(x) contém fatores quadraticos irredutiveis que nao se repetem. Se Q(x)

contém um fator ax?® + bx + ¢, onde b? — 4ac < 0, entdo % tem um fator na
forma

Ax + B
ax?+bxr +c
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Por exemplo,

T A Bx+C Dz+ FE

D@+ D@ +d) z-2 @2+1 " 244

CAso 4

Q(x) contém fatores quadraticos irredutiveis repetidos. Se Q(z) contém um
fator (az? + bx + ¢)", onde b*> — 4ac < 0, entdao ao invés de uma fracao parcial
temos a seguinte decomposicao

Alx =F Bl AQ.CIZ SiE BQ AT.T = Br
+ dr oot
ax?+br+c  (ax?+ bz + c)? (ax? 4+ bx + )"

Por exemplo,

2x A +B:z:+C'+Dx+E
(x—9)(z2+4)2 z-9 z2+4 (z2+4)

x3—|—x

r—1

EXEMPLO 4.5.1: Calcule a integral / dx

Uma vez que o grau do numerador é maior que o grau do denominador, precisa-
mos fazer a etapa preliminar, que é efetuar a divisao de polinomios.

3 2
/x +xdx:/x2—|—x—|—2—|— dx
r—1 r—1

SL‘S 2

:§+%—|—29§—|—21n\9:—1|+0

Nesse exemplo a etapa preliminar ja resolveu o nosso problema.

2492 —1
ExXEMPLO 4.5.2: Calcule/ AN dx

213 4 322 — 2

Nesse caso, o grau do numerador é menor que o grau do denominador, entao
nao precismos fazer a etapa preliminar. Entao, o préximo passo é fatorar o

|l
A
>
v



Técnicas de Integracao 112

denominador.
1
223 + 32% — 22 = x(22° + 3z — 2) = 2x(x — 5)(x +2) =z(2z — 1)(z + 2)

Temos o primeiro caso, uma vez que o denominador de produto de fatores
lineares distintos. Assim, a decomposicao em fracoes parciais do integrando tem
a forma.

x2 42 —1 A B C

2ﬁ+3ﬂ—2r_x+dx—1+x+2

A fim de determinamos os valores de A,B e C, multiplicamos ambos os lados
da equagao pelo MMC dos denominadores, z(2x — 1)(x + 2), obtendo

2’ +22—1=AQ2z — 1)(z +2) + Bzx(z +2) + Cz(2z — 1)
= (2A+B+2C)2" + (3BA+2B—C)z — 24

Usando a identidade de polinomios, igualamos os coeficientes de cada termo,
por exemplo, o coeficiente de z? do lado direito, 24 + B + 2C' deve ser igual
ao coeficiente de 22 do lado esquerdo, ou seja, 1. Prosseguindo assim, temos o
seguinte sistemas de equacao

2A+B+2C=1
JA+2B-C =2
—2A=-1

e C'= —-L ¢assim

2242 —1 11 1 1 11—
dr = —=4 = == dx
2x3 + 32 — 2x 2x H52x—1 10x+2

1 1 1
:§1n\x\+ﬁln]2x—1| —Eln|x+2|+0

Resolvendo, encontramos A = %, B =

4x
EXEMPLO 4.5.3: Calcule / dz .
—ax?—x+1
Note que novamente nao precisamos fazer a etapa preliminar. As raizes do
polinémio 2® — 22 — x + 1 sao = 1, com multiplicidade 2 e x = —1. Assim,

-2 -2 —2=(z—1)>*(z+1)
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Como o fator linear x — 1 aparece duas vezes, temos que a decomposicao em
fracoes parciais é dada por

Adx A L B i C
pP—-22-2-2 z-1 (z-12 z+1

Multiplicando essa expressao pelo minimo multiplo comum (z — 1)*(z + 1),
obtemos

4z =A(lx—1)(z+1)+ B(x+1)+C(z — 1)°
—(A+C)2*+(B-2C)z+ (—A+B+0O)

Assim, para acharmos os coeficientes A,B e C precisamos resolver o sistema

A+C =0
B-2C =4
~A+B+C=0

Cuja solugao é A =1, B=2e C = —1. Assim,

/ 4z J / 1 I 2 1 p
= — T
B_at—g—2 z—1 (z—-1)2 z+1

2
=lnfe — 1] - — =~z +1|+C
x_

r—1 2
r+1 r—1

+C

= 1In

202 —r + 4
EXEMPLO 4.5.4: Encontre TR T 2Tk
z° + 4x
Note que z° + 42 = x(2* + 4), entdo temos que o denominador é o produto de
um fator linear com um fator quadratico irredutivel. Portanto,

2x2—x+4_2x2—x+4_A+Ba:+C
3 +4r x(x24+4) z 2244

Multiplicando por z(x? + 4), temos

20 —x+4=A(z*+4)+ (Bz + CO)zx
= (A+ B)z*+ Cz + 44
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[gualando os coeficientes, temos o seguinte sistema
A+ B =2 C=-1 4A =4

Assim, temos que A =1, B=1e C = —1. Portanto,
222 —x + 4 1 x—-1
————dx = — d

/ B /(x+x2+4) v

1 1
= In|x| + 3 In(z? +4) — 3 arctg (g) +C

Z
Onde para resolver a integral / 4d:13 usamos a integracao por substituicao

z2 +
1

244

simples, tomando u = x? +4, de modo que du = 2zdx e para calcular /

usamos a formula

1 1 T
/mdx = & arctg (5) + K,

com a = 4.

sen(z) g
T

E 0 4.5.5: Calcul
XEMPL alcule /cosQ(x) 3 cos(2)

Note que aqui nao temos,a principio uma funcao racional. Vamos comecar a
resolver essa integral usando a substituigao simples u = cos(z), de modo que
du = —sen(x)dr — —du = sen(z)dz. Assim,

/ cosZ(xS)eIi(?COS(x)dx T / Uz_ih;u maE / ﬁdu

Agora temos uma funcao racional em u. Expandindo em fragoes parciais, temos

1 A B

u(u—3)_u+u—3

Multiplicando pelo minimo multiplo comum u(u — 3) temos:

l1=A(u—3)+Bu=(A+ B)u—3A
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Assim, temos que A = —+ ¢ B = %

3

. Portanto,

/ COSZ(xS)eIi<§)COS(SU)dx 1 / u® — 3u

1
= —In
3

1
=—In
3

5

W

1
lu] — §1n|u—3\ +C
U
u—3
cos(x)
cos(z) — 3

REC

4o

Exercicios Secao 4.5

1) [resp| Usando fragoes parciais, calcule as
seguintes integrais.

xr—9
2) /<x+5><x—2>d‘”

! 2
b —d
) /0 222 43z + 10

4 3_2 2_4
) /%M
3 T3 +2z

2+ 1
) | e

°) /<x_z>1<i2+9>dx
f) /x?’—x—i—ﬁdx

3 + 3z
2 —2x—1
d
g) /(a:—l)z(a:2+1) o
1
h) /x:”—ldx

) [ s

2) [resp| Faga uma substituigao simples para
expressar o integrando como uma fungao racional

6236

e entao calcule a integral | —————dx
e 4 3e? 4 2

3) Faga uma substitui¢ao simples para expressar

o integrando como uma funcao racional e entao
el‘
calcule a integral dx .
S e

4) [resp| Use integragao por partes, juntamente
com fragoes parciais para resolver a integral
[In(z? — z + 2)dx.

5) [resp| Encontre a area da regido sob a curva

y:3”;2f;2 dex=1atéx=2.

6) [resp| Determine se cada integral é
convergente ou divergente. Calcule aquelas que
sao convergentes.

o 1
0 [ o
o V°+2v—3

b) /3d—$dx

t
7) A integral / L%(x)dx pode ser resolvida
x

usando primeiro uma integracao por partes,
depois fragoes parciais e por fim, é necessario

= 4 A >
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usar uma substituicao simples. Resolva essa

integral. Além disso, mostre que a integral

[o8) t A
J; %%(I)dx ¢ convergente e vale § + 31n2.

Revisao de Técnicas de Integracao

Os dois proximos exercicios sao muito
importantes para que vocés possam pegar a
manha de qual técnica utilizar, uma vez que voce
tera que decidir qual(is) técnicas usar.

8) [resp| Nos itens a seguir, decida qual técnica
usar e depois calcule a integral.

1 earctg(:c)
d
2) /0 T+a2 "

b) / sen’(x) cos*(z)dx

c) / ﬂji%)gdx

cos®(z) sen(x)
d =dx
) / (9 — cos?(z))2

3
/ r* In(r)dr
1

4
5 = |l

f ——d

) /0 22— dz 15"

0 [ i
h) / V3 =2z — 22dx

@)
~—

us

i) /04 tg® () sec?(z)dx

j) / arccos(z)dz

4.6 Revisao

116

k) /tsen(t) cos(t)dt

dx J
x2y/4x? — 1 !
m) /tg5(m)da:

9) Calcule as Integrais. Em cada um dos itens
voce podera de usar mais de uma técnica ou até
a mesma técnica mais de uma vez,

a) /0 ' t cos?(t)dt

)

b) /warccos(x)dx
cos®(v/7)

c) dx

Vx cossec(/x)

,
———dr
/ V2 —2r
e) /9356_303611'
dx
f) /—6% — 3€xdac

sec(0) tg(0)
8) /SeCQ(O) —sec(@)de

In(x) s
/ zy/1 4+ (In(z))?

i) / ‘ ~dx
(€% + 6e* 4 10)2
3z? — 2

i) /x3—2x—8dx

1) [resp| Calcule as Integrais, usando as técnicas
estudadas em sala.

a) /xcos(5x)dac

b) / p* In(p
c) /

)dp
arccos(x)dz
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/

Je “dx

sen

\\

/ e'8(® gec?

/ Marcsen( )

sen(t) sec?(cos(t))dt

\,

22 vVr?2 + ldx

/I

1
/ 50dt
0
/ sen® ) cos®(z)dx
o [

c
cos(#) cos” (sen(6))do

g3
os?
s(0
/ 22V1 — 22dx
0
1
dt
t3(Vt2 —1)
r—9
)

/
S) / \/%dx
) / *Va? — 22dx

|
/(.r—{—5)_(x—2
2

——————

2
V2
1
/0 222 43z + 10

1)
W)
v)

117

T3 4 222
2 +1
d
) /<x—3><x—2>2 g

10
y) / (x —2)(z2 + 9)dx

2) Calcule as Integrais. Em cada um dos itens
voce podera de usar mais de uma técnica ou até
a mesma técnica mais de uma vez,

a) /07r t cos®(t)dt

4 3_942_ 94
w%/i—i—m
3

b) /xarccos(m)dm

cos*(v/z)
) Vx cossec(y/x) da

e
—d
/ VvV1—e 2 v

e) /$56_$3d1‘

sec(6) tg(d)
f) /sec%@)—sec(&)de

) / (6250—1—6665‘7—1—10)3dz
) [

y [,

. /g

/ T arcsen

sen l
z

) cos(z
16 + sen2

/
Ry p——
) [

d:r;

sec?
)+3 tg + 2
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3) [resp] Uma particula se move ao longo de uma
reta com uma velocidade v(t) = t* — t, onde v é
medida em metros por segundo. Ache

a) O deslocamento.

b) A distancia percorrida pela particula no
intervalo de tempo [0,5].

Lembrete: Se s(t) é a funcdo deslocamento, entao
a velocidade v(t) = §/(t). da mesma forma se v(t)
é a equacao da velocidade entao a funcao posicao
(deslocamento) é s(t) = [w(t)dt, caso venha
pedido a distancia percorrida no intervalo [a,b]

b
entao s :/ v(t)dt. O deslocamento nos

a
primeiros t segundos é dado por

s(t) = /Otv(t)dt.

4) [resp| Se f for uma fungdo continua tal que

/lx f(t)dt = 1)e*” + /lx et f(t)dt

para todo x, ache uma formula explicita para
f(z). Dica: Use o Teorema Fundamental do

calculo parte 1.
/ f(t)dz e

du , encontre ¢"(2).

5) [resp] Seja g(z

[T

6) [resp] Seja f(z) = /Oz(l — )l dt .

a) Encontre e classifique os pontos criticos de f.

b) Analise o crescimento e o decrescimento de f.

7) [resp] Uma particula se move ao longo de uma
reta com velocidade igual a v(t) = t2¢~" metros
por segundo apds t segundos. Qual a distancia
que essa particula percorrerda nos primeiros t
segundos.

8) [resp] Uma particula se move em linha reta
com funcio velocidade v(t) = sen(wt) cos?(wt).
Encontre a sua fungao posigao s = f(t) se

£(0) = 07

9) Use substituigao trigonométrica para mostrar
que

dx
/—mzlﬂ(ﬂf‘“ V132+a2)+0

118

10) [resp| Encontre a area delimitada pela elipse

2 2
Z Y
R _|_ ﬁ =1
11) [resp] Encontre a drea sob a curva
y=e"@gen(2r) dex=0az =72

Lembrete: Lembre que a area sob (abaixo) de
uma curva y = f(z) (limitada pelo eixo x), no
b

f(z)dz. Além

disso, lembre-se que sen(2z) = 2asen(a:) cos(z).

intervalo [a,b] é dada por A =

12) [resp| Se f é uma fungdo continua no
intervalo [a,b], o valor médio de f é definido como

1
fmed - b

Encontre o valor médio das seguintes funcoes
1. f(xz) = xsec*(z) no intervalo [0, Z].

2 f(z) =

13) Nas figuras a seguir, a area 1 (4;)
representa a 4drea sob a curva f(z) = x? arcsen(z)
e a drea 2 (As) representa a area sob a curva
g(z) = warccos(z?). Encontre a diferenca

As — Ay, OBS': Para calcular a integral envolvida
no calculo da area A,, vocé deve
OBRIGATORIAMENTE comegar usando uma

substituicao simples.

V‘”_ 1<z <.

2

f(x) = x? arcsin(z)

15

Al
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g(x) = x arccos(z?)

151

0.5

A2

05 o 9 05 1 15

14) [resp] Encontre a drea delimitada pelas
curvas y = 1 — 2% e y = 322

15) [resp| Encontre a drea delimitada pelas
curvas y = 3z e y = 22 + x.

16) [resp] Encontre a drea delimitada pelas
curvas y = J/r e y = x.

17) [resp| Encontre a drea delimitada pelas
curvas y = cos(r) e y = cos?(x) entre z =0 e
T =T.

18) Um arquiteto propos colocar no piso de uma
praca pastilhas coloridas em uma regiao plana
cujo o formato se assemelha (respeitando a
escala) a regido delimitada simutaneamente pelas
quarto curvas y = In(z), y=e*, y=1—xe

x = e. Esboce a regiao e calcule a érea.

19) [resp| Determine a area da regiao limitada
exatamente pelas trés curvas y = 2%, y =2 — x
ey =2x+8.

2

119

20) [resp| Avalie as seguintes integrais
impréprias:

a) /100 (Bx—j—lﬁd:p

21) [resp] A drea sob a curva y = ze”® definida
no intervalo [0,00) é convergente?

22) [resp| Podemos estender a nossa definigao de
valor médio de uma funcao continua a um
intervalo definindo o valor médio de f no
intervalo [a, 00) como

lim

1 ¢
fim /a f(z)dz

Calcule o valor médio de y = arctg(x) no
intervalo [0, o).

23) [resp| Avalie a integral imprépria
o e—l‘
Jo L—e7®r . .
indefinida ja foi resolvida no exercicio 2-d.

dz . Lembre-se que a integral
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5.1 Apresentacao e Motivacao

Apresentamos nesse capitulo o conceito de sequéncias de ntimeros reais. Estamos
interessados em explorar suas propriedades de convergéncia. Esses resultados serao
fundamentais quando iniciarmos a discussao sobre séries no préximo capitulo.

Note que os mesmos conceitos podem ser estendidos para sequéncias de outros
objetos matematicos, como vetores, matrizes ou fungoes. Porém, as propriedades de
convergeéncia serao basicamente as mesmas.

Sequéncias e séries estao entre os conceitos matematicos mais aplicados, por exemplo,
qualquer algoritmo computacional que busque a solucao para um problema fazendo
correcoes iterativas em uma aproximacao inicial vai produzir uma sequéncia de
aproximacoes que podem convergir ou nao para a solucao desejada. Como exemplo,
apresentamos o método de Newton.
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Método das Tangentes de Newton

Muitos métodos numéricos ou computacionais se baseiam na busca de uma solucao
por aproximacoes sucessivas, isso ¢, eles partem de um chute inicial e a cada iteracao
constroem uma nova aproximacao para a solucao. Um dos métodos mais importantes
com essas caracteristicas é o Mctodo de Newton para encontrar zeros de funcoes.

Queremos encontrar um valor real z* que satisfaca a equacao

para uma funcao f: A C R — R derivavel em A e cuja derivada, f’, é diferente de
zero para todo z € A.

O Método de Newton busca uma solucao para f(x) = 0 partindo de um chute inicial
xo € A. Comegamos construindo a reta tangente ao grafico de f pelo ponto (g, f(xg))
e encontrando o ponto onde a reta toca o eixo-x, como ilustrado na Figura 5.1a. O
ponto x; encontrado dessa forma é a nova aproximacao para a solucao.

(a) Reta tangente em (xg, f(xo)) (b) Reta tangente em (z1, f(z1))
e intercepto a1 e intercepto x-

Figura 5.1: Tlustracao dos primeiros passos do Método de Newton

De posse da nova aproximacgao repetimos o processo para obter xs, como ilustrado
na Figura 5.1b. Aplicando sucessivamente esse método produzimos uma lista infinita
de aproximacoes para a solucao do problema.

Podemos construir uma férmula para calcular cada aproximacao x, a partir do valor
da aproximagcao anterior x, 1. O primeiro passo é calcular a expressao para a reta
tangente ao grafico de f no ponto (x,, f(z,))

y = fzn) = fl(an)(@ — zn) .
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A préxima aproximacao serd o valor de x onde essa reta cruza o eixo-z, isso é, quanto
y = 0, assim temos

—flzn) = fil@a)(@ni — 20},
rearranjando, obtemos a férmula para o Método de Newton

f(zn)

n

Note que a exigéncia de que a derivada de f nao seja nula em A é para garantir que
a divisao sempre seja possivel.

Essse método vai produzir varias listas infinitas de nimeros

xo, Xy, xT9, ey Ty,
f(xo), f(w1), f(x2), ..., flwa),
fl(xo), fl(w1), fl(xz2), ..., f'(2n),

a cada uma dessas listas infinitas damos o nome de Sequencia Numérica.,

Cédigo Python para ilustrar o Método de Newton.

A pergunta que precisamos responder agora é se essas sequéncias convergem para
a solucao que desejamos. O primeiro passo é definir o que queremos dizer com
convergencia, depois verificamos se as sequéncias convergem para alguma coisa e
por fim verificamos que os valores f(z,) convergem para zero e consequentemente
os valores z,, convergem para a solucao que buscamos. Nas proximas secoes deste
capitulo apresentamos os resultados matematicos necessarios para respondermos a
essas questoes.
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5.2  Definicao e Propriedades

Comecamos pela definicao de sequéncias numéricas.

DEFINICAO 5.1: SEQUENCIA NUMERICA

Uma sequencia de numeros reais é uma lista de niimeros em uma ordem
determinada

ay, a2, as, ceey Gp,
Cada a; € R é um termo da sequéncia, enquanto ¢ é o indice com ¢ =1,2,3, ...
Uma definicao equivalente, descreve a sequéncia de nimeros reais como uma funcao,

f: N — R, dos naturais (indices) nos reais (termos). Neste caso, os termos da
sequéncia sao

ar = f(1), ax=fQ2), az=f3), ..., an=f(n),

Um aspecto importante na definicao de sequeéncia é o fato que os elementos sao
dados em uma ordem determinada. Isso distingue uma sequéncia de um conjunto
enumeravel de valores. Dessa forma, podemos ter duas sequéncias distintas que
contém exatamente os mesmos elementos.

Nesse trabalho vamos representar sequéncias com os termos entre parénteses, como
nestes exemplos:

(1,2,3,4,5, ...,n, ... ),
(1,271, 272 273 .. 27" ...).

Normalmente atribuimos nomes aos termos de uma sequéncia

(an) ou (by) -

Quando necessario podemos explicitar os valores para o indice

(an)le O (bi)j:o )
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Em resumo, temos as seguintes notacoes para uma sequéncia

(an) - (an)zozl = ( a, az, as, a4, as, ... )

Sempre que estivermos definindo uma sequéncia numérica e nao explicitarmos os
indices estamos assumindo que o indice comeca em um. Mas tome cuidado pois essa
regra nao ¢ universal, em muitos casos assume-se que o indice comeca em zero, por
exemplo, nas Séries de Poténcias que veremos no Capitulo 8.

Note que muitos livros representam sequéncias com os termos entre chaves

{CLn} - {CLTZ};?Lozl - { ai, az, ag, a4, as, ... }

Porém, a notacao com chaves também é usada para representar conjuntos, onde
a ordem dos elementos nao é relevante, isso é, os conjuntos {a,b,c} e {cb,a}
sao identicos. Assim, escolhemos a notacao com parénteses para enfatizar essa
caracteristica, isso é, as sequéncias

(an)
(bn)

sao diferentes apesar de possuirem os mesmos elementos. Note que, os termos da

(1,2,3,4, ....,n,n+1,...),
(2,1,4,3,...,2n, 2n—1,...)

primeira sequéncia sao da forma a, = n para todo n € N, mas os termos da segunda
sequencia sao da forma b, =n + 1 sen é impar e b, =n — 1 se n é par.

A forma como os termos de uma sequéncia sao determinados nao importa para
a aplicacao dos resultados da teoria. Porém, pode fazer muita diferenca quando
desejamos fazer manipulacoes algébricas com os termos. As duas formas mais comuns
para calcular os termos de uma sequéncia sao por uma expressao direta ou por uma
relacao de recorréncia. No caso da expressao direta temos uma formula explicita
para o termo em funcao do indice, como nos exemplos:

1
an =1, b, = In(n), Cn =3

Na Relacao de Recorrencia o valor de um termo da sequéncia é calculado a partir do
termo anterior, ou dos anteriores. Nesse caso, dizemos que a sequéncia € recursiva.
O exemplo mais famoso é a Sequencia de Fibonacci, que é definida pela relacao de
recorrencia

f1:17 f2:27 fn:fnfl"i_fana TLZ?)
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Outros exemplos sao a Progressao Aritmética, p,, e a Progressao Geométrica, ¢,
definidas como

p1=a, Pn =DPn-1+S,

qa=a, 4n = Tqn-1-

Podemos representar graficamente as sequéncias de uma forma semelhante a que
usamos para representar o grafico de uma fungao real y = f(x), marcando os pontos
em um plano cartesiano com os valores dos indices no eixo-x. Porém, no caso
das sequéncias temos pontos isolados e nao uma linha continua, como ilustrado na
Figura 5.2a. Alternativamente, podemos representar os valores dos termos de uma
sequencia sobre um unico eixo, como ilustrado na Figura 5.2b.

ag

2
[ ]
1 = o ° e ® o * ° .
ay az as a7 ag aq as
— o —0—&— 0o — & — 00—
A N A N N (N N N A 0 ) 10
1 2 345 6 7 8 9 1011F
(a) Representagao de uma sequéncia (b) Representacao de uma sequéncia
em um plano cartesiano. sobre um eixo.

Figura 5.2: Representacao grafica de sequéncias.

A seguir apresentamos alguns exemplos de sequéncias definidas diretamente por
expressoes envolvendo o indice. Observe que a linha conectando os pontos nao faz
parte do gréfico, ela foi incluida apenas para facilitar a visualizagao da ordem dos
pontos.

EXEMPLO 5.2.1: Escreva os primeiros termos de cada sequéncia e esboce seu
grafico no plano cartesiano.

1. ap=1, k=1203,...

Primeiros termos
(ar) =(1,1,1,1,1,1,...) .

Grafico da sequencia
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ar
1F [ L @ L @ L L @ @ @ L )
1 3 5 7 9 11k
PR S L k=1,23,...

Primeiros termos

(ar) = (1+(-D', 14+ (=1)% 1+(-1)° 1+(-D%...)
I

(0,2,0,2,0,2,...).

Grafico da sequencia

9 LAk ° ° ° ° °
1 L
1 3 5 7 9 1k
1
3oa=7, k=123,

Primeiros termos

T
={1,=, = =,...].
@)= (135 3]
Grafico da sequencia
1% e
. . DA S s
1 3 5 7 9 1k

4. ap = k2, k=012

Primeiros termos

(ar) = (0%, 17, 2%, 3%, 4°%,...)
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=(0,1,4,9,16,...) .
Grafico da sequencia

Qg )
100 ®

— ¢ . . ’ 1 1 1 1
1 3 5 7 9 11k

5. ar = (—1)%k2, k=0,1,2,...

Primeiros termos

(ak)

()" x 12, (=1)*x 2%, (=10 x3% (-1)'x4%...)
(—1x1, 1x4, —-1x9, 1x16,...)
(0,—1,4,-9,16,...) .

Grafico da sequencia

ak

100 + .
[ ]
L ]

_0—‘7_._—*; s 1 1 1 1
1 3 s 2 9 11k

-100 r \

—1)*
6 ag (k2> y k:1,2,3,...

Primeiros termos

RS (SR et LRy

i 22 321 42

Grafico da sequencia
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A seguir apresentamos alguns exemplos de sequéncias definidas recursivamente.

EXEMPLO 5.2.2: Escreva os primeiros termos de cada sequéncia e esboce seu
grafico no plano cartesiano.

l.ag=1, ant1 = 0,8a,, = 112,31
Note que essa sequencia é uma Progressao Geomeétrica, seus primeiros
termos sao:
ap = 1

a3 =08a; = 0,8
as = 0,8 g = 0,8 X 0,8 = 0,64
ay=08a3 = 0,8 x 0,64 = 0,512

portanto
(ar) = (1; 0,8; 0,64; 0,512;...) .

Observe que usamos o ponto e virgula para separar termos. Fazemos isso
sempre que necessario para evitar confusao com a virgula da representacao
decimal do niimero.

Grafico da sequencia

ar,
0,8 - ]
L
®
04 - °
: . i
° o 5 . 1
1 1 1 1 1 1
1 3 5 7 9 11k
2. a1=1,a,=1, ap = Ap_1+ Gp_o, n=3,4,5,...
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Note que essa é a sequencia de Fibonacci, seus primeiros termos sao:

ap =1
a; =1
ag=as+a;=14+1=2
as=a3+as=2+1=3
as=as+a3=3+2=95

portanto
(ar) =(1,1,2,3,5,...).

Grafico da sequéncia

100 %
]
50 ¢
L
- L ]
Py Py P e . J . 1 1 1
k
p anp—1
3. a1 =1, a, = mEE n=2234,...

Os primeiros termos dessa sequéncia sao:

CL1:1
aq 1
Ao == — — —
O 2
_a2_1/2_1
S RAr BEEE R
as 1/6 1
an = — = — —= —
1T T4
ay 1/24 1
Qe 1= — =— ———F = ———
"7 5 5 120
portanto
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1

Grafico da sequencia

Cédigo Python para calcular os termos das sequéncias dos
exemplos anteriores.

Podemos agora apresentar a definicao de convergéncia de sequéncias. Note que a
definicao para o limite de funcoes reais é muito similar, porém, nem sempre ela é
trabalhada dessa forma na disciplina de Célculo I. Um exercicio interessante é buscar
a definicao do limite de funcoes reais em um livro de Célculo I e comparar com a
definicao a seguir.

DEFINICAO 5.2: CONVERGENCIA DE SEQUENCIAS

Dizemos que uma sequéncia de nimeros reais (a,) converge para um nimero
real L se, para todo € > 0 dado, existe NV € N tal que

n> N = la, — L| < €.

Se (a,) converge para L, usamos uma das notagoes

lim a, = L ou a, — L ou lima, = L
n—o0

e dizemos que L é o limite da sequéncia (ay,).
A Figura 5.3 ilustra a definicao do limite de uma sequéncia numérica. Esse grafico
apresenta uma sequéncia (a,) que converge para L. Para qualquer valor ¢ que

escolhermos, nao importa o quao pequeno, sempre vai existir um indice N a partir
do qual todos os valores a,, estao sempre dentro do intervalo (L — ¢, L + ¢).

Uma forma para entender o significado do € é imagina-lo como um valor de tolerancia.
Se estivéssemos buscando uma aproximacao para L, utilizando a sequéncia a,,

= 4 A D>
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Figura 5.3: Ilustracao da definicao do limite de sequéncias numéricas.

precisariamos garantir que para qualquer tolerancia ¢ exigida seriamos capazes de
encontrar um indice N a partir do qual todos os termos da sequéncia aproximam L
com um erro menor do que £. Porém, queremos mais do que apenas aproximar L,
queremos poder dizer que o limite de a,, é igual a L, nesse caso precisamos garantir
que para todos os valores de € > 0 sempre é possivel encontrar um N que satisfaca a
condicao de que o erro seja menor do que €.

Para nos familiarizarmos com os elementos da definicao vamos explorar um exemplo
numérico.

EXEMPLO 5.2.3: A partir de que termo da sequéncia
1
ap = —
n

podemos dizer que ela aproxima zero com as tolerancias de ¢ = 0,1 e ¢ = 0,0017

Queremos determinar o indice N a partir do qual todos os termos a,, satisfazem
a relagdo |a,| < . Manipulando |a,| temos

1 1
|an| == =—.
nl n

Portanto |a,| < € equivale a
1
— </ &
n

que podemos reescrever como

1
-—<n.
€
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Assim, concluimos que a rela¢ao |a,| < € é equivalente a

1
n>-—-.
€

Podemos agora substituir os valores definidos para a tolerancia. Para garantir
que |a,| < 0,1 precisamos que

1

Podemos entao escolher N = 10, ou qualquer outro valor maior do que 10.

Enquanto que para garantir que |a,| < 0,001 precisamos que

1000,
"= 0001

Nesse caso podemos escolher N = 1000.

O exemplo anterior, assim como qualquer exploracao numérica, pode nos ajudar a
entender o comportamento de uma sequencia, mas nao garante nada sobre seu limite.
A seguir fazemos a demonstracao da convergéncia usando essencialmente as mesmas
manipulacoes do exemplo anterior, mas sem usar valores numéricos.

I 1
EXEMPLO 5.2.4: Mostre que a sequéncia a, = — converge para Zzero.
n

Dado € > 0 arbitrario, queremos determinar o indice N tal que
la, — 0| <e  VYn>N.

Simplificando essa relacao temos

1
—<e VYn > N.
n

Note que a condi¢do !/n < £ equivale a

1
n>-—-.
€
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Escolhendo N de forma que

1
N> -
3

Garantimos que |a,, — 0| < € para todo n > N, pois

1 —
1/5 1

&

<1<
N

S|

la, — 0] =
Provamos assim que

1
——0.
n

A seguir apresentamos outros exemplos de como a definicao de convergéncia é usada

para provar a convergencia de uma sequencia.

1
EXEMPLO 5.2.5: Mostre que lim o 0.

Precisamos provar que para qualquer € > 0 existe N € N tal que

1 1
——0‘=—<5 Vn>N, (5.1)

2n 2

Reescrevendo a desigualdade como 27" < ¢ e calculando o logaritmo base 2 em

ambos os lados temos

logy (27") < logy e
—n < logy €
n > —log, e

Portanto basta escolher
N > —log, e

para garantir a condi¢ao (5.1) e mostrar que lim om T 0.

O préximo exemplo generaliza o anterior.
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EXEMPLO 5.2.6: Mostre que se |a| < 1, entao lima” = 0.

Se o = 0 todos os termos da sequéncia sao zero e portanto o limite é zero.

Quando |a| # 0, precisamos provar que para qualquer € > 0 existe NV € N tal
que

et —0=|a®l <& V>N (5.2)

para isso vamos usar uma variavel auxiliar ¢ que atende a condigao

1
1+¢’

o] =

ou seja, ¢ = 1/ja] — 1. Como 0 < |a] < 1, sabemos que 1/a| > 1 e portanto ¢ > 0.
Usando a Desigualdade de Bernoulli (Veja o exemplo A.3)

(1+2)">14+nx Ve > —1,Vn>0
podemos escrever que
(14+¢)">14nc>nc

Retornando para a sequéncia o temos

i 1 1
NOENENEINNDAE.]
(1+¢)" ~ nc

Escolhendo N tal que

L <
—<c
Nc

ou seja N > l/ce, concluimos que para todo n > N vale

et << D<e
" (14"~ nec  Nc

que é exatamente a condi¢ao (5.2) e portanto mostra que lima"™ = 0.
Observe que a definicao do limite nao nos diz como encontrar L e sua aplicacao pode

ser extremamente complicada. Sua importancia estd em ser a base para demonstrar
as propriedades do limite que utilizaremos.
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ag N pe o
ps L 4
PS L
Ps L
o’
o ®
o ®
o ®
o°..
00....
000000000°....
k
(a) Sequéncia divergente para o infinito.

ak

......’.‘000000000 °

L ) o -
LY ~
®e
® ° o .
.o.. k
® ®
(b) Sequéncia divergente para menos infinito.
ak
[ [ 4 [ 4 [ ] [ ] [ ] [ ] [ [ ] [ [ [ 4 [

k
(c) Sequéncia divergente pois permanece oscilando entre os mesmos valores.
ag
[ ] [ ] Y [} [ ] [ ] )
o« ® o ® ° o« ! « ? . ® bt °
L] @
L ™ g N | ™ o %e "o v
[ J
) [ [ ] ® ) ®
[ ]
[ ] [ ]
® [ ] [ J [ [
k

(d) Sequéncia divergente pois tem comportamento cadético.

Figura 5.4: Formas em que uma sequéncia pode divergir.

Se nado existe um ndmero real L que satisfaga a Defini¢do 5.2, dizemos que (a,)
diverge. A Figura 5.4 ilustra as formas como uma sequéncia numérica pode divergir.
Os graficos 5.4a e 5.4b mostram sequéncias que divergem para infinto e menos
infinito, veja a Definicao 5.7 mais a frente nesta secao. Em 5.4c temos uma sequéncia
que oscila repetindo os mesmos valores indefinidamente, enquanto que a sequéncia
ilustrada em 5.4d, o Mapa Logistico, apresenta um comportamento caotico.
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Cédigo Python para explorar o Mapa Logistico.

O préoximo exemplo usa a definicao para provar que uma sequéncia nao converge
para nenhum nimero real.

EXEMPLO 5.2.7: Mostre que a sequéncia (1,0,1,0,1,...) diverge.
Suponha, por absurdo, que ela convirja para algum valor L, entao dado & = 1/3,
é impossivel que |0 — L| <13 e |1l — L| < 1/3, pois

1 1 1
0-Lil<=— = Lel|l———=],
| | 3 < 3 3>
enquanto que
1 2 4
1-Ll<=— = Lel|l—,—=].
| | 3 ( 33 )
Porém, esses intervalos sao disjuntos, ou seja, nao tem intersecao. Assim, é
impossivel que exista L que seja limite dessa sequéncia.

Quando uma sequeéncia é covergente, existe um tunico valor para L que atende as
condicoes da Definicao 5.2. Mesmo que essa afirmacao pareca bastante intuitiva,
nao podemos acreditar nela sem antes demostra-la. Por isso precisamos do préximo
teorema.

TEOREMA 5.3: UNICIDADE DO LIMITE

Uma sequéncia convergente (a,) tem apenas um limite.

Demonstracao

Suponha que existam L; e Lo tais que a,, — L1 e a,, — Lo. Entao, para todo
€ > 0 existem naturais N7 e Ny tais que

la, — L1l <e Vn>N e la, — Lol <e Vn>N,.
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Seja N = max(Ny, Ny), entdo para todo n > N, pela desigualdade triangular,
‘Ll_LQ‘ = |L1—an+an—L2\ < |L1—an|+\an—L2\ < 2¢.
Como € > 0 é arbitrario, segue que L = Ls.

Muitas vezes estaremos interessados em apenas alguns termos de uma sequéncia,
selecionando esses termos criamos uma subsequéncia como definido a seguir.

DEFINIGAO 5.4: SUBSEQUENCIAS

Uma subsequéncia (by) de (ay)

(br) = (an,)

¢ uma nova sequéncia com indices k& € N formada por elementos de (ay,),
mantendo sua ordem, ou seja, N1 > Ng.

O proximo exemplo apresenta alguns casos de subsequéncias.

ExeEmMPLO 5.2.8: Dada a sequéncia

calcule primeiros termos e esboce o grafico dessa sequéncia e das suas subsequén-
cias com indices pares e impares.

A sequéncia original, n = 1,2,3, ...

-1 1 -1 1
n) — 17_7_7_7_7"' y
@)= (1.5 oo
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A subsequéncia dos termos pares, n =2k, k=1,2,3,...

(br) = (azr) = <_21 , —41 : _61 : _81 ,) .

1 |bx

A subsequéncia dos termos impares, n =21 —1,1=1,2,3, ...

(a) = (ag-1) = (1%%%> .

1 G e

O corolario a seguir relaciona o limite de uma subsequéncia com o limite da sequéncia
original.

COROLARIO 5.5: CONVERGENCIA DE SUBSEQUENCIAS

Toda subsequéncias (b;) de uma sequéncia convertente (a,) converge para o
limite de a,,

lim b = lim a, .
k—o0 n—00

Eisse resultado pode ser usado para determinar o limite de uma subsequéncia ou, como
mostrado no exemplo a seguir, provar que uma sequéncia nao poder ser convergente.
EXEMPLO 5.2.9: Mostre que a sequéncia a, = (—1)" diverge.

Vamos assumir por absurdo que a, seja convergente, nesse caso suas subsequén-
cias precisam convergir para o mesmo limite. Tomamos agora a subsequéncia
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de termos pares
bk = A9k = (—1)% =11

e a subsequéncia de termos impares
Cr, = A9)_1 = (—1)%71 =—1.

Como elas convergem para valores diferentes, b, — 1 e ¢z — —1, temos um
absurdo, portanto a, nao pode convergir.

Quando desejamos operar com sequéncias convergentes podemos utilizar as proprie-
dades do célculo do limite descritas no teorema a seguir.

TEOREMA 5.6: PROPRIEDADES DE SEQUENCIAS CONVERGENTES

Sejam (ay,,) e (b,) duas sequencias convergentes, entdo, valem as seguintes regras:

I. lim(a, + b,) = lima,, + lim b, Regra da soma

2. lim(a, — b,) = lima, — lim b, Regra da diferenca

3. lim(ka,) = klima,, VkeR Regra da multiplicacao por escalar
4. lim(ay, b,) = (lima,)(lim b,,) Regra do produto

a, lim a,,

b, limb,

(@

lim b,, #£ 0 Regra do quociente

Demonstracao

Sejam A = lima, e B = limb,. Dado ¢ > 0, existem Ny, Ny € N tais que
la, — A| <<¢/2 sen> Nye |b,— Bl <¢/2 sen > Ns.

Entao tomando N = max(Ny, Vo), segue, pela desigualdade triangular, que
€

225.

an +ba = (A+ B)| < lan — Al + | — Bl < 5 +

de onde, temos lim(a,, + b,) = lim a,, + lim b,,.

As demais demonstracoes sao equivalentes e deixadas como exercicio. Compare, em
um livro de Calculo I, com a demonstracao das propriedades equivalentes para limites
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de funcoes reais.

A seguir apresentamos alguns exemplos de como as propriedades do Teorema 5.6
podem ser usadas para calcular o limite de sequéncias que sao definidas como
combinagoes de sequéncias convergentes.

EXEMPLO 5.2.10: Sendo 0 < a < 1, calcule o limite da sequéncia —5a"

lim —5a" = —5lima" = —-5-0=0.
EXEMPLO 5.2.11: Sendo 0 < a < 1, calcule o limite da sequéncia 10 + a"

lim(10 + a") = 10 + lima" = 10+ 0 = 10.

EXEMPLO 5.2.12: Sendo 0 < a < 1, calcule o limite da sequéncia i

. —Lfan + 7 . —14fa’
lm| —— | =lim | ——
1+ 5/ar a"+5
el Tlim(e™) |
~ lim(e®)+5 5

Uma técnica para calcular o limite de uma sequéncia recursiva, (a,), que sabemos ser
convergente, é usar o fato que as sequéncias (a,) e (a,+1) convergem para 0 mesmo
valor. O exemplo a seguir ilustra essa técnica.

ExXEMPLO 5.2.13: Calcule o limite da sequéncia convergente definida pela
relacao de recorréncia

6
1+a,

ap = 2, An+1 =

Como sabemos que a sequéncia converge podemos escrever

lim a, = L e lim a,.1 = L.
n—oo n—oo
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Agora podemos aplicar as propriedades de limite na expressao para a, 1

! 5 6 6
im a,,1 = lim = . ;
Eilhe i 14+a, 1+Ilima,

Substituindo os limites por L temos uma equacao algébrica

1N §)
1+ L

L(1+L) =6,
I’+L—-6=0.

Usando a formula de Bhaskara

_ —bEtVbB—dac  -1£+v25 -1+5

L ;
2a 2 2
temos
IR N ! I 4
2 2 2 2

Encontramos dois candidatos para L os valores —3 e 2, porém, o limite é inico.
O segundo candidato surge no momento que elevamos as expressoes ao quadrado,
mas uma das alternativas precisa ser descartada. Qual alternativa deve ser
descartada depende do valor dado para o primeiro termo a;. Observamos que
com a; = 2, portanto, os valores de a, nunca sao negativos. Entao o limite da
sequéncia é 2.

A Figura 5.4 nos mostra as formas como uma sequéncia diverge. Entre esses casos, 0s
dois primeiros, onde a sequéncia diverge para mais ou menos infinito, merecem uma
atencao especial, pois, mesmo que a sequeéncia seja divergente, é possivel realizar
alguns cdlculos com ela. Para isso vamos definir com precisao o que significa divergir
para o infinito.

DEFINICAO 5.7: DIVERGENCIA AO INFINITO

Dizemos que a sequéncia (a,) diverge para o infinito se para cada nimero M
dado, existe N € N tal que se n > N, entao a, > M. Quando isso ocorre,
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escreverinos

lim a,, = o0 ou a, — 00 ou lima, = co.
n—od

Analogamente, se para cada numero real m existir N € N tal que se n > N,
a, < m, entao diremos que a sequéncia diverge para menos infinito e escrevemos

lim a,, = —o0 ou a, —> —00 ou lima, = —00.
n—oo
an
o0 o @
[

o

M ° = e o 0
[ ]
[ o .
[ ] ° [ ~ ®
®
[ 4
® L g *
[ ]
[ ] ._'
N n

Figura 5.5: Ilustracao da divergencia para o infinito de sequéncias
numeéricas.

A Figura 5.5 apresenta uma sequéncia (a,) que diverge para infinito positivo. Isso
significa que para qualquer valor M que escolhermos, nao importa o quao grande
ele seja, sempre vai existir um indice N a partir do qual todos os valores de a,, sao
maiores do que M.

EXEMPLO 5.2.14: Mostre que a sequéncia a, = n®, diverge ao infinito para
todo a > 0.

Dado qualquer nimero M, podemos supor sem perda de generalidade que
M >0,

n>M < n>M"
Agora basta escolher N = M"*, de modo que se n > N, segue que a, = n® > M.
Da mesma forma que toda subsequéncia by de uma sequéncia convergente, a,,, converge

para o limite de a,, toda subsequéncia c; de uma sequéncia d,,, que diverge para o
infinito precisa também divergir para o infinito.
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Exercicios Secao 5.2

1) Responda as questoes.
a) O que é uma sequéncia?

b) O que significa dizer que lim a, =57

n—oo

c) O que significa dizer que lim a, =07
n—oo

d) O que é uma sequéncia convergente? Dé dois

exemplos.

e) O que é uma sequéncia divergente? Dé dois
exemplos.

2) [resp] Dada a férmula para o n-ésimo termo,
a,, de uma sequéncia (a,), encontre os valores de
ai, g, Az € Aay.

1—n

ay =

-~
3) Dada a férmula para o n-ésimo termo a,,
encontre os valores dos quatro primeiros termos
da sequéncia (ay,).

1 3n
n — f n —
a) an = ) =T en
(_1)n+1 _1n
D) =Gt 8 a2+ n)

Lo ()

2n+1
2" —1
2n

e) a,=

4) [resp] Dada um ou dois termos iniciais de uma
sequéncia, bem como uma féormula de recursao
para os termos remanescentes. Escreva os dez
termos iniciais da sequéncia.

na,
n+1

a; = —2 Any1 =
5) Dada a relacao de recorréncia e os valores
iniciais necessérios da sequéncia (a,), calcule
seus cinco primeiros termos.

1 2
O
b) a3 =1 i1 =
) @ s n+1
c) a; =2 O 0_1)n+192

2

d) ag=a=1 Unto = Ani1 + ap
an+1

e) a1 =2,a3=—-1 apio=
ap,

6) [resp] Encontre uma férmula para o n-ésimo
termo da sequéncia dos quadrados dos inteiros
positivos menos 1

(0,3,8,15,24, ...)

7) Encontre uma férmula explicita para o
n-ésimo termo de cada sequéncia.

a) Numeros 1 alternando o sinal

(1,-1,1,-1,...)

b) Quadrados dos inteiros positivos alternando
0s sinais

(1,-4,9,—16,25,...)

c) Poténcias de 2 divididas por multiplos de 3

1 2 22 28
912157187

d) Inteiros comegando com —3

(-3,-2,-1,0,1,...)

e) Um inteiro positivo impar sim um nao

(1,5,9,13,17,...)

1

Y ) PR

=
O =

1
757

W —

1,_1,1, 1
3’9 27’

OH°|>—n S~

( --)

i) (,8,11 14,17,...)

1 16 25
2’ 5060
(10 ~1,0,1,0,—1,0,...)

8) ‘resp| A sequéncia (a,) converge ou diverge?
Encontre seu limite se for convergente.

a, =1+ (-1)"
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9) [resp] A sequéncia (a,) converge ou diverge?
Encontre seu limite se for convergente.

iy = (—1)" (1 - %)

10) [resp] Método de Newton: As seguintes
sequéncias vém da férmula recursiva para o
método de Newton,

_ f(zn)
Tpy1 = Tp — f/(fEn)

As sequéncias convergem? Em caso afirmativo,
para qual valor? Em cada caso, comece
identificando a funcao f que gera a sequéncia.

2—-2 m, 1

= 17 n — dn — =S o qp —
8) o R T b By
tg(xn) -1
b =1 n —dn T T 5N
) Zo ) Intl x SeC2(l'n)
c) xo=1, xpy1=x,—1

11) [resp| Verifique se a sequéncia é convergente,
caso seja calcule seu limite.

8) an=2+01)" f) g ="
1) n?2+5n+6
n+(—=1)"
b) a, = ——— n?—2n+1
n ) e =t
) 1—92n n—1
c) a, =
1+2n ) a4, = 1—n?
2n+1 " 70 — 4n?
d) a,=——
1—-3yn i) a,=14(-1)"
) 1 — 5n*
e) a, = ———
n* + 8n3

D =10 (1-7)

5.3 Sequencias e Funcgoes

12) Verifique se a sequéncia converge ou nao e
calcule o limite das sequéncias convergentes.

(_1)n+1 3+ 5n2
a) a, = ——— ) a, =
2n — 1 n -+ n?
1\" n3
b Ay = - = n —
) ( 2) 8) n+1
1 3n+2
C) a’n - (0,9)" h) an - 5TL
d) a,=1- (0,2)” ) (2n — 1)!
1) a, = —=
n3 (2n 4 1)!
e) a, =
n3+1

13) [resp| Assuma que a sequéncia converge e
encontre seu limite.

72
=92 - =
2) @ Ot 1+ a,
a, + 6
b) a1 = —1 Ap41 = . I
c) ap =—4 api1 = V8 + 2a,
d) a; =0 ani1 = V8 + 2a,
e) a3 =5 (pi1 = VDay,
f) a1 = ani1 = 12 — \/a,
1 1 1
2, 242, 2+ 2
&) 2 211 2+ 5

h) V1, 1+V1, \1+y1+V1, ...

Nessa secao apresentamos alguns resultados relacionando o calculo de limites de

sequencias com propriedades de algumas fungoes. O primeiro resultado nos informa
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quando podemos trocar a ordem do calculo do limite e a avaliacao da funcao em
situacoes como essa

lim f(a,) = f (lim an) :

n—oo n—oo

O segundo nos diz que podemos trocar o calculo do limite de sequéncias pelo calculo
do limite de funcoes, o que nos permite utilizar as técnicas estudadas no Célculo I.

TEOREMA 5.8: TEOREMA DA FUNCAO CONTINUA

Se a, é uma sequéncia numérica real convergente, a, — L, e f: D CR —- R é
uma funcgao continua em L € D, entao

flan) = f(L).

Demonstragao

Seja € > 0, como f é continua em L, existe 6 > 0 tal que
z—-Ll <o = |f(z)-fL)<e.

Como a, — L, temos que existe N € N tal que
la, — L] < ¢ para todo n > N.

Entao, para todo n > N temos que |f(a,) — f(L)| < €, ou seja,

flan) = f(L).

A Figura 5.6 ilustra a aplicacao do Teorema 5.8 para as sequéncias b, = f(a,) e
¢, = g(a,) onde a sequéncia (a,) e dada por

(="

b5

Ap = ) n=1,2,3,...

que converge para L = 0, e as fungoes f e g sao

{COS(.CIZ) r <0

sen(z) x>0

f(x) = sen(z), g(x) =

No gréfico 5.6a observamos que b, também converge para zero, mas no grafico 5.6b
a sequéncia ¢, oscila indefinidamente entre zero e 1.
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1 -
bn = flan)
N\
_ Qnp 77'\ - Qnp, 77'\
-1 -1
(a) Fungao é continua em L = 0. (b) Funcao é descontinua em L = 0.

Figura 5.6: Ilustracao do Teorema da Funcao Continua.

EXEMPLO 5.3.1: Verificar que se 0 < a < 1 entao limcos(a") =1.

Para ver isso basta lembrar que lima,, = 0 e que a funcao cosseno é continua
em zero. Portanto,

lim cos(a") = cos (lima") = cos(0) = 1.

O proximo teorema é bastante natural, mas uma regra da Matematica é nunca
acreditar em um resultado antes de demonstra-lo. Nao importa o quao natural e
aparentemente obvio ele pareca ser.

TEOREMA 5.9: SEQUENCIA DEFINIDA POR FUNCAO

Se f é uma funcao real definida para todo x > ng, para algum ng € N, e a,, é
uma sequencia tal que

a, = f(n) para todo n > ny,
entao

lim f(x)=L = lima,=1L.

T—00 n—oo

Uma consequéncia desse ultimo teorema é que, em caso de indeterminacao, podemos
aplicar a Regra de [L’Hopital para calcular o limite de sequéncias que “concordam”
com alguma funcao real. Os proximos exemplos aplicam essa técnica.
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1 - 5nt
EXEMPLO 5.3.2: Mostre que lim f

I AT
n* + 8n3

A funcao
1—5z*
fl@) = z* + 823

esta definida para todo x > 0 e a sequéncia

4
fn) =

" nd 4 8n3

para todo n > 0. Assim podemos usar Teorema 5.9 e aplicar a regra de L’Hopital
para calcular o limite desejado

! 1 — 52* ) —2023
hm —_—
z—oo T4 4+ 83  z—00 413 + 2422

—6022

= 1 N e e B
Jourol 1222 + 48x
—120x
= lim ————
r—oo 24x + 48
12
= lim ——O = -5
x—o00 24

ExXEMPLO 5.3.3: Verifique se a sequéncia a,, =

n
= <1 — —2> converge, se sim,
n
calcule o limite.
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Essa é uma indeterminacao do tipo 1°°, portando devemos aplicar o logaritmo
natural para obter

In(a,) =nln <1 = i) _In (11/—71 1/n?)

)
A ultima expressao é uma indeterminagao do tipo 9/, entao, aplicando a regra
de L’Hopital, segue que

limIn(a,) = lim

1 2
1—1/2 23
= lim [ &
T—00 —1/;52
[ — 22
= hm 3—
r—o00 T — 1
[ —4x
= hm — T
r—o0o 312 — 1
—4
= lim — =0.
:r,l—>nolo ox

Como a funcao e* é continua em 0, podemos usar o Teorema da Funcao

Continua 5.8, de modo que
lim a,, = lim (™) = eliminas) — g0 — 1

A figura a seguir mostra os graficos da fungao e da sequéncia.

f(x)

Observe que o teorema vale apenas em um sentido, se a sequéncia converge, nao

= 4 A >
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podemos concluir nada sobre a funcao. Assim como, se a funcao nao convergir nao
podemos concluir nada sobre a sequéncia. O préximo exemplo ilustra esse caso.

EXEMPLO 5.3.4: Comparacao entre a sequéncia a, = 0, com n € N e a funcao

f(z) = sen(mx), com x € R.

Primeiro observamos que vale a igualdade

an = f(n)
pois, para todo n inteiro

f(n) =sen(mn) =0.
Analisando a sequéncia, concluimos que ela é convergente pois todos os seus

termos sao iguais a zero

lim a, = lim 0 =0.
n—oo n—o0

Entretanto, a funcao f oscila entre —1 e 1 quando tentamos calcular seu limite

para o infinito nos reais

lim f(z) = lim sen(nx) nao existe.
T—00 T—00

A figura a seguir mostra os graficos da fungao e da sequéncia.

f(x)

1l
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Exercicios Secao 5.3

1) Use o Teorema da Fungao Continua para a) a,=e’ g) a, = cos (2)
mostrar que n
b) e ( 2nm )
Qa =
. T 1 " 1+8n) In(n)
— —_ = an =
a) nh—>r2<> sen (2 = n> 1 ) In(2n)
) a, = n+1
1 C n — ] en + e—n
b) limln(l+—]=0 S D) tn=——
n—00 4n 7’L2 en — 1
n41/an d) a,= N/ _ arctg(n)
c) lim tgh (T) =N " " ) an= n
n—o0 5—10/5n ) ( 2n ) )
e) a, =ex —n2e "
2) Verifique se a sequéncia converge ou nao e P n+ 2 k) an =n’e

calcule o limite das sequéncias convergentes. (n) 1) a, =In(n+1)—In(n)
a, = cos | -

5.4 Sequencias Limitadas

Em muitas aplicacoes precisamos determinar se uma sequéncia é convergente ou nao,
mas nao precisamos calcular explicitamente seu limite. Muitos métodos numéricos
ou computacionais entram nessa categoria. Nos proximos capitulos vamos usar a
existencia do limite de sequéncias para analisar a convergéncia de séries, nestes
casos também nao precisaremos determinar o valor do limite. Dessa forma, nesta
secao apresentamos algumas propriedades de sequéncias que podem nos ajudar a
determinar sua convergéencia sem precisarmos calcular seu limite.

A primeira propriedade que vamos definir é se uma sequéncia é limitada ou nao, isso
é, se os seus termos podem divergir para o infinito ou nao. Note que no Calculo I
esse mesmo conceito é definido para funcoes reais.

DEFINIGAO 5.10: SEQUENCIAS LIMITADAS
Dizemos que uma sequéncia numérica real (a,) é:
Limitada Inferiormente se existe m € R tal que m < a,, para todo n € N;

Limitada Superiormente se existe M € R tal que a, < M para todo n € N;

Limitada se é limitada superiormente e inferiormente,
ou seja, existem M e m tais que m < a,, < M.

= 4 A D>
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Um cuidado especial precisa ser tomado aqui, estamos usando a palavra limite
em dois sentidos diferentes. Quando falamos do limite de uma sequencia estamos
tratando da sua convergeéncia, isso €, queremos saber se a,, — L. Porém, quando
falamos de sequencias limitadas estamos nos referindo a barreiras que os termos da
sequéncia jamais ultrapassam, m < a, < M. A Figura 5.7 ilustra os casos descritos
na Definicao 5.10.

an [ ] an an

# n ) i n

(a) Sequéncia limitada (b) Sequéncia limitada (¢) Sequéncia limitada.
inferiormente. superiormente.

Figura 5.7: Tlustragao das sequéncias limitadas.

Note que, mesmo que a Definicao 5.10 exija que as desigualdades valham para todos
os termos da sequéncia, n € N, em muitos casos basta que a relagao seja verdadeira
apenas a partir de um determinado indice n > N € N.

Uma foma alternativa de descrever uma sequéncia limitada é impor a condicao
la,| < A,

nesse caso M = Aem = —A.

Outra propriedade que vamos definir depende dos termos da sequéncia serem sempre
maiores ou menores do que o seu antecessor. Também existe uma definicao equivalente
para funcoes reais, estudada no Calculo I. Pesquise as semelhancas e diferencas das
definicoes em cada caso.

DEFINICAO 5.11: SEQUENCIAS CRESCENTES E DECRESCENTES

4

Uma sequéncia (a,) é:

Crescente  se a, < a,41 para todon € N;
Decrescente  se a, > a,+1 para todon € N;

Monotona  se € crescente ou decrescente, também chamada de monotonica.
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Note que a definicao de sequéncia crescente nao exige que um termo seja estritamente
maior do que o anterior, permitindo que ele seja igual. O equivalente vale para
as sequéncias decrescentes. Dessa forma, pela definicao, uma sequéncia constante
é crescente e decrescente ao mesmo tempo. Uma nomenclatura mais precisa seria
sequencia ‘“nao decrescente” ou “nao crescente”, porém, esses nomes nao sao comu-
mente usados nos livros de Célculo. A Figura 5.8 apresenta uma sequéncia crescente
e uma decrescente, ambas sao monotonas.

Qn Qn

n

(a) Sequéncia crescente. (b) Sequéncia decrescente.

Figura 5.8: Tlustracao das sequéncias crescentes e decrescentes.

Usando as duas defini¢oes anteriores podemos apresentar o seguinte teorema que
pode nos ajudar a determinar se uma sequéncia é convergente sem precisar calcular
seu limite.

TEOREMA 5.12: CONVERGENCIA DA SEQUENCIA MONOTONA

Se uma sequéncia € limitada e mondtona entao ela é convergente.

Para demonstrar esse resultado sera necessario utilizar o infimo de um subconjunto
dos reais, para os detalhes sobre o infimo veja Definicao A.1.

Demonstracao
Vamos considerar o caso que a, é decrescente, ou seja,
ap > Qg 203 2> G4 2> -
Seja L o maior valor tal que a,, > L, ou seja, o infimo dos termos da sequéncia

L = inf(a,), n=123,...

Como L é o maior valor satisfazendo essa propriedade, para qualquer € > 0
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existe IV tal que
ay < L +¢.

Como a sequencia é decrescente, para todo n > N, a, < ay, entao
a, < L+ ¢,

para todo n > N. Como a, > L segue diretamente que
a, > L —¢.

Assim,

L—es<a,<L+c¢ portanto a, — L.

Note que os valores iniciais da sequéncia nao influenciam na sua convergéncia. Assim
basta que ela seja limitada e mondtona a partir de algum indice N, isso é, basta que
ela seja limitada e mondtona para todo n > N.

O teorema a seguir explicita a propriedade de que as sequéncias convergentes sempre
sao limitadas.

TEOREMA 5.13: SEQUENCIA CONVERGENTE E LIMITADA

Toda sequeéncia convergente é limitada.

Demonstracao

Tome uma sequéncia convergente a,, — L. Como ela é convergente podemos
escolher um ¢ e sabemos que existe N tal que, para todo n > N, temos que
|z, — L| < €, ou seja,

e—L<ax,<e+ L

Como a lista de termos a,, com n < N ¢ finita ela possui um minimo e um
maximo

my = min(a,) ¢ M; = max(a,)
n<N n<N
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Definindo

m = min(my,e — L) e M = max(M, e+ L)
Concluimos que, para todo n € N,

m<a, <M

e portanto a, ¢ limitada.

Os tultimos teoremas sao uteis para verificar se uma dada sequéncia é ou nao conver-
gente, como ilustrado nos exemplos a seguir.

EXEMPLO 5.4.1: Verifique a convergéncia das sequéncias

(an) = (1,2,3,...,7,...)
(bp) = (—2,—4,—6,...,—2n,...)
(o) = (1,3,5,....,2n—1,...)
(dy) = (=1,4,-9,...,(=1)"n?,...)

Observamos que nenhuma das sequéncias ¢ limitada, assim pelo Teorema 5.13
nenhuma pode ser convergente.

EXEMPLO 5.4.2: Verifique a convergéncia da sequéncia a,, = p" para p > 1.

Como p > 1, a sequéncia a, = p" é monotonica crescente, mas nao ¢é limitada,
portanto nao é convergente.

EXEMPLO 5.4.3: Verifique a convergencia da sequéncia a,, = p" para 0 < p < 1.
Como 0 < p < 1, a sequéncia a, = p" é monotonica decrescente e limitada,

portanto é convergente.

EXEMPLO 5.4.4: Para 0 < p < 1, verifique a convergéencia da sequéencia

<1, 1+ p, 1+p—|—p2, s Zpk, ) :
k=0
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Como p > 0, a sequéncia claramente é crescente.

Vamos verificar que a sequéncia ¢é limitada. Note que o n-ésimo termo dessa
sequéncia tem a forma

an=1+p+p°+---+p".

Multiplicando por p, temos

pan =p+p* -+ ptth

Subtraindo as expressoes temos

ap — pan = 1_pn+17

ou seja,

1 — pn+1

A= -7

n+1 n+1

Como 0 < p < 1 sabemos que 0 < p < 1 e portanto 1 — p < 1, portanto

1
—a’

an <

ou seja, a, ¢ limitada, sendo assim, a,, ¢ uma sequéncia convergente.

Exercicios Secao 5.4

n oan
1) Suponha que que (a,) é uma sequéncia b) a, = 2 ?
decrescente e que todos os termos estao entre os ik
numeros 5 e 8. Explique por que a sequéncia tem 2 1
um limite. O que vocé pode dizer sobre o valor ¢) an=2- n o
do limite?

4) Determine se a sequéncia dada é crescente,
2) [resp|] Determine se a sequéncia decrescente ou nao mondtona. Verifique se a
sequéncia é limitada.

— (2n + 3)!

" (1) a) a, = (-2)"" e) ap=mne"
. . L e 2 n
¢ monotonica e se ¢ limitada. b) a, = f) an=—

2n+5 n*+1
3) Determine se cada sequéncia é monotonica e o — 3 1
se ¢ limitada c) an= 3+ 4 g) ap=n+ -
_3n+1 .

a) an=-—+ d) a,=(-1)"n
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5) Considere a sequéncia (a,) definida como

alz\/E an+1:\/2+an

a) Mostre por indugao que (a,) é crescente.

b) Mostre que ela é limitada superiormente
por 3.

c) Aplique o Teorema da Sequencia Monétona
para mostrar que (a,) é convergente.

d) Calcule o limite de (ay,).

6) Mostre que a sequéncia

1
an+1:3—a—
n

a; = 1
é crescente e a, < 3 para todo n. Verifique se
(ay) é convergente e se for calcule seu limite.
7) Mostre que a sequéncia

1

3—a,

a; =2 Upy1 =
é decrescente e satisfaz 0 < a,, < 3 para todo n.
Verifique se (a,) é convergente e se for calcule
seu limite.

H.5  Teorema do Confronto

O Teorema do Confronto é um resultado que nos permite obter o limite de uma

sequéncia pela andlise de sequéncias outras mais simples, ou ja conhecidas, como

descrito no teorema a seguir.

TEOREMA 5.14: TEOREMA DO CONFRONTO PARA SEQUENCIAS

Sejam (ay,), (b,) e (c,) sequéncias de nimeros reais tais que, para n € N,

a, <b, <g¢,.

Se as sequéncias (a,) e (¢,) convergem para um mesmo limite L

lima, =lime¢, = L
entao a sequeéncia b, é convergente e

limb, = L.

Demonstracao

Como

lima, =limc¢, = L,
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dado € > 0, existe N € N, por exemplo, N = max(Ny, Ny), onde N; e Ny sao
associados as sequéncias a,, € ¢,, tal que, para todon > N

la, — L| < ¢ e e, — L < e,
ou seja,
—e+L<a,<e+ L e —e+L<c,<e+ L,

mas como a, < b, < ¢,, segue que
—e+L <a, <b, <¢, <e+1L.

Dai seque que —¢ < b, — L < €, ou seja |b, — L| < €, o que implica que b, — L.

A Figura 5.9 ilustra o Teorema do Confronto 5.14, no caso onde sabemos que a, € ¢,
convergem para L e que a, < b, < ¢,, portanto podemos concluir que b,, — L.

Figura 5.9: Ilustracao do Teorema do Confronto com a, < b, < c,.

O proximo exemplo mostra uma aplicacao do Teorema do Confronto para calcular o
limite de uma sequeéncia.

(_1)n+1

ExeEmMPLO 5.5.1: Calcule o limite da sequéncia a,, = o 1
n 4

Note que

-1 (_1)n+1 1
< < ]
2n—1"7 2n—1 — 2n—1
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Como

segue, pelo Teorema do Confronto, que

(_1)n+1

— =0.
2n — 1

lim

Analisando a sequéncia do exemplo anterior observamos que ela é o produto de uma
sequencia limitada
. n+1
a, = (—1)
por uma sequéncia que converge para zero

b, = Y2n-1)

e concluimos que ela converge para zero. Esse fato é verdade, como apresentado pelo
corolario a seguir.

COROLARIO 5.15: SEQUENCIA QUE CONVERGE PARA ZERO

Se a, é uma sequeéncia limitada
la,| < M

para todo n € N e algum nimero M > 0 e b, uma sequéncia que converge para
ZEero

limb, =0
entao

lima,b, =0.

O préximo exemplo utiliza esse resultado para calcular o limite de uma sequéncia.

ExEMPLO 5.5.2: Calcular o limite de e

n
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L 1 , . cosn
Uma vez que cosn ¢ limitada e — — 0 podemos concluir que lim =0.
n n
Exercicios Secao 5.5
, Ao - (-1 1tn cos?(n)
1) [resp|] A sequéncia (a,) converge ou diverge? a) a, = ) an =
Encontre seu limite se for convergente. n? +1 2n
" —1)" n3 d) a, =2"cos(nm
= A (ED) %) @2= 3<+2)2n+1 | "
n="——— n n 9
- o) a, = sen(2n)

2) Verifique se a sequéncia converge ou nao e
calcule o limite das sequéncias convergentes.

5.6 Revisao

14+ +/n

1) Determine quais sequéncias sdo convergentes
e quais sao divergentes. Calcule o limite das
sequéncias convergentes.

L=l
) a + -
1—-(—1)"
b) an:—( )
vn
1-—-2"
c) a,= =

2
f) a, = sen(nn)
In (n?
¢) a, = (n*)
n
b a, = In(2n + 1)
n
1
) a, = n + In(n)
n
In (2n3 + 1
i) an= ( )
n

W = - Z!l)'

2) Considere as sequéncias
a, = 1n 1+ ﬁ e bn = ﬁ

a) Enuncie a defini¢ao de convergéncia de uma
sequéncia e use essa definicao para mostrar que
b, — 0.
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Dica: See >0 en > 1/\/c entdo /n? < €.

a
b) Mostre que a,, — 0 e que b—n — 1.
n

3) Defina divergéncia ao infinito (lima, = o).

Mostre, usando essa definicao, que se

lima,, = oo, entao lim — = 0.
Qn,

4) Considere as sequéncias

il 1 1 1/(Inn)
¢ on nlnn  © (n)

Verifique se as sequéncias a,, b, € ¢, convergem
ou divergem. Calcule o limite no(s) caso(s) em
que converge.

5) Expresse a dizima periddica
0,23 = 0,232323232... como a razao de dois
numeros inteiros.

6) Qual frase a seguir é verdadeira e qual é
falsa? Prove a verdadeira e dé um contra
exemplo para a falsa.

a) Toda sequéncia convergente é limitada.
b) Toda sequéncia limitada é convergente.
7) Considerando as sequéncias
(n!)? 1 1
= Cpr == ——
" 2yn+ n

161

mostre que

)

n

b —1 =
n b,

DN | —

a, — 0 —

8) Mostre que 1 =0,9 =0,999...

9) Verifique se a sequéncia converge ou nao e
calcule o limite das sequéncias convergentes.

a) a, = V2t

) 6= o (%)
) s (122)

d) a,=In(2n*+1) —In(n®+1)

(ln(n))2

e) a, =

n!
h =
) an 2n
(=3)"
i) a, = o
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6.1 Definicao. . . . . . . . . . e e 162
6.2 Propriedades . . . . ... 175
6.3 Teste de Divergéncia . . . . . . . . . . .. .o 180
6.4 Teste da Integral . . . . . . . . .. . 185
6.5 Teste da Comparacao . . . . . . . . . . . . . 200
6.6 Testeda Razao . . . . .. .. .. .. . 208
6.7 Testeda Raiz . . . . . . . . .. 214
6.8 Série Alternada e Teste de Leibniz . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 218
6.9 Convergéncia Absoluta e Condicional . . . . . ... ... ... ........ 225
6.10 Revisao . . . . . . . . e 230

6.1 Definicao

Séries sao somas com um numero infinito de termos. As primeiras questoes que
precisamos responder é o que exatamente isso significa e quando essa soma faz sentido.
Para isso vamos utilizar as ideias construidas no estudo das sequéncias numéricas.
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DEFINICAO 6.1: SERIE NUMERICA

Série Numérica é a soma dos infinitos termos de uma sequéncia numérica, (a,),

00
Zan:al-l—ag—i—ag—i--'-

n=1

Cada termo a,, ¢ chamado de Termo Geral da série.

Para determinarmos se essa soma faz sentido precisamos construir um critério de
convergencia, para isso, vamos construir outra sequéncia numérica associada a série.

DEFINICAO 6.2: SEQUENCIA DE SOMAS PARCIAIS

Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais, sua Sequéncia de Somas Parciais é
definida como

Sn:a1+a2+'--+an:2ak.
k=1

Podemos agora definir a convergéncia das séries numéricas usando a definicao da
convergencia das sequéncias numéricas.

DEFINICAO 6.3: CONVERGENCIA DE UMA SERIE

Dada uma série numérica

00
P
k=1

dizemos que ela converge para um numero real L quando sua sequéncia de
somas parciais (.5,) converge para L, isso é, S,, — L. Nesse caso podemos
escrever

iak =L
k=1

e dizemos que L é a Soma da Série.

No caso em que a sequéncia de somas parciais diverge, dizemos que a série diverge.
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Quando é evidente que os indices da série variam de 1 até oo, podemos usar apenas
a notacao

3 an.

Entretanto, muitas vezes as séries comecam com indices diferentes de 1, nesses casos
os indices precisam ser explicitados, por exemplo

00 00
E ap ou E an .
n=0 n=-—1

Para ilustrar os conceitos envolvendo séries infinitas apresentados, vamos explorar a
série

o0
1
DL
n=1
Essa série é interessante pois podemos interpretd-la geometricamente com facilidade.
Note que os primeiros termos da sequéncia que queremos somar sao

1 1 1 1 1

9 CL2:Z, a3=§, a4:ﬁ’ a5:3—2.

a; =
Podemos imaginar que cada termo ¢ a area de um retangulo e queremos encontrar a
area da figura formada pela uniao de todos esses retangulos. A Figura 6.1 ilustra
geometricamente os cinco primeiros termos da sequéncia de somas parciais dessa
série e sua soma. O proximo exemplo efetua os calculos para mostrar que a série

realmente converge e que sua soma ¢é igual a 1.

EXEMPLO 6.1.1: Calcular a soma os termos da sequéncia aj, = T

Queremos calcular a soma da série
(0. 9]
1
D5
n=1

O gréfico a seguir ilustra a soma dessa série, cada retangulo tem base igual a
um e altura igual ao termo correspondente da série a,,.
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=1

Figura 6.1: Tlustracao das somas parciais da série Z o

n=1

az

asz

as
i A 9 a7 | as

1 2 3 4 5 6 7 8 9 "

Para analisarmos se a série converge e qual seria o valor da sua soma, vamos
construir a sequéncia de somas parciais dessa série:

1
S1=a 257
1 1
S: —_— — E—
9 = ai + a 2‘|‘4,
S3 = + as + —1+1+1
3 =4a; ~az—ras 9T 1Ty
Sy = + as + asg + —1—|—1—|-1+1
4 =01 T a2 T as CL4—2 4 3 16"

O proéximo grafico mostra os primeiros termos da sequéncia de somas parciais.

Il
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1,0 > ® ° ° ° °

0,5 |- °

Podemos observar nos graficos que, como esperado, a série converge para
um. Porém, nao podemos ficar dependentes da evidencia grafica, que muitas
vezes € enganosa. Precisamos verificar rigorosamente esse resultado. Para isso
precisamos identificar a formula geral para cada soma parcial. Esse é um ponto
onde alguns livros escrevem “é facil ver que” para nao serem forcados a escrever
“apos muita dor e sofrimento descobrimos que”

1 1 1 1

Si=1—= So=1—- S3=1—- Sy=1——.

1 9 ) 2 A y 3 8 ) 4 16

Observando o padrao podemos escrever uma conjectura sobre como a férmula
geral deve ser

1
Agora precisamos verificar se ela é verdadeira para todos os valores de n € N.
Uma técnica para fazer essa demonstragao é utilizar a Inducao Finita, veja a
Secao A.3. Para isso precisamos primeiro mostrar que a formula vale para n = 1.
Depois assumimos que ela vale para um n qualquer e, partido dessa hipotese,

mostrarmos que ela vale para o proximo, n + 1.

A demostracao que a férmula vale para n = 1 pode ser feita por mera avaliacao.
Vamos agora assumir que a féormula vale para um valor qualquer n = k — 1

1

Sk—lzl_Fa

(6.1)

queremos mostrar que isso implica que ela também vale para o préximo n = k.
Comegamos calculando Sy,

1
Sk:Skfl‘i‘ak:Skfl‘*’?a

substituindo a hipdtese de indugao (6.1) temos

1 1
Sk:l_F—F?
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2 1
=l-ta:
1

_1 ﬁ)

que é a férmula que desejamos demonstrar.

Tendo uma expressao explicita para os termos da sequéncia de somas parciais,
podemos calcular seu limite e determinar a soma da série.

lim-S;=Him (1 — i)
n—00 AL

1

=lim1 — lim —
2n
=110 =11,
Portanto, a série converge e podemos escrever

=1

n=1

Codigo Python para ilustrar algumas séries e suas somas

parciais.

Exemplos de Séries

Apresentamos agora alguns exemplos de séries numéricas importantes. A série
geométrica e a telescopica sao exemplos para os quais podemos calcular a soma da
série com relativa facilidade. Além dessas duas séries, também apresentaremos nessa
secao as séries do inverso do quadrado e inverso do fatorial.
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DEFINICAO 6.4: SERIE GEOMETRICA

Sejam « e r ntimeros reais com « # 0, uma série com a forma

e}
Zar”_l:a+ozr+ozfr2+ar3+---+ozfr”_1+---

n=1

é chamada de Série Geométrica.

No ensino béasico a sequéncia dos termos dessa série é chamada de Progressao
Geométrica. Esse é um exemplo especialmente importante pois conseguimos verificar
sua convergencia e calcular sua soma com relativa facilidade.

PROPOSICAO 6.5: CONVERGENCIA DA SERIE GEOMETRICA

A série geométrica converge se |r| < 1 e diverge se |r| > 1.

No caso em que a série converge, isso €, se |r| < 1 a soma da série é dada por

- n—1 __ &
; o' = —. (6.2)

Demonstracao

A sequéncia de somas parciais da série geométrica é

Sp = Z ar® 1.
k=1
Subtraindo r.5,, de S,,, obtemos
Sp(l=7r)=S8,—rS5,

n n
= g art™! — g art
k=1 k=1

=(a+ar+- - +ar" ) —(ar+--+ar" ! +ar"
( )= (

=a—ar".
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Temos entao que

_04(1—7“”)
S —

Como r" — 0 se |r| < 1e |r"| = oo se |r| > 1, segue que

o
1—7r

S, —

se |r| < 1e S, diverge se |r| > 1.

Observe que na demonstracao todas as manipulacoes algébricas aconteceram com as
somas parciais, que sao somas finitas e nao envolvem limites. S6 depois de obtermos
uma expressao explicita para S,, é que fizemos n tender para o infinito e calculamos
o limite.

Ao aplicar a proposicao acima, cuidado com os indices, por exemplo, a série

0.0}
Z br"
n=1
também é uma série geométrica, mas a proposicao nao pode ser aplicada diretamente.

Primeiro precisamos reescrever a série de modo que os indices sejam compativeis
com os da proposicao. Nesse caso,

0 0
Z br'" = Z brr" 1
n=1 n=1
Entao podemos tomar o = br e se |r| < 1 teremos que

o0 , b
Zbr :1jr'

n=1

(0. ¢]

2n+1
57?,

n=1

EXEMPLO 6.1.2: Verifique a convergéncia da série
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Essa série pode ser reescrita da seguinte maneira
S1(2)”
c~ 5\

Entao é uma série geométrica com o = 4/5 e r = 2/5. Como |r| = 2/5 < 1, segue
do critério de convergéncia da série geométrica que

f: ks i 4k 4

Bn 1-—2k 35 3

n=1

EXEMPLO 6.1.3: Escreva a dizima periédica 0,d = 0,ddddd ... (onde d # 0 é

um digito) como a razao de dois nimeros.

IRRAE IRREAY.
0.dddddd. .. — =
’ 10 " (10 " (10) "

e ENNLATRENA
10 10 = (10)2

d o (1)”‘1
10 <~ \ 10
d 1

:E(l—l/l())
d (1

= in (a)

d

= 15"

Note que o resultado obtido nesse exemplo mostra que 0,999999... é igual a 1.

DEFINICAO 6.6: SERIE TELESCOPICA

Dizemos que uma série € telescopica se todos os termos, exceto o primeiro e o
ultimo, da n-ésima soma parcial se anulam.

Essa definicao e seu uso para calcular o limite de uma série sao melhor explicados
com a utilizagao de um exemplo.
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o0

EXEMPLO 6.1.4: Encontre a soma da série Z

n=1

i 1
n+1 2n+3°

Eiscrevendo os primeiros temos dessa série percebemos que eles se anulam quando

somados

1 1 1 1

alz — :———’
2-1+1 2-1+3 315

1 1 1 1

az = = = =1,
2-24+1 2-2+3 A [T

1 1 1 1

as — — = = — —.
2-3+1 2-3+3 7 9

Assim, expandindo os termos da série e cancelando a segunda fracao de um
termo com a primeira do termo seguinte temos

Sp.=a1+as+ -+ ap

_11+11+11++1 1
~\3 5 5 7 7 9 2k +1 2k +3

1 1

T3 9% 4+3°

Dessa forma,

2 1 1 1
Do = lim 5 kzzz(g 2k+3> 3

n=1

= 4
EXEMPLO 6.1.5: Encontre a soma da série Z (4 3)(4 1) .
n — n

n=1

Primeiro escrevemos o termo geral em somas parciais

4 A - B
(4n —3)(4n+1) 4n—3 4dn+1°

Entao, A(4n+1) + B(4n —3) = 4. Assim, paran =1 e n = 2, temos o seguinte

|l
A
>
v



Séries Numéricas 172

sistema
5A+ B=4
{ 9A+5B =4
Resolvendo, temos A =1 e B = —1, ou seja,
4 1 1
an 1=

(dn—3)dn—+1) 4n—3 dn+1

Escrevendo agora os primeiros temos da série:

| 1 o

O A 3 A T T 15
IREEEE] BN
= 29-3 4241 5 9
| 1 T

as = L i

4-3-3 4-3+1 9 13

Assim, expandindo os termos da série e cancelando a segunda fracao de um
termo com a primeira do termo seguinte temos

G i) B R ) aA Y . ——
2] 5 5 9 4k —3 4dk+1

il 1
4k +1
Dessa forma,
= 4
= lim .55 =1
2 n—3)dn+1) koo "

n=1

Dada uma sequéncia (x,) qualquer, podemos construir uma série »_ a,, cujo termo
geral é dado por

ap = 21, Qp+1 = Tp+l — Tp
para todo n € N. Entao a sequéncia de somas parciais é dada por

Sp=a1+az+---+an
:.CL‘1—|—(CL’2—$1)—|—($3—$2)+"‘—|—($n—$n_1)

::/Unc
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Assim, se a sequéncia (x,) converge para L, a série > a, também converge para L.

Por outro lado, se a sequéncia (x,) diverge, a série também diverge. Essa é uma

forma de construir uma infinidade de séries telescopicas.

Apresentamos a seguir as Séries do Inverso do Quadrado e do Inverso do Fatorial e
suas somas.

DEFINICAO 6.7: SERIE DO INVERSO DO QUADRADO

A série

— 1 2
2—2 = ~ 1,649

é conhecida como Série do Inverso do Quadrado.

DEFINICAO 6.8: SERIE DO INVERSO DO FATORIAL
A série
(0.9}

> LR 2,7183

n!
n=0

é chamada de Série do Inverso do Fatorial.

Para calcular as somas dessas séries precisamos de resultados que serao apresentados
mais a frente neste capitulo. Vamos mostrar que a Série do Inverso do Quadrado

Converge no Exemplo 6.4.1 e calculamos seu valor na subsegao sobre o problema de
Basileia 9.6. A verificagao da convergéncia da Série do Inverso do Fatorial esta no

Exemplo 6.4.2 e o calculo da sua soma ¢ feito no Exemplo 8.2.4.

Exercicios Secao 6.1

1)

Sn

Escreva as quatro primeiras somas parciais 2) Escreva a série como um somatdrio.
a) 1+34+5+7+9+11+4---
b) 2—4+6—-8+10—12+---

da série.

> (1) n c) » 27"

n=

Z g d) Z In(n)

n=0

[y

)
2 4

79
c) 3+ -+—-+<

d) 1+0,1+0,01+ 0,001+ 0,0001+4 ---

3) [resp|] Encontre a férmula para a n-ésima

>
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8) Encontre uma férmula para a n-ésima soma
parcial de cada série e use-a para determinar se a

soma parcial da série

9 n 9 n 9 n 9
100 ~ 1002 ~ 1003 100

use-a para encontrar a soma da série se ela
convergir.

4) Encontre a férmula para a n-ésima soma
parcial de cada série e use-a para encontrar a
soma da série se ela convergir.

no kL

DI =l = L = ML gac .
a) LR b iR
1 1 1 (1)1
1l— 4+ - 4.4 7 ...
b) Sy Rl R A =
c) 1—24+4—8+---4 (=) 12n ...
1 1 1
d
) 73t at1s"
+ ! +
(n+1)-(n+2)
5 5 5 5
e) + + +

T amrl)

5) [resp| Escreva os primeiros termos da série
para mostrar como a série comega. Entao,
calcule a soma da série.

[e] _1)
$CD

n=0

6) Escreva os primeiros termos de cada série
para mostrar como a série comeca. Entao,
calcule a soma da série.

2 3 QY-

- ) > (%)
>

série converge ou diverge. Se a série converge,
encontre sua soma.

PICEIT)
b) i(lnﬁ—lnﬂ)

) > (ta(n) —tg(n—1))

9 % () - (7))

n=1

e) i(\/n+4—\/n+3>

n=1

9) Calcule a soma da série telescépica

53 on + 1
2 2
“—~ n*(n+1)

10) Considere a série geométrica

>
n—10
n=10 10( )

a) Rearranje os indices da série geométrica
oo

acima para que ela fique na forma g ar" e

n=1
identifique a e r.

b) Encontre o limite da série caso ela convirja.

11) Escreva os primeiros termos das séries
geométricas e encontre o e r. Em seguida
determine para quais valores de x temos que
|r] < 1 e calcule a soma de série.

) 7 a) Y (-1)ra"
C - n=
4n ‘
n=1 00
n,.2n
7) [resp| Encontre uma férmula para a n-ésima b) Z(_1> &
soma parcial da série e use-a para determinar se =0
a série converge ou diverge. Se a série converge, > x—1\"
encontre a soma. ) Z 3 2
n=0
53 1 1 o0
~\n n+ 1 d) Z% 2"
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e) Z(—l)”m’% h) Zsen"(z)
D S (-1 + 1) ) S (In()”
9 > (-3) @

6.2 Propriedades

Nessa secao apresentamos algumas propriedades das séries que podemos utilizar ao
fazermos manipulacoes algébricas.

TEOREMA 6.9: LINEARIDADE DAS SERIES

Se g a, € g b, sao séries convergentes e ¢ € R, entao

n=1 n=1 n=1
00 00 00

23 (an =)= an =D b,
n=1 n=1 n=1

o0 (o]
3. E ca, = C E Ay, .

/1 (=1
ExXEMPLO 6.2.1: Calcular a soma da série Z (5 + ( 5n> > .
n=0

Observe que a série que queremos calcular é a soma, termo a termo de duas
séries geométricas. Além disso, as razoes das séries geométricas sao |12| < 1 e
| = 1/5| < 1. Entao, podemos usar a regra da soma de séries e a férmula da soma
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da série geométrica.

2+ 5) -2 2E)

n=0

T=Iht I e

Note que, nesse exemplo, o indice comec¢ou em zero e nao em 1. O inicio da série
nao tem influéncia na convergéncia, mas pode mudar o valor da soma da série.

oo
1 1 1
EXEMPLO 6.2.2: Calcular a soma da série Z [ — —
/ n+1
n=1 \/ﬁ n+ 1 4
= 1
Observe que a série Z yrEs) converge, pois é uma série geométrica com r =
n=1

1/4 < 1, além disso,

> (G -71)

n=1
é uma série telescopica com a sequencia de somas parciais dada por

1
vn+1

Temos entao que

— 1.

So=1h—

|l
A
>
v



Séries Numéricas 177

A hipétese de que Y a, e > b, sao séries convergentes é importante, por exemplo,
se considerarmos as duas séries divergentes

Z(_l)n e Z(_l)n—s—l

observamos que

Z [(_1)” + (—1)n+1] =0 Z(_l)n 4 Z(_l)n_H

Manipulando Indices e Termos

Primeiro vamos destacar uma caracteristica do calculo do limite de uma série, nao
importa o valor dos primeiros termos, n < N, pois a existéncia do limite s6 depende
do que acontece no “final” da série. Assim quando formos verificar a convergéncia
sempre que for conveniente podemos ignorar o inicio da série. Nao se esqueca que isso
s6 vale para determinar a convergeéncia, o valor da soma, se existir, provavelmente
sera alterado. O teorema a seguir formaliza essa afirmacao.

TEOREMA 6.10: VERIFICANDO A CONVERGENCIA

Ao verificarmos a convergéncia de uma série basta analisar a soma dos termos a
partir de um indice N, isso é, se a série

an

NE

i
=

for convergente, ou divergente, entao a série

an

NE

S
Il
o

tera a mesma propriedade.

Podemos construir novas séries a partir de uma série dada, por exemplo, adicionando
ou retirando termos. Note que mudar a ordem dos termos de uma série cria outra
série. Se a mudanca ¢ feita em uma quantidade finita de termos a nova série mantém
a convergencia ou divergéncia da série original. Porém, se infinitos termos forem
alterados sera necessario analisar separadamente a convergéncia da nova série.

= 4 A D>
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Se a série
0
D an
n=0

converge, entao a série onde removemos, k > 0, ou incluimos termos, k < 0,

ian keZ

também converge, desde que os temos adicionais estejam bem definidos. Se a série
original divergir entao a nova série também diverge. Note que no caso de convergencia,
se k # 0 o limite é alterado. De fato, se L é o limite da série original, no caso onde
removemos termos, k > 0, temos que

NE
NE

an=> a,— (a1 +---+ar1)=L—(a1+ - +ag) .

S
Il
o~
|
o

n

Enquanto que, quando acrescentando termos, £ < 0, temos que

NE
NE

an=Y an+(ax+---+a_))=L+(ar+ - +a_).

i
o~
3
|
o

PROPOSICAO 6.11: ALTERANDO 0S TERMOS DE UMA SERIE

Adicionar, retirar ou permutar um niimero finito de termos em uma série, nao
altera o fato da série convergir ou divergir.

Porém, pode alterar o valor da soma da série, caso ele exista.

: L .1 1
EXEMPLO 6.2.3: Verifique a convergéncia da série on -
n=—3
A série
= 1
o
n=0
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converge, pois é uma série geométrica com r = /2. Portanto, a série

e.¢]

1
o

n=-—3

também converge. Além disso,

— 1 1
_:23 22 21 [
D =TT 4> o
n=-—3 n=0
—84dy2s
I 1—1/
=14+ 2
= 16.

PROPOSICAO 6.12: REINDEXANDO UMA SERIE

Alterar o indice inicial de uma série da seguinte maneira

oo

Zanziank VkeZ
=0 n=~k

n

nao altera a convergencia ou a soma da série, caso ela exista.

Note que, quando k£ < 0, estamos iniciando a série com indices menores do que zero.
Por outro lado, se k > 0, estamos comecando a série com indices positivos. Claro
que esse tipo de mudanca nos indices também podem ser feitas em séries indexadas
a partir de n # 0. De forma geral temos

Note que nao ¢é necessario decorar essa férmula, basta fazer um mudanca de variaveis.

O
EXEMPLO 6.2.4: Reescreva a série Z

n=1

5

——— indexando-a a partir de —1.
n(n+1)
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Como n comecga em 1 e queremos indexar a partir de —1, basta introduzir um
novo indice m =n — 2, entaon =m+2em = —1,...,00. Assim, a série
indexada a partir de —1 é

Zn g (m +2) m+3)'

n=1 m=—

EXEMPLO 6.2.5: Reindexe a série do exemplo anterior a partir 20.

Para indexar a partir de 20, queremos que m = 20 corresponda a n = 1, ou
seja, quando m = 20 devemos ter m+a=n=1em+b=n+ 1= 2. Assim
os valores de a e b devem ser —19 e —18. Concluimos que a nova série é escrita

- 5 - 5
;n(nﬂ) :m;o (m — 19)(m — 18)

Exercicios Secao 6.2

1) Calcule a soma da série. b) i (i _ i)
2n 3n
< /5 1 =0
a) Z — 4+ — 0

6.3 Teste de Divergencia

A partir desse ponto comecamos a construir um conjunto de ferramentas que nos
ajudam a decidir se uma série converge ou nao. Note que, por enquanto, nao estamos
preocupados com a soma da série, queremos apenas saber se a soma existe. O
primeiro desses resultados, que chamamos de Teste de Divergencia ou Teste do
Termo Geral, nos ajuda a identificar muitas séries que nao podem ser convergentes
com relativa facilidade . Dessa forma, sempre o aplicamos primeiro para descartar
rapidamente essas séries. O teorema a seguir é o principal resultado que nos permite
construir o teste da divergencia.
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TEOREMA 6.13: LIMITE DO TERMO GERAL

o0
Se a série g a, € convergente a, tende para zero.

n=1

Demonstracao
Como a série é convergente, a sequéncia de somas parciais .5, é convergente, ou
seja,

lim S, =1limS,,_1 = L

observando que S,, — S,,—1 = a,, concluirmos que

lima, = lim(S, — S,.1)=L—-L=0.
O teste de divergéncia é uma consequéncia direta desse teorema.

TEOREMA 6.14: TESTE DE DIVERGENCIA

oo

Se a sequéncia a, nao converge para zero, entao a série E a, diverge.

n=1

Uma forma para provar que uma série diverge é mostrar que o seu termo geral a,, ou
converge para um limite diferente de zero ou diverge. Mas tome cuidado, isso nao
quer dizer que toda série que diverge satisfaz a propriedade que o termo geral nao
converge para zero, ou, analogamente, nao é verdade que toda série cujo termo geral
converge para zero ¢ uma série convergente. Os proximos exemplos ilustram o uso
desse teste em algumas séries especificas.

00
EXEMPLO 6.3.1: Mostrar que a série Zar”‘l diverge quando |r| > 1.

n=1

A série geométrica

oo
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diverge quando |r| > 1, pois, nesse caso, ar™ ! ndo converge para zero. Verifica-
mos isso observando que se r =1

ar — a # 0
enquanto que, se |r| > 1 our = —1, ar"! diverge.
o0 n
EXEMPLO 6.3.2: Verificar a convergeéncia da série Z (\/5)
n=0

n

o0
n n
A série Z (\/5) diverge, uma vez que lim (\/§> — 00 pois V2> 1.
n=0
o0
EXEMPLO 6.3.3: Verificar a convergéencia da série Z cos(n)
n=0
Essa série diverge, pois lim cos(nm) nao existe, ja que
cos(nm) = (—=1)"
que alterna entre —1 e 1.
e n"
EXEMPLO 6.3.4: Verificar a convergéncia da série Z =
“—~ nl
= in? n"
A série Z — diverge, pois lim ol oo . De fato, note que, se n > 2,
n=1 I

———

n—1 fatores
Entao, multiplicando ambos os lados por n
nn

nn! <n" = n<—
n!
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n?’l

Como n — 00, seque que — > 00.
n!

EXEMPLO 6.3.5: Verificar a convergéncia da série Z In <2 71 1> )
n

n=1

= n
A séri g 1 di '
série 2 n (2n = 1) iverge, pois

1
lim In s — In (lim —2" = In=- # 0.
2n+1 2n+1 2

A seguir apresentamos um exemplo classico de uma série cujo termo geral converge

para zero mas a série diverge. Primeiro vamos apresentar a defini¢cao dessa série e
em seguida verificamos que ela é divergente.

DEFINICAO 6.15: SERIE HARMONICA

o

1
A SCI‘IC H‘&I‘IHOHIC‘(} € a S€rie E —.
n

n=1

EXEMPLO 6.3.6: Verificar a convergéncia da série harmonica.

Para ver que essa série diverge, observe que

1 1
Snzl f— o o o g
2 +2+ +2n

—1+1 +1 + 1+1+1+1 4.4 L & -+1
il 2 4 5 6 7 8 on—1 41 on

NE AT A iR AL I ar AR REC A AN RS SC AT EE L
2 ' \3 4 8 '8 8 8 on "

W

:1+1+g+%+.”+2n*1
2 4 8 2%

1 n

= +§—>OO.
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Portanto a série diverge, mesmo que /n — 0.

Exercicios Secao 6.3

1) [resp|] A série converge ou diverge? Justifique i)
sua resposta.

] — > 1
DIDDE

— Inn e
2) [resp] Use o teste do n-ésimo termo para =N
divergéncia para mostrar que a série é divergente k) Z 3n

ou afirmar que o teste nao é conclusivo.

5! 1503

n+2 n+3) n=1

n=1

. & n‘
3) [resp| Verifique se a série é convergente, caso ) Z

seja calcule seu limite. i
2 % (%) o

b) g}(\@" ) gznzgn

) S SPaE=t.

d) ;( 1) o) nio;ln (nil)
e) > cos(nm 5 iln (znzl)

n=0
o) n=0
g Y e -
n=0 t) ne
o0 1 n=0 @
h In{ —
2 (x)
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6.4 'Teste da Integral

Nesta secao e nas proximas vamos apresentar alguns testes que podem ser utilizados
para verificar se séries com termos nao-negativos sao convergentes. Comecamos
definindo esse caso particular de séries.

DEFINICAO 6.16: SERIE cOM TERMOS NAO NEGATIVOS

Uma série Y a, onde todos os termos da sequéncia a,, sd0 nao negativos, isso é,

a, >0 Vn

é chamada de Série de Termos Nao Negativos.

Note que se quisermos estudar uma série com ternos nao positivos a,, < 0 podemos
remover todos os sinais negativos e estudar a série de termos nao negativos corres-
pondente. Uma das razoes para comecarmos o estudo da convergéencia das séries por
esse caso particular é que podemos usar o Teorema da Sequéncia Monotonica 5.12
na sequeéncia das somas parciais o que produz o seguinte corolario.

COROLARIO 6.17: CONVERGENCIA DE SERIE cOM TERMOS NAO NEGATIVOS

Uma série > a, de Termos Nao Negativos, a, > 0, é convergente se, e somente
se, sua sequéncia de somas parciais é uma sequéncia limitada.

Demonstracao

Basta ver que a sequéncia de somas parciais é crescente, ja que a sequéncia do
termo geral é nao negativa. Assim, .S,, é monotonica e portanto convergente.
Por outro lado, se a série é convergente, entao a sequéncia S,, é convergente e,
portanto, limitada.

Os préximos exemplos ilustram o uso desse resultado. No inicio do Capitulo definimos
a Série do Inverso do Quadrado (Definigao 6.7) e apresentamos sua soma sem
demonstracao, vamos agora mostrar que ela converge.
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EXEMPLO 6.4.1: Mostre que a Série do Inverso do Quadrado é convergente.

Verificamos facilmente que todos os termos sao positivos e construimos a sequén-
cia de somas parciais

n

1 IEEREEREET) 1
SN E Lyl e B L
;ki’ g TR o e

Comecamos manipulando .S,

Sn:1_|_1_{_1_|_i_|_i_|_..._|_i
4 9 16 25 n?
B At P
2:2 3-3 4-4 5-5 nn
S Eancmmnsl SERE SRR ASRSRARSERE
NG/ MmVBR M ET BRI R (n—1)n
=140,

onde o0, sao todos os termos exceto o primeiro

AT R T T T T
RS2 243 11314 T AS (n—1Dn

n

1
(k— 1k’

k=2
ou seja, 0, € a sequéncia de somas parciais da série com termos

1
(k— Dk

ap —

Decompondo a; em fragoes parciais

1 1
ap = ——— — —
k—1 k
verificamos que essa é uma Série Telescopica e portanto podemos calcular seu
limite

o = lim o,
n—oo
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=J£202(———)

X 1 1
:hm oy A A |
n—oo \ 2 —1 n

1

=l liml 1 = —

n—00 n
=1

Retornando a S,,, para todo n > 2 podemos escrever
S, <1+0,
calculando o limite nos dois lados da desigualdade verificamos que
= 1
2T
ou seja, a série ¢ limitada. Portanto pelo Corolario 6.17 ela é convergente.

Vamos também mostrar que a Série do Inverso do Fatorial 6.8 é convergente.

EXEMPLO 6.4.2: Mostre que a Série do Inverso do Fatorial é convergente.

Também nesse caso é facil verificar que os termos da série sao todos positivos e
comecamos manipulando suas somas parciais

n

1

k=0
:1—|—1—|—1—|— 1 + 1 + 1 ke 1
273.2" 4-3.2"5-4-3-2 n-(n—1)---3-2
<1—|—1—|—1+ ! + ! + : —|—"'+;
U202 [ 121D [ [2 4222 2:2---2-2
R SR RS RN
DT 221 2% 2¢ 27

Observe que, removendo o primeiro termo, a ultima expressao é a n-ésima soma
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parcial da série geométrica com o =1 e r =1/,

1 1 1 1 1

n=1
I e M o

cuja soma €

1 1
o = i = :—:2

l—r 1-=1H 1h

Retornando a S,,, temos que, para todo n > 2 vale a seguinte desigualdade
S, <14+o0,.
Calculando o limite dos dois lados da desigualdade verificamos que
> <
n!
n=0

Como a série s6 tem termos nao negativos e ¢ limitada, usamos o Corolario 6.17
para concluir que a série é convergente.

N-1 N N+1 N+3 N+5 N+7

(a) Construindo os retangulos a direita a série é maior do que a integral.

N-1 N N-+1 N+3 N+5 N+7

(b) Construindo os retangulos a esquerda a série é menor do que a integral.

Figura 6.2: Tlustracao do teste da integral.
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Vamos agora apresentar o teste da integral que compara a soma da série com a
Integral Imprépria ?? de uma funcao f. Porém, antes de apresentar esse resultado,
vamos explorar as ideias envolvidas analisando a Figura 6.2. Estamos assumindo
que, pelo menos a partir de algum ponto n > N, os termos da série sejam dados
pela funcao, a, = f(n), e que a fungado é continua e decrescente para x > N. Vamos
representar os termos da série por retangulos de largura um e altura a,,, que podem
ser construidos a direita ou a esquerda do ponto z = n. Como f é decrescente, se
os retangulos estao na direita como no Grafico 6.2a, a area do retangulo é maior do
que a integral de f em cada intervalo [n,n + 1]. Enquanto que, se desenharmos o
retangulo a esquerda como no Grafico 6.2b, a integral serd maior do que a area do
retangulo. O proximo teorema usa essas relagoes para associar a convergencia da
integral impropria com a existéncia da soma da série.

TEOREMA 6.18: TESTE DA INTEGRAL

Seja a, uma sequencia tal que para todo n > N, onde N é um numero natural,
a, > 0. Seja f uma funcao continua, positiva e decrescente para x > N,
satisfazendo f(n) = a,, para todo n > N. Entao, a série

(0]

n=N

converge se, e somente se, a integral

| it

converge.

Demonstracao

Prova da Ida

Vamos mostrar primeiro que a convergéncia da série garante a convergencia da
integral. Seja n > N e considere a parti¢ao do intervalo [V, n] dada por

[N,N+1JUIN+1,N+2]U---U[n—1,n].

Como cada intervalo tem comprimento igual a 1, a funcao f é decrescente e
estamos considerando os retangulos a direita do ponto x = n, segue que a soma
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parcial
SNn-1=an +ant1+ -+ ap_1

nos da um limite superior para area abaixo do grafico da funcao f dentro do
intervalo [N, n], isso é,

/nf(a:) dr < Syp-1-
N

Como a série converge a sequéncia de somas parciais Sy,—1 converge para

4

algum valor L. Além disso, como a, é nao negativo a sequéncia Sy,_1 €
crescente, entao para todo n > N

In:/an(x)deL,

ou seja, a sequéncia [,, é uma sequencia limitada, além disso como f é positiva
I,, é crescente e podemos concluir que a sequéncia I,, é convergente e portanto
a integral imprépria

/Noof(x) dx

é convergente.
Verificando a Volta

Agora mostraremos que se a integral converge a série também converge. Para
isso vamos construir os retangulos que representam os termos da série a esquerda

do ponto x = n, nesse caso a soma parcial correspondente ao intervalo [N, n| é
dada por

SNtin = aNt1+ani2+ -+ ay.

Usando novamente o fato que a funcao é decrescente, essa soma parcial nos da
um limite inferior para a integral, ou seja

SN+1,n§/ f(x)dx.
N
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Somando ay dos dois lados temos que

SN,n =an + SN+1,n < apy +/ f($) dx .
N

Como a funcao f é positiva e a integral imprépria é convergente

(0. ¢]
/ f(x)dx =L
N
temos, para todo n > N, que
SN,n S L.
Como aj é nao negativo e a série é limitada usando o Corolario 6.17 concluimos

que a série é convergente.

Note que também podemos reescrever a tese do teorema acima como: a série
o
D an
n=N

diverge se, e somente se, a integral

/Noof(x)dx

diverge. O proximo exemplo aplica essa versao do teorema.

* dx

EXEMPLO 6.4.3: Verificar a convergéncia da integral / —.
1 X

Verificamos que a Série Harmonica
0.}
>
n
n=1

diverge, assim, pela observacao acima, podemos concluir que a integral

/md_w
1 i

também diverge.
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E importante destacar que o valor a integral nao ¢ uma boa aproximacao para a
soma da série. Podemos observar isso na Figura 6.3 comparando a area sob o grafico
da funcao f(x) = 272 entre os pontos n e n + 1 que é data pela integral

]_/n+1d$_ 1
") 22 n24n

com os termos da série

1

n2

a/n:

representados pelos retangulos.

1,0 -

—_
1 A 4 — — % P

1 3 ) 7 9

&4

Figura 6.3: Comparacgao do valor da integral com a soma da série,
mostrando que a integral nao é uma boa aproximacao para a soma.

A tabela a seguir reproduz a mesma comparacao apresentando os valores numéricos
dos sete primeiros termos e sua soma. Note que os termos sao significativamente
diferentes no inicio e s6 comecam a se aproximar posteriormente. Note também que
o erro acumulado no inicio nunca é compensado nao importando o ntimero de termos
somado.
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S Ot o W NN =3

7

Soma

B
1,000
0,250
0,111
0,062
0,040
0,028
0,020
1,512

I,
0,500
0,167
0,083
0,050
0,033
0,024
0,018
0,875

a, — I,
0,500
0,083
0,028
0,012
0,007
0,004
0,003
0,637

193

Mais a frente vamos apresentar o Teorema 6.22, que nos mostra como podemos usar

o valor da integral para obter estimativas de erro para a aproximacao da soma da

série por suas somas parciais.

Podemos agora utilizar o Teste da Integral para verificar a convergéncia de uma

classe importante de séries, que chamamos de Serie p. Primeiro apresentamos a

definicao dessas séries e depois aplicamos o teste para verificar em quais condicoes

elas convergem.

DEFINIGAO 6.19: SERIE p

Uma série com a forma E — é chamada de Série p ou p-série.,
n

(©.9]

=l

Essas séries sao importantes pois existe uma forma simples para verificar quando

elas sao convergentes. O proximo resultado apresenta esse critério.

PROPOSIGAO 6.20: CONVERGENCIA DA SERIE p

Uma série p converge se p > 1 e diverge se p < 1.

Demonstracao

Quando p = 1 temos a série harmonica que diverge, como ja vimos.



Séries Numéricas 194

Suponha entao que p # 1, nesse caso temos

* dz ARk
/ — = lim
1 xP b—oo —p =+ 1 1
1 , 1
=1t (1) .

Quando p > 1 temos que p — 1 > 0, entao

li ! =0
b b1

Assim, da equacao (6.3) temos que a integral converge e

/oodx_ 1
1 I’p—p—l

Concluimos entao que para p > 1 a série p converge. Quando p < 1 temos que
p—1 <0, entao

li L
1m
b—oo bp—l

diverge, portanto a integral diverge e consequentemente a série também.

x
: NN 1
EXEMPLO 6.4.4: Verifique a convergéncia série Z 71
n=1 N
—~ 1
A série g nao é um série p, mas como n> + 1 > n?, segue que
n?+1

n

1 1
0<Zk2+1<2ﬁ VneN.

k=1 k=1

Entretanto, pela Proposicao 6.20, temos que a série p

1
28

n=1
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converge, pois p = 2 > 1. Dessa forma a sequéncia de somas parciais

2Tl
Sp=> ——
;k%tl

é limitada, e como os termos da série sao nao negativos, usamos o Corolario 6.17
para verificar que a série converge.

Estimativa de Erro

Para analisarmos o erro cometido ao aproximarmos a soma de uma série S por uma
soma parcial S,, vamos definir o erro ou resto da série.

DEFINICAO 6.21: RESTO DA SERIE

Dada uma série convergente, cuja soma € S

S:iak
k=1

podemos usar suas somas parciais

n

Sn:Zak

k=1

como aproximacoes para S. Ao fazermos isso estamos cometendo um erro igual
ao Resto da Série, isso €, o erro é igual a todos os termos que nao foram somados

(0.0]

R,=S-8,= > a.

k=n+1

Quando verificamos que uma série € convergente pelo teste da integral podemos obter
também estimativas para o erro cometido ao aproximarmos a soma da série por uma
das suas somas parciais. Observe os graficos da Figura 6.4 que indicam o resto da
série, R,, apds calcularmos a n-ésima soma parcial, .S,,. No Grafico 6.4a os retangulos
com area aj, estao desenhados a direita do ponto x = k e podemos perceber que

R, > /nif(x)dx.
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n—1 n n+1 n+3 n+5 n+7 n+9

(a) Construindo os retangulos a direita a série é maior do que a integral.

\\\

n—1 n n+1 n+3 n+5 n+7 n+9

(b) Construindo os retangulos a esquerda a série ¢ menor do que a integral.

Figura 6.4: Estimativa do erro pelo testo da integral.

Fazendo a mesma comparacao no Grafico 6.4b, onde os retangulos estao a esquerda,
vemos que

Rn</noof(x)dx.

Note a mudancga no inicio do intervalo de integracao. Temos assim limites inferior
e superior para o erro cometido ao aproximarmos a soma da série por uma soma
parcial. O préximo teorema formaliza esse resultado.

TEOREMA 6.22: ESTIMATIVA DE ERRO

Seja a; uma sequencia tal que ap > 0, para todo £ > N, onde N é um numero
natural. Seja f uma funcao continua, positiva e decrescente para x > N,
satisfazendo f(k) = ax, para todo k > N. Suponha que a série com termos ay

|l
A
>
v



Séries Numéricas 197

converge para S, isso é,

iak = S
k=1

entao o resto

satisfaz
/ flz)dr < R, < / f(z)dx.
n+1 n

Consequentemente,

s+ [ fa)de < S < Sn+/oof(x)dx.

n+1 N

Demonstracao

A demonstragao é parecida com a demonstragao do Teorema 6.18. Basta reparar
que R, é uma aproximacao por baixo da integral

/noof(x) dx

ja que representa a soma de retangulos de base 1 e altura ay = f(k), para
k=n+1,n+2,... Por outro lado, R,, ¢ uma aproximacao por cima da integral

/n:f(x) dx

A dltima desigualdade segue somando S, na desigualdade anterior e usando
que

ity = 8 = 80

EXEMPLO 6.4.5: Sabemos que a série

m
>
n2
n=1
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converge, pois ¢ uma série p, com p = 2. Descubra n tal que o resto R, da

aproximacao .5, seja menor que 0,01.

Sabemos que o Teste da Integral pode ser aplicado, pois

Assim, pelo Teorema 6.22,

1
n-+1

<R.<>.
n

Para garantir que R, < 0,01 impomos que

1
— < 0,01
mn

isolando n optemos n > 100. Concluimos entao que a aproximacao Sip tem

um erro menor do que 0,01.

Exercicios Secao 6.4

1) [resp| Use o teste da integral para determinar
se a série

o0

1
n2
n=1 n
converge ou diverge. Certifique-se de que as
condicoes do teste da integral sejam satisfeitas.

2) [resp| Use o teste da integral para determinar
se a série converge ou diverge. Certifique-se de
que as condicoes do teste da integral sejam
satisfeitas.

o0

n
Zn2+4

n=1

3) Use o teste da integral para determinar se
cada série converge ou diverge. Certifique-se de
que as condicoes do teste da integral sejam
satisfeitas.

1 > In (n?)
b) ;n2+4 £ ; n
¢) Zn—i—4 e) 2162/3
0o o 0o n— 4
d) ;GQ b) ;n2—2n+1

4) [resp| A série
o
> e
n=1
converge ou diverge? Justifique sua resposta.

5) Verifique se cada série converge ou diverge?
Justifique sua resposta.
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o0 1 o0 n
a) Y 1o N2
n=1 n=1
00 ) 00 5n
b k
) ; n+1 ) ; dn+ 3
c) ]
nZ:; n -+ 1 ) — n + 1
) Y7 m > ot
no1 VT £ 2n —1
e) i__Q 2, on
“nyn n) ; ]
=1
f) —— - 1
8n
n=1 °) ; vn(yn+1)
=, -8
g) — <. Vn
n
n=1 p) % ln(n)

) ilnin) o
0 iln(n) <1 >
— Vn

6) Verifique se cada série converge ou diverge?
Justifique sua resposta.

199

o0

8 arctg(n)
h) Z 1+n?
n=1

L N

Y ; n2+1

j) Z senh(n)
n=1

k) Z sech?(n)

In*(n) — 1

)

n=3 In(n)

7) Determine para quais valores de a cada série
converge.

b) > 1 2
= n—1 n—+1

8) [resp] Quantos termos da série convergente

00

>
1,1

n=1 n

devem ser utilizados para estimar seu valor com
erro de no maximo 0,000 017

9) Quantos termos da série convergente
>—
“— n(In n)’

devem ser utilizados para estimar seu valor com
erro de no maximo 0,017

10) Calcule a soma da série com a precisao
solicitada.

a) Y % 0,01

n=1

=l
b) Zn2+4 0’1
n=1
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6.5 Teste da Comparacao

Nessa secao apresentamos um resultado que nos permite comparar séries conhecidas
com séries que queremos analisar, o Teste da Comparacao. Existem duas versoes
desse teste o Teste da Comparacao apresentado no teorema a seguir e o Teste da
Comparacao no Limite apresentado no Teorema 6.24.

TEOREMA 6.23: TESTE DA COMPARACAO

Sejam
o0 o0
Z a, e Z by,
n=N n=N

séries tais que a, > 0 e b, > 0. Suponha que para algum N,
ap < by, Vn > N

entao,

o (0.9]
1. se E b, converge, entao E a, converge;

n=N n=N
(©.9] (0.9]
2. se E a, diverge, entao E b, diverge.
n=N n=N
Demonstracao
Parte 1
Como

temos que
k=N k=N
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Somando by + by + - -+ + by_1 de ambos os lados, obtemos
by+by+---+bya+ > ap <> b=B, Yn>=N.
k=N k=1

O termo B,, do lado direito da desigualdade acima, é a sequéncia de somas
parciais da série Y b,, como essa série converge e b, > 0 (ou seja a B, é
crescente), segue que

n 0
Ogbl+b2+-~-+bN,1+Zak§Zbk:B Yn > N,
k=N k=1
ou seja, a sequencia
n
bi+by+ by i+ > a
k=N

¢ limitada e crescente, pois a, > 0, portanto esta ¢ uma sequéncia convergente,
ou seja, a série

o0
bi+by+ - +byai+ > an
n=N

converge. Mas como ja discutimos anteriormente, adicionar e retirar um numero
finito determos em uma série nao muda sua natureza, de modo que podemos
retirar os termos by + by + - - - + by_1 e adicionar os termo a; +as + -+ -+ ay_1
e concluir que a série Y a,, é convergente.

Parte 2

Suponha por absurdo que > b, converge, entdo, pelo item anterior, segue que
> ay, converge. O que é um absurdo, pois por hipdtese Y a, diverge. Segue
que > b, diverge.

oo

EXEMPLO 6.5.1: Mostre que a série Z

converge.
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Veja que
n—1 n 1
nd+2 nt+2 ni42
n
—nt42
Hl 1
_n3—|—2/n
<1

Como a série
0.}
VRS
3
n
n=1
é uma série p com p = 3 > 1, ela é convergente. Assim, pelo teste de comparacao
a série
0.¢]
ey
n* + 2

n=1

também converge.

=8) n
EXEMPLO 6.5.2: Verifique a convergencia da série Z S
n=1 +
A série
(0.9] Sn
2" — 1
n=1

diverge, pois

34 3\"
> L
on— 1=\ 2
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e a série geométrica
o] n
> (3
2
n=1

diverge, pois |r| =32 > 1.

Apresentamos agora a segunda versao do teste da comparacao. nessa versao substi-
tuimos a necessidade de verificar se a,, < b,, ou a,, > b,, pelo calculo de um limite. Ao
aplicarmos o teste em uma série especifica podemos escolher a versao que necessitar

de calculos mais simples.

TEOREMA 6.24: TESTE DA COMPARACAO NO LIMITE

Sejam a,, > 0 e b, > 0, para todon > N, N € N.

(0] o0
. Qan ~
1. Se lim— = ¢ > 0 entao E a, converge se, € somente se, E b,
n
converge.
a (0.9] o
¢ . n ~
2. Se hmb— =0 e E b, converge, entao E a, converge.
" n=1 n=1
a (0] (0.9]
¢ . n . ~ o
3. Se hmb— =00 € g b, diverge, entao g a, diverge.
n
n=1 n=1

Demonstracao

Parte 1

A demonstracao da Parte 1 estd no Teorema 11 na Secao 10.4 no livro do
Thomas [70].

Parte 2
Para todo € > 0 existe N; € N, N; > N, tal que

@—o|§e Vn > N

n
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ou seja,
a, < b, Vn > Nj.

Assim, pelo teorema anterior, se Y eb,, converge, entao »  a, também converge,
mas é claro que Y b, converge, pois Y b, converge e £ é uma constante.

Parte 3

Para todo M > 0 dado, existe N; € N, Ny > N, tal que

%>M Vn > N,

ou seja,
a, > Mb, Vn > Nj.

Como Y b, diverge e M é constante, segue que Y _ Mb, também diverge. Pelo
teorema anterior, como »  Mb, diverge, segue que > a, também diverge.

o0 on
EXEMPLO 6.5.3: Verifi encia da séri |
erificar a convergencia da série ; 5L
A série
0 27’L
3 +4n
n=1

converge, pois tomando

2n
bn = — = —
gn - 2n
temos
an 4" 1
lim = = i — i =
T e eyl

Como a série

1
on
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converge, pois é uma série geométrica com |r| = 1/2 < 1, segue, usando o item 1
do teorema, que a série

também converge.

EXEMPLO 6.5.4: Use o fato que Inn cresce mais lentamente que n® para
qualquer constante positiva ¢ para provar a convergencia da série

f:l lnn

Para verificarmos que Inn cresce mais lentamente que n® para qualquer constante
positiva ¢ usamos a regra de L’Hopital para mostrar que
Inx

lim =0.
z—o00 ¢

Usando esse fato podemos escrever que para qualquer ¢ > 0 vale a desigualdade

(Inn)? ! n2 1

n3 n3 n3—2c’

Queremos agora escolher a constante c tal que a expressao do lado direito seja
o termo geral de uma série convergente. Observando que esses sao os termos
de uma série-p com p = 3 — 2¢, precisamos impor que 3 — 2¢ > 1 ou seja ¢ < 1,
escolhemos entdo ¢ =1/2. Dessa forma construimos uma série convergente com
termos

1 1

bn - —+ 5l
n3—2c n2

Podemos aplicar o Teste da Comparacao no Limite

2
lim =2 An — lim M
b, n
|
— 2lim —~
n
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1
=2lim—=0.
n

Pelo item 2 do Teorema 6.24, como
>
n2
n=1 f

converge, segue que a série em questao também converge.

= <2n+3

EXEMPLO 6.5.5: Verifique que série g = +4> diverge.
n
—1

2n + 3\" 91 13\
Com efeit doot | a, = NT A
om efeito, comparando o termo geral a (5n i 4) com (5 n 5n>

temos

1
Como S 0, pelo primeiro item do teorema, segue que o comportamento de
e

> a, é o mesmo de > b,, mas Y _ b, diverge, pois

2L T3N" 6
b=+ — L.
(5+5n> — e’ £

Para verificar as passagens desse exemplo, é possivel utilizar a expressao

li L ”_ lim | L '
im Y =exp | limIn Y :
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Exercicios Secao 6.5

1) [resp| Utilize o teste da comparagao para
determinar se a série converge ou diverge.

o0

Z cos’n
3/2

n=1 n

2) [resp| Utilize o teste da comparagao para
determinar se a série converge ou diverge.

[e.9]

n+4
nt+4

3) [resp| Aplicando os testes de convergéncia
verifique se a série numérica abaixo é convergente
ou divergente

[e.9]

1
;n—ki’)”

4) Utilize o teste da comparacao para
determinar se cada série converge ou diverge.

=] “n+2
2) Zn2+30 4 ;ﬁ—n

“n—1 =1
b) ;:44-2 ;S”n

Z\/ﬁ+1

e)
= 1
9 Z\/ﬁ—l f) n?+3

5) [resp] Utilize o teste da comparagao no limite
para determinar se a série converge ou diverge.

=1
2 n

Dica: compare no limite com »_ /n

n=1

6) [resp] A série converge ou diverge?
io: 5n® — 3n
“— n*(n —2)(n*+5)

7) Use o teste da comparagao no limite para
determinar se cada série é convergente ou
divergente.

> n—2

) D @ aTs

n=

=1
Dica: Compare com g —
n

n=1

o0

n+1
n?2+2

Dica: Compare com Z
\/_

9 ;(M%—l n—1) ;
= 7 = /2n+3
DI ;(5n+4)

= 1
g) E In (1+$)
n=1
Dica: C! EOO L
ica: Compare com > 2

8) Utilize qualquer método para determinar se a
série converge ou diverge.

1 - 1+cos 1+ cos(n)
Vg VX

n=1

n=1 n=1
= sen?(n) 2 n+1
) D> >
n=1 2 n=1 712\/5
> 10n 41
g >
— n(n+1)(n+2)
> M’ — 3n
h
) ; n?(n —2)(n?+5)
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9) Utilize qualquer método

t)

série converge ou diverge.

1
® 2 3y

n=1

b) i 3“—31n+ 1

n=1

. n+1 1
) Zn2+3n%

)

f)

para determinar se a

= 9P L G
3n _|_4n
n=1

0.6 Teste da Razao

g)

=1
2

208

n=2
1 1
Dica: mostre que — < para n > 2
n! = n(n—1)
2 (n—1)! =1
) m) ),
| n
— (n+2) — nyn
arctg(n) > 1
Z 1,1 n) tg _)
Z tgh(n) ) i coth(n)
2 0
n=1 " n=1 n2
sen [ — /n
Sen(3) >
io: arcsec(n)
13
n=1 n
S
f~142+3+--+n
>
14449+ +n?

Nessa secao apresentamos mais teste que pode ser aplicado a séries de termos positivos,
o Teste da Razao. Nesse teste estamos verificando se os termos da série caem com
velocidade suficiente calculando a razao entre um termo e seu antecessor.
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TEOREMA 6.25: TESTE DA RAZAO

o0
Seja Z a, uma série tal que a,, >0 e

n=1

. Ap+1
Lim

n—oo a,n

entao,

1. se p <1 a série converge;
2. se p>1oup=o00 a série diverge;

3. se p=1 o teste é inconclusivo.

Demonstracao

Parte 1

Como p < 1 podemos escolher € > 0 tal que p+¢ < 1, e como

g An+1
lim

n—oo a?’L

segue que existe NV € N tal que para todon > N

An+1
Qp

—p ' <e.

Dessa forma, denotando r = ¢ + p < 1, temos em particular que
ani1 < (64 p)an, = apr Vn > N.

Repetindo essa relacao para todo n a partir de N temos

aN+1 < anT
an+2 < an4+1T < anr?
an+3 < an42T < ayr®

AN +| < CLNTk.
Fazendo a mudanca de indices n = N + k podemos escrever

a, < ayr™ N Vn > N
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e consequentemente temos que

m m m—N
n—N __ k
a, < anrT = anT VYm > N .
n=N+1 n=N+1 k=1

Como |r| < 1, a sequéncia de somas parciais da série geométrica do lado direito
converge. Entao, a sequencia de somas parciais do lado esquerdo esta limitada
pela soma da série geométrica e é crescente, pois os termos gerais sao positivos.
Portanto a sequéncia do lado esquerdo converge, quando m — oo, ou seja, a
série

o0
D_an
n=N
converge. Podemos concluir entao que a série
(0¢]
>
n=1

também converge, pois ela coincide com a série anterior exceto por um numero
finito de termos.

No caso em que p = 1, nao podemos tirar conclusao alguma com base no teste da
razao. De fato para todo p, a série p

>l
n=1 L
satisfaz
1
1)p P

lim 2L — limW: lim ( n > —1
n—0o n—r00 = n—oo \n + 1

npP

entretanto, como ja vimos anteriormente, a série p converge se p > 1 e diverge se
p<1l

EXEMPLO 6.6.1: Use o teste da razao para verificar a convergéncia ou diver-
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has |
géncia da série Z @n—m' :
n=1
n!
Seja a, = W , entao

ant1  (n4+1)1 (2n)!
a, (2n+2)! n!

(n+1)n! (2n)!
(2n+2)(2n+ 1) (2n)! n!

n+1

— —-0<1.

(2n+2)(2n + 1)

Assim, a série converge.

211

EXEMPLO 6.6.2: Use o teste da razao para verificar a convergéncia ou diver-

&Y 3n+2
géncia da série nz; In(n)
n+2
Seja a, = m , entao
U 1131 In(n)
a, In(n+1) 3n+2
~ 3In(n)
~ In(n+1)°

Usando L’Hopital, obtemos que

Y 1
lim 2L — Jim —3(n D)
an, n

=3>1.

Portanto, a série diverge.

EXEMPLO 6.6.3: Use o teste da razao para verificar a convergencia ou diver-

(0.}
. . n!
gencia da série E —.
nn

n=1
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: n! |
Seja a, = — , entao
nn

ant1  (n+1)1 n7”
a,  (n+ 11 p)
(n+1)n!n"
(n+1Dr(n+1)n!
~ (n+1)n

T <1+1/)
L (1 +%)" |

Podemos agora calcular o limite

n IN T
lim 22 = Jim <1 + —>
ay, n
: N
= limexp |In (1 + —) ]
n

: IN"
= limexp |—In (1 -+ —)

) 1\"
= exp [ In lim (1 + —)
n

= exp [— In (el)}

= exp(—1)

onde usamos a relagao (1.1). Temos entao que

. anp+1
lim
ap,

—e 10,3679 < 1

portanto a série converge.
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EXEMPLO 6.6.4: Use o teste da razao para verificar a convergéncia ou diver-

In
2

géencia da série a; =5, apy1 = ap, .
Veja que

Qp+1

— =<1

Qn,

*[

N | —

entao a série converge.

Exercicios Secao 6.6

1) [resp| Aplicando os testes de convergéncia )
verifique se a série numérica abaixo é convergente
ou divergente

S0 9 X1
3 B

n=1

¢ = (n—2\"
2) Utilize o teste da razao para determinar se ) Z n
cada série converge ou diverge.

v X I L ? L
b) i n+2 RS ) i (=2)"
n=1 3" ) ; lnn n=1 3"
: 1 ==
) ; (n+1)7? g) Zl 3 ) ; n
ee on+1 () 1\"
d ; =
) Yo > 5)
p— o £om
“~ (2n+3)In(n+1) e~ 2
3) Determine se a série converge ou diverge ) i (n+1)(n+2)
> n‘/i n=1 n!
a) —
on
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o0

1+ sen(n)

5 S nZiint1) ) oa=2 o= T,
3nn!
n—= 1 i
! b) =1 oy = LT 2cte()
= n! n
P 2 Garn SRS . (et 0
3 2n+5
= nl n
q) < ) @ ntt =1
n= 2
©  gn e) a3 =2 Qnt1 = —an
r) o Un
; n’2 f) a; =9 An+1 = T\/_an
0o 2 1+ In(n
s) Z (n!) g) o =1 Opy1 = #Gn
— (2n)!
" h) 1 n + In(n)
e n ay = 5 Up41 = — -~ 0an
3 (2n+3)(2"+3) ! T 10
ot 3"+ 2 1
0o 1) a; = g An+1 = v/an
4) Determine se as séries Z ay cujos termos 1
- . . ol N i) ar =5 Qnt1 = (an)nJrl
sao definidos pelas relacoes de recorréncia sao 2

convergentes ou divergentes.

0.7 Teste da Raiz

O Teste da Raiz é similar ao Teste da Razao, ele é util quando calcular a raiz n-ésima
for mais facil do que calcular a razao ente os termos da série.

TEOREMA 6.26: TESTE DA RA1Z

(0.8}
Seja Z a, uma série tal que a,, > 0 e

n=1
lim /a, = p
n—0o0
entao,

1. se p <1 a série converge;
2. se p>1oup=o00 asérie diverge;

3. se p =1 o teste é inconclusivo.
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Demonstracao

Parte 1

Nesse caso, temos que p < 1, assim podemos escolher € > 0 tal que p +¢ < 1.

Como
Jim v =

existe N € N tal que se n > N

|fa, —p| < e = Va, < e+p = a, < (e+p)".
Dessa forma, pelo teste da comparacao, temos que a série

(0]

D an

n=1

converge, pois seu termo geral, a, esta limitado pelo termo geral da série
geométrica

oo

> (e+p)"

n=1

que é convergente pois € + p < 1.

Assim como no Teste da Razao, no Teste da Raiz o teorema é inconclusivo quando
p = 1. Observe as séries

=1 =1

em ambos 0s casos temos que lim {/a,, = 1 entretanto, a série harmonica diverge e a
série p, com p = 2, converge.

Note o Teste da Raiz continua valido mesmo trocando a hipdtese de que

lim {/a, = p
por

lim "/a,=p VkeN. (6.4)
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Para ver que isso é verdade basta notar na demonstracao que o termo geral da série
continua limitado pelo termo geral de uma série geométrica.

Seguem agora alguns exemplos do uso desse teste.

EXEMPLO 6.7.1: Use o teste da raiz para analisar a convergencia da série

00 AN

n=1
Seja
4n
RNEDE
entao
o =

portanto a série converge.
EXEMPLO 6.7.2: Use o teste da raiz para analisar a convergencia da série

S
Znn+1'

n=1

Observe que, fazendo uma mudanca de indice, podemos reescrever a série como

S| 2 1
an :Zm-

n=1 n=2

Podemos agora tomar

e
(n— 1

que nos leva a

1

—0<1
n—1

far =
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0 que nos permite concluir que série converge.

EXEMPLO 6.7.3: Use o teste da raiz para analisar a convergéncia da série

o0 1 n+1
Z In (62 + —>] .
n=1 H

Fazendo uma transformacao no indice podemos reescreve a série da seguinte
forma

Sha(e+)] - ZleleH)]

n=2

Dessa forma temos que

s fn(e )]

Aplicando o Teste da Raiz temos

1
\"/an:1n<62+—1> — ln(62):2>1.
n_

Portanto essa série diverge.

Exercicios Secao 6.7

1) Utilize o teste da raiz para determinar se £) i sen”™ RS
cada série converge ou diverge. ~ Vn
> 7 0o n?2
N1 presu !
2~ (2n + 5) g) };(1—5)
4" Dica: Use lim (1 + £>n =e”
b - n—00
RTeny =\

n=2

0 i(4n+3)" h) Zn11+n

2) Determine se a série converge ou diverge.

UG ) 5

. > 8 > (ln(n))n
>2257?%75 b)nﬂ——ﬁr—
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Z
=7
1 1\" >

—= 8 2

n=1 n=2

= In(n n!ln(n
e)z 7(1) Zl

3

n+2

6.8 Série Alternada e Teste de Leibniz

Nas secoes anteriores apresentamos varios testes que verificam se uma série de
termos nao negativos é convergente. Agora vamos discutir séries que possuem termos
positivos e negativos. Nesta secao estudaremos o caso particular onde os sinais
se alternam produzindo o que chamamos de série alternada. Na proxima secao

apresentamos os conceitos de convergéncia absoluta e condicional que vamos usar
para os outros casos.

DEFINICAO 6.27: SERIE ALTERNADA

Uma série com a forma

(0.¢]

Z(—l)”+1an:a1—a2+a3—a4+---

n=1

onde a, > 0 para todo n é chamada de Série Alternada.

Para esse caso particular de série temos um teste de convergéencia bastante simples,
o Teste de Leibniz 6.28, e também uma forma de estimar o erro ao aproximarmos a
soma da série por uma soma parcial 6.30.

TEOREMA 6.28: TESTE DE LEIBNIZ

Seja
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uma Série Alternada, Definicao 6.27, se

. a, >0,
2. Qp Z Ap+1,

3. a, —0

para todo n > N, entao a série converge.

Demonstracao

Vamos assumir que N = 1, isso é, as condicoes do teste valem para todos os
termos da série. Escolhendo n par e escrevendo n = 2m, temos que a soma dos
n primeiros termos é

Sp=5Sm=a—a+a3—as+as—ag+ -+ aym—1 — a2 -
Como essa é uma soma finita podemos agrupar os termos dois a dois
SQm — (Cll — CLZ) + (ag — CL4) + (CL5 — CL6) + -+ (agm_l — agm) .

Cada termo entre parenteses é positivo ou zero, pois ar > a1, entao podemos
concluir que Sy,,10 > S99, para todo m, ou seja, a sequéncia Sy, € crescente.
Vamos agora agrupar os termos de Sy, de outra forma

ng = a; — (CLQ - Q?,) - (Cl4 - a5) — (a2m—2 - a2m—1) — Q2m

dessa igualdade concluimos que S, < a;. Como a sequéencia Ss,, € crescente
e limitada, pelo Teorema 5.12, concluirmos que ela é convergente e podemos
escrever

lim Sy = L (6.5)

m—o0

para algum L € R. Considerando agora o caso onde n é impar, n = 2m + 1,
temos que a soma dos n primeiros termos é

Sn = Somt1 = Som + G2my1
como a, — 0 temos que

lim Sy, = lim Sy, + lim a9y 1 =L+0=1L. (66)
m—00 m—00 m—00
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A equacao (6.5) nos informa que a subsequéncia dos termos pares tende para L,
enquanto que, a equacao (6.6) garante que os termos impares convergem para
o mesmo valor. Podemos concluir entao que

Z(—l)”“an = lim §,=1L.
— n—00

Para aplicarmos o Teste de Leibniz precisamos garantir que a,, > a,1, 0 que pode ser
complicado em alguns casos. Porém, se conhecermos uma funcao f tal que f(n) = ay,
podemos verificar se a fungao é decrescente calculando sua derivada. Se f'(z) <0
para todo x < N podemos concluir que a, > a,.1 para todon > N.

Um resultado que podemos extrair do Teste de Leibniz é o critério de convergéncia
da Série-p com termos alternados.

PROPOSICAO 6.29: CONVERGENCIA DA SERIE p ALTERNADA

Observe que a,, = 1/nr com p > 0, satisfaz todas as hip6teses do Teorema 6.28,
entao a Série p Alternada

oL —1)nt1
=t

n=1
é convergente para todo p > 0.
Note para 0 < p <1 a série p nao converge, entretanto a série p alternada converge.

Apresentamos a seguir alguns exemplos do uso do Teste de Leibniz.

EXEMPLO 6.8.1: Use o Teste de Leibniz para mostrar que a série a seguir

converge

S (is1).

n=1

Seja
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1
note que a,, > 0 para todon > 1, pois 1+— > 1, note também que se definirmos
n

f(z) =In (1 + i)

temos

fia) = —

_x2—|—a:<0 Ve >1

0 que mostra que a,.1 < a,. Entao a, é decrescente. Além disso, como a funcao
In(z) é continua em 1 segue que

1
lima, = Inlim (1+—> =Inl=0.
n

Assim, podemos aplicar o Teste de Leibniz e concluir que a série alternada
converge.

EXEMPLO 6.8.2: Use o Teste de Leibniz para mostrar que a série a seguir
converge

(0. ¢]

n+1 4
2 G

n=2
Como Inn é crescente,

4
(Inn)?

a, =
é decrescente. Além disso a,, > 0 para todo n > 2 e a,, — 0, pois
(Inn)® — co.

Dessa forma, podemos aplicar o teste de Leibniz para concluir que a série
alternada converge.

ExXEMPLO 6.8.3: Use o teste de Leibniz para mostrar que a série a seguir
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converge
Sy 10
= (n+ 1)!
: 10" : L
Seja an:m. Vejaquesen > 8, entaon+2>10e 1 >
n !
10n+1
el (n + 2)!
rror 10
T (n+ 1! (n+2)
= 10"
T (n+1)!
] an

ou seja, a, ¢ decrescente a partir de n = 8.

Para verificar que a,, — 0, note que se n > 10,

(n+1)!'=1-2-3---n-(n+1)
> 101 10" (n 4+ 1).

Dessa forma
1o™
(n+1)!
> 10"
— 10! 1010 (n + 1)
1010
10! (n+1)

0<

Entao, pelo Teorema do Confronto 5.14 temos que a,, — 0.

n+2

222

. Assim,

Desse modo, todas as hipéteses do teorema sao satisfeitas, de forma que podemos

concluir que essa série alternada converge.
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Estimativa de Erro

Assim como no Teste da Integral o Teste de Leibniz também nos fornece uma
estimativa para o erro R, de uma série que atende as condicoes do teste.

PROPOSICAO 6.30: ERRO DE UMA SERIE ALTERNADA

Seja ap > 0 tal que ar1 < ap e que a série alternada converge para S

Z(_1>k+1 a. .

o0
k=1
Nesse caso, o erro cometido ao aproximarmos .S por uma soma parcial

n

Sn _ Z(_l)k+1 ay.

k=1

é o resto da série (Definigdo 6.21) e estd limitado pelo primeiro termo nao
incluido na soma parcial

|[Ro| =[5 = Sul < lansal.

Demonstracao
Note que, o resto da série

oo

R, = Z (_1)k+1 ar.

k=n-+1

pode ser expandido em

R o— (p+1 — Qp4+2 T Apgy3 — -+,  S€ N € par
=

—Qpi1 + Qpio — Apag+ -+,  sen éimpar

Podemos escrever entao que

‘Rn| - |an+1 - (an+2 — an+3) = (an+4 — an+5) —_ . ‘ )

|l
A
>
v



Séries Numéricas

Agora, usando que todos os termos entre parénteses sao positivos, pois a, > a,.1,

temos que
|Ru| < lan+1]

o que demonstra o teorema.

Exercicios Secao 6.8

1) Determine se as séries satisfazem as
condicoes para serem séries alternadas e se
convergem ou divergem.

oo

1
a — It —
) ;( 1) Tn
PG
) S(-1y
S . 4
) Y1t
= 1 +5
f) ;(— )"t HQL
8 S
- . 1om
b 2
R ;<_1)n+1<10>

2) Estime a magnitude do erro quando
aproximamos o valor da soma de cada série pela
soma dos seus quatro primeiros termos.

QST Sty

[
=1 n=1
[eS)

3

n+1 C9

Z 1on d) > (-1

n=

—_

n=0
onde 0 <t<1

3) Determine quantos termos devem ser
somados para aproximar a soma da série com
erro menor do que 0,001.

-1y LSy
n®+3 ) ;(n—l—?)\/_)

’I’L

o] n+1 [oe]
Z n2+1 Zln 1nn+2))

n=1 n=1

M8

a)

—_

3
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6.9 Convergencia Absoluta e Condicional

Testar diretamente a convergéncia de séries com termos positivos e negativos ar-
bitrarios precisa considerar o arranjo particular de sinais, assim nao temos testes
gerais para esses casos. A solucao que empregaremos é comparar as séries com
termos quaisquer com séries com termos nao negativos. A definicao a seguir define
os conceitos de convergéencia condicional e absoluta que empregaremos para esse fim.

DEFINICAO 6.31: CONVERGENCIA ABSOLUTA E CONDICIONAL

o

Dizemos que a série E a, Converge Absolutamente, ou é Absolutamente

n=1
0
Convergente, se a série com os valores absolutos E la,| converge.
n=1

Uma série que converge mas nao €é absolutamente convergente ¢ chamada

Condicionalmente Convergente.
l®)

Quando queremos verificar a convergéncia de uma série com termos positivos e
negativos podemos construir a série que soma os modulos dos termos dessa série
e verificar a convergéncia dessa nova série usando um dos testes para as séries de
termos nao negativos. Se essa série convergir usamos o teorema a seguir para garantir
que a série original também converge.

TEOREMA 6.32: TESTE DA CONVERGENCIA ABSOLUTA

Uma série absolutamente convergente é convergente.

Demonstracao

Seja

%)
>
n=1

uma série absolutamente convergente. Observando que

_|an‘ S ap S |an‘
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e somando |a,| em todos os termos temos
0 <a,+|a,| <2|ay,.

Como a série é absolutamente convergente, segue que

ZQ‘QH‘
n=1

converge. Assim, pelo Teste da Comparacao a série

oo

Z (an + lan|)

n=1

converge. Consequentemente, a série

NE

an

3
I
—

converge, pois

)
an = Z (an + |an‘> - ‘an‘

1 n=1

NE

n

e as séries

o0 [ee]
S (antlaal) e D lal
n=1 n=1

convergemnl.

Note que nao é possivel afirmar que uma série que converge também converge
absolutamente. Como exemplo, observe a série p alternada

>, (=1

Essa série converge se 0 < p < 1, entretanto esta série nao é absolutamente conver-
gente, pois
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e a série p nao converge se p < 1, ou seja, a série p alternada, com 0 < p < 1, é
condicionalmente convergente.

Observe que dada uma série convergente de termos nao negativos a,,, entao, a série
alternada

Z(_l)n—Han

é absolutamente convergente. Note que, todas as séries convergentes com termo
geral nao negativo que vimos anteriormente, tem sua respectiva série alternada
absolutamente convergente.

Os exemplos a seguir mostram como usar o teste da convergéncia absoluta.

EXEMPLO 6.9.1: Use o teste da convergencia absoluta para mostrar que

(0.0]

n (n! 237
2 (= (<2n)+1)!

n=1

¢ uma série convergente.

Mostraremos que a série é absolutamente convergente, ou seja, que a série

= = (n!)237
D lanl =) ot
‘T i (2n + 1)!

converge. Para isso aplicaremos o Teste da Razao

lant1] ((n+ 1)!)23n+1 (2n + 1)!
la,]  (2n+3)! (n!)2 3"

N (n+1)%(n!)? 373 (2n + 1)
C (2n+3)2n+2)(2n+ 1)! (n))2 30
3(n +1)?
2(n+1)(2n + 3)

_ 3(n+1)
~ 2(2n +3)
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Assim, aplicando L’Ho6pital, segue que

7 .3 1 3
li 9 1] :llm—(n+ ) — <=
|ay| 2(2n + 3) 4

Portanto, pelo Teste da Razao a série > |a,| é convergente. Entao, pelo Teste
da Convergéncia Absoluta, concluimos que a série

2 . (n)23"
;(_1) (én)ﬂ)!

¢ absolutamente convergente.

., arctg(n)

¢ absolutamente
n?+1

EXEMPLO 6.9.2: Verifique se a série Z(—l)

n=1
convergente.

Temos que verificar a convergéncia da série
(0.0]
Z arctg(n)
n?+1
n=1

Pelo Teste da Integral sabemos que essa série converge se, e somente se, a

integral
* arctg(x
/ : g) .
1 xe 4+ 1
for convergente. Para calcular a integral usamos a mudanca de varidveis
dx
u = arctg(x du =
8(®) 22 +1

que leva aos novos limites de integracao

lim arctg(z) = i

T—00 2

arctg(l) =

IS

segue que

/OO arctg(x) S IL /ﬂ/Zudu
1 r? + 1 /4
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_1 I
2\ 4 16

_37T2
32

Como a integral é convergente a série é absolutamente convergente.

Exercicios Secao 6.9

1) Determine se as séries convergem

absolutamente, convergem ou divergem.

a) > (=)o)

b) i(_l)n—i—l (Oal)n

n

) Syt

=1

3

oo
1) Z(_l)n—H {1/1_0

n=1
2) Determine se as séries convergem
absolutamente, apenas convergem ou divergem.

=, (=1

b) Z nln(n)

= ,arctg(n)
o) 2T

n=1
= In(n)

n —1In(n)
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n=1
2) Determine se as séries convergem

absolutamente, convergem condicionalmente ou
divergem.
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3) [resp| Considere as sequéncias

1 1

a) Quais das seguintes séries convergem e quais
divergem? No item (i) use o teste da integral
diretamente, nao use que é uma série p.

o0 o0
) Y b, i) $ o
n=1 n=1 bn
o o
ii) Zan iv) ar
n=1 n=1

b) Use o teste de Leibniz para mostrar que a
série Z(—l)
n=1

c) Mostre que o teste da raiz nao é conclusivo
para a série

() -2 0]

n=1 n=1

", converge.

Por que o teste da raiz é inconclusivo neste caso?
Dica: Dé exemplos de duas séries que satisfazem
/a, — 1, onde a,, € o termo geral, mas uma
converge e a outra diverge.

4) Considere as sequéncias

n! 1

" Bn " nlnn

1 1/n(n)
)
n

Use o teste indicado entre parenteses para
verificar se as séries convergem ou divergem.
No(s) caso(s) que converge(m) justifique se é
absolutamente ou condicionalmente convergente.

a) Zan

n=1

(teste do termo geral)

231

= 1
Z — (teste da razao)
c) Z (teste da integral)
—2
d) Z(—l)”“bn (teste de Leibniz)
n=2

(teste do termo geral)

) Yo
n=1
5) Mostre que

n n+1
n+2

< In(n +2)In(n+1)

§:<mn+2 1@11»

Encontre o limite desta série.

6) Considere as sequéncias

(n!)? 1 . 1
- =G TR

Use o teste indicado entre parenteses para
verificar se as séries convergem ou divergem.
No(s) caso(s) que converge(m) justifique se é
absolutamente ou condicionalmente convergente.

(teste da razao)

(teste da integral)

& = R

Me iMe 108
T & £
3

! (teste do termo geral)

i
I

¢,  (teste da comparacao no limite)

e 1

(—=1)"*'b, (teste de Leibniz)

||
N

n

7) Encontre o limite da seguinte série

>

n=1

(2n — 1)( 2n+1)
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8) Encontre o limite da seguinte série

> 6
E:@n—D@n+D

n=1

9) Determine quais séries sao convergentes ou
divergentes.

n=1
1-3---(2n—1)
g) Zl 40 90 )

232

10) Determine quais séries sdo convergentes ou
divergentes.

e}

a) ;m ¢) D (=1)"tgh(n)

n=1

[e%S) 2 0
(arctg(n)) log,, (n!)
b) Y DX
n=1 n=2
11) Considere as somas das sequéncias dadas a
seguir, quais delas convergem?

n(n+ 1)a,

n+2)(n+ 3)
Dica: escreva os primeiros termos e generalize 0s
cancelamentos

a) a; =1 anH:(

na,

b) a1 =7 Aps1 =
) @ T D —1)
) ar=1 !
c) a; = Apa1 =
1 +1 1+a,
1 ,
S, nlmpar
d) a, 3
n
— n par
3 p
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7.1 Séries de Potencias

Nesse capitulo vamos utilizar a teoria desenvolvida para o estudo de séries numéricas
para construir as Séries de Poténcias, que podemos imaginar como polinomios de
grau infinito. Para estudar a convergencia das Séries de Poténcia, vamos considerar
que para cada valor fixo de z temos uma série numérica que pode ser analisada
com os resultados do capitulo anterior. Porém, estaremos também interessados em
estudar essas séries como fungoes de x. Na proxima secao apresentaremos as Séries
de Taylor, que nos mostram como construir séries de poténcia para funcoes que
conhecemos, desejamos estudar ou aproximar. Comecamos apresentando a defini¢ao
da Série de Poténcias.

DEFINIGAO 7.1: SERIE DE POTENCIAS

Série de Potencias centrada em a é uma série de fungoes da forma

ch(x—a)":co+cl(zr:—a)+02(:c—a)2+---+cn(:v—a)”+-~

n=0
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onde ¢, e a sao constantes e x € R é uma variavel.

A seguir temos um exemplo de uma Série de Poténcias e a funcao que corresponde a
sua soma.

0
EXEMPLO 7.1.1: Determine a soma da série g (ISP
n=0

Primeiro note que essa é uma Série de Poténcias centrada em a = 0 com
coeficientes ¢, = 1, para todo n = 0,1,2,... Consideramos agora o valor de
x fixo e observamos que essa é uma Série Geométrica com r = x, portanto
convergente para todo x tal que |z| < 1. Além disso, usando a férmula da soma
da Série Geométrica (6.2), nos pontos onde a série converge, temos

- n - n—1 __ 1
;x =Dz 1_1—3;'

n=1

Como essa série diverge para todo |z| > 1 essa igualdade sé vale para o intervalo
(—1,1).

7--1 1.

Figura 7.1: Comparacao da fungao 1/(1—z) com seus
Polinomios de Taylor.

A Figura 7.1 exibe o grafico da funcdo 1/(1-z) e as quatro primeiras somas parciais
da série de poteéencias.

Com base no resultado desse exemplo podemos usar a série truncada como uma
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aproximacao para a funcdo, desde que |x| < 1, isso é,

f(z) = ! ~ Zx”

1 _
L n=0

O préximo exemplo apresenta uma generalizagao desse resultado.

EXEMPLO 7.1.2: Para quaisquer constantes reais a e 3 # 0, calcule a soma da
série

Zﬁn(w . a)n .
n=0

Essa é uma Série de Poténcias centrada em a com coeficientes ¢, = " que
podemos escrever como

o

(ﬁ(x — a))n .
=0

n

Para cada x fixo, esta é uma série geométrica com r = 3(z — a). Ela converge
se, e somente se, |r| < 1, ou seja, quando

Bz —a)] <1
1 1
_ﬁ<x_a<m
1 1
a—w < 3 < a+m.

Novamente usamos a férmula da soma da Série Geométrica (6.2) nos pontos
onde a série converge

o0 0 1

[ee] || 2 n
ExEMPLO 7.1.3: Calcule a soma da série Z (CC 5 ) )
n=0
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Essa série é um caso particular do exemplo anterior com 5 =1/2 e a = 2, temos
entao que

i FEN) A LEEEEE SRR,
2 — =2 L4 —

n=0

que converge para
n <X <.q -+ !

oa— —<zr<a+—,
\B | 15

<xr <24

1
1/2 1|’

O<x<4.

Cédigo Python para ilustrar algumas séries de poténcias.

Os exemplos anteriores mostraram como podemos usar a definicao de convergéncia
de séries numéricas para estudar a convergéencia das séries de potencias. Porém,
existem resultados especificos que podemos utilizar para as Séries de Poténcia, por
exemplo, toda série de poténcias converge no seu centro, chamamos esse caso de
Convergencia Trivial. Podemos comprovar isso simplesmente avaliando cada termo
da série em = = a

o0
g cn(x —a)"

n=0

—c¢+cla—a)+ela—a)l+ - =c.

r=a

O teorema a seguir apresenta uma propriedade das séries de poténcias que simplifica
a analise de convergéencia.

TEOREMA 7.2: CONVERGENCIA DA SERIE DE POTENCIAS

Se a Série de Poténcias
o
cn(x —a)"
n=0
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converge em x —a = L # 0, entao ela converge absolutamente para todo  com
|z —a| < |L] .
Se a série diverge em x — a = M, entao ela diverge para todo x tal que

|z —a| > |M]| .

Demonstracao

Parte 1

Suponha que

oo

Z c, L"

n=0

converge, entao, pelo Teste de Divergéncia 6.14 lim(c,L") = 0. Assim, existe
N € N tal que

le, L") < 1 Vn > N .

Dividindo os dois lados por |L|" e multiplicando por |z — a|”, temos

n
T —a
L

lealle —al” < Vn > N . (7.1)

Note que, se x é tal que |z — a| < |L|, a série geométrica

oo

2

n=0

n
r—a

L

converge. Entao, pelo Teste da Comparacao 6.23 usando a desigualdade (7.1)
a série

00
> leallz —al”
n=0

converge. Isso é o mesmo que dizer que a série

Z cn(x —a)"

n=0
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converge absolutamente.
Parte 2

Assuma que a série diverge para
r—a=M%0

e suponha, por absurdo, que existe s satisfazendo
|s —al > [M]

onde a série converge. Usando a primeira parte do teorema sabemos que se a
série converge em s ela deve convergir para todo x tal que

lz —a| <|s—dq

Em particular deve convergir em r o que é uma contradi¢ao. Provamos entao
que nao pode existir nenhum ponto s convergente tal que

|s —al > |M]| .

Esse teorema ¢ util para encontrar intervalos onde a série converge absolutamente e
onde a série diverge, o proximo exemplo emprega esse resultado.

EXEMPLO 7.1.4: Determine para quais valores de z a série

o

Z<_1)n+1 (:E I 2)7}

n
n=0
¢ convergente.

Note que quando x — 2 = £1 podemos decidir com facilidade se a série converge
ou nao. Considerando o caso x — 2 = 1 temos x = 3 que gera a série numérica

&9 (_l)nJrl

n=0 n
que converge pois é a Série Harmonica Alternada. Assim, pelo Teorema 7.2,
podemos afirmar que essa série converge absolutamente para todo x tal que
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|lx — 2| < 1, ou seja, a série converge absolutamente no intervalo (1,3). Note
que no ponto x = 3 a série converge condicionalmente, por se tratar da Série
Harmonica Alternada.

Tomando agora x — 2 = —1, isso é x = 1, obtemos
n=0 n=0 i

Como a Série Harmonica diverge, essa ltima série também diverge. Assim pelo
Teorema 7.2, a série diverge sempre que |z — a| > 1, ou seja, a série diverge
em (—o0,1] U (3,00). O grafico a seguir exibe a regiao de convergéncia dessa
série. No interior do intervalo a convergéncia é absoluta e no ponto x = 3 é
condicional.

Note que o ultimo teorema garante que os pontos onde uma série de poténcias
converge estao sempre em um intervalo, que chamamos de intervalo de convergeéncia.

DEFINICAO 7.3: INTERVALO DE CONVERGENCIA

O intervalo dos pontos onde uma Série de Poténcias converge é chamado de

Intervalo de Convergéncia.

O teorema sobre a convergencia das séries de poténcias pode ser reescrito de uma
forma mais poderosa, apresentada a seguir.

TEOREMA 7.4: RAIO DE CONVERGENCIA

O Intervalo de Convergéencia de uma Série de Poténcias centrada em a

o0
E cn(x —a)"

n=0

sempre serda um intervalo centrado em a com raio £. Chamamos o nimero R de
Raio de Convergencia da Série de Poténcias e ele se enquadra em um dos casos:
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[ =0 Convergencia trivial, a série converge apenas em = = a;
I = oo A série converge absolutamente para todo x € R;

R >0 A série converge absolutamente para todo x satisfazendo
|t —a| < R
e diverge para todo x tal que

|t —a| >R .

Demonstracao

Queremos mostrar que se nao estivermos em um dos dois primeiros casos
precisamos estar no terceiro, isso é, se o conjunto dos valores de x onde a série
converge

Q=< zeR / ch(x —a)" converge
n=0

nao for Q2 = {a} nem Q = R ele precisa ser o intervalo
Q=[a—R,a+ R]

para algum nimero finito R.

Como nao estamos na situacao em que a convergéncia ocorre para toda a reta,
existe um ponto u onde a série diverge, Assim, pelo Teorema 7.2, temos que
a série diverge para todo z tal que |x — a| > d, onde d = |u — a|. Concluimos
entao que {2 é um conjunto limitado

QCla—d,a+d].

Como também nao estamos na situacao de convergéncia trivial, existe x € (2
diferente de a. Tomamos entao R como o menor nimero maior ou igual a
|z — a| para todo = € (), isso é, (veja a Defini¢ao A.1)

R =supl|z —a . (7.2)

e}
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Como €2 é limitado e existe z # a em {2 sabemos que R > 0 e ¢ finito. Agora,
vamos mostrar que a série converge para qualquer x tal que |z — a| < R. Como
R é tal que a condigao (7.2) vale, existe u € 2 tal que

lz—al <|u—a| <R

entao, pelo Teorema 7.2, a série converge absolutamente em x. Por outro lado,
se v é tal que

R < |v—al

entao a série tem que divergir em v, pois caso contrario v € {2 o que contra-
ria (7.2).

Usando o Teorema 7.2 ao identificarmos o intervalo onde a série converge absoluta-
mente, |x — a| < R, sabemos automaticamente que a série diverge para |r — a| > R.
Entretanto, o teorema nao diz nada sobre os extremos do intervalo de convergéncia,
|z — a| = R, precisamos analisar individualmente esses pontos. Para determinar R
podemos usar os testes de convergéncia, em especial o Teste da Razao (Teorema 6.25)
ou o Teste da Raiz (Teorema 6.26). Os proximos exemplos mostram como determinar
o intervalo de convergéncia de algumas séries.

0
: L1 1 S Tz —2)"
EXEMPLO 7.1.5: Analise a convergéncia da série de poténcias E %
n=0
O termo geral dessa série é

(z —2)"
107

entao podemos aplicar o Teste da Raiz no mdédulo do termo geral, ou seja,

Van| =

10 10
Entao a série converge absolutamente desde que

|z — 2|
10

ou seja, converge pare |r — 2| < 10 e diverge sempre que |r — 2| > 10. Assim,
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o raio de convergencia ¢ R = 10.

Resta analisar o que ocorre nos extremos x — 2 = £10. Se x — 2 = 10 temos a

série
Seor s s,
107 107
n=0 n=0 n=0
que diverge pelo Teste da Divergéncia. No caso x — 2 = —10, obtemos a série
Sy oy
n=0 n=0 n=0

que também diverge pelo Teste da Divergencia.

Em resumo a série converge absolutamente no intervalo (—8,12) e diverge em
(—o0, — 8] U[12,00). O gréfico a seguir ilustra os intervalo de convergéncia da
série.

<
o)

Cédigo Python para ilustrar o raio de convergéncia das

séries de poténcias.

. P AR ALl x
EXEMPLO 7.1.6: Analise a convergéncia da série de poténcias E (—1)”—' |
n!
n=0

Aplicando o Teste da Razao para encontrar o raio de convergéncia obtemos,

xn+1 n!

BICEENER

An+1
Qp

— 0.
Fen

Como o limite é menor do que 1 para qualquer valor de x concluimos que a série
converge em toda a reta real, ou seja, o raio de convergéncia da série é R = oo.
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©¢
EXEMPLO 7.1.7: Analise a convergéncia da série de poténcias Z|n”a§”\ :

n=0

Aplicando o Teste da Raiz para a série obtemos, para todo x # 0, que

Vv nmzn| = nlx] - oo.
Entao essa série de potencias converge apenas em x = 0, isto é, seu raio de

convergencia é R = 0.

Resumindo, quando queremos testar a convergéncia de uma Série de Poteéncias,
normalmente empregamos os seguintes passos:

1. Usar o teste da razao, ou da raiz, para encontrar o intervalo onde a série
converge absolutamente

lz —al < R ou a—R<zr<a+R

2. Se o intervalo de convergéncia absoluta for finito precisamos testar a convergén-
cia em cada extremo. Nesses pontos os testes da razao ou raiz provavelmente
serao inconclusivos, portanto devemos usar o teste da comparacao, integral ou
série alternada.

Observe que se o intervalo de convergéncia absoluta for finito, |x —a| < R, podemos
afirmar diretamente que a série diverge para |z —a| > R.

Exercicios Secao 7.1

1) [resp| Encontre o raio e o intervalo de ) Z "
convergéncia da série de poténcias. —~ n!
a) (-1)””1’” - n,.n
; f) Zn x
n=1
(=D 0
b) LAz
2V D YR
n=1
oo xn
93 < 1o
n=1 n—1 h) Z -
n=1
) >
n=1
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Lo (=3)man = nlx
i) ZW z) 21.3.5 ..... (2n —1)

= " 2) Encontre o raio e o intervalo de convergéncia
) Z n3r da série de poténcias. Para quais valores de z a

série converge absolutamente e para quais valores
n ela converge condicionalmente.

N a) Zx"

2 Z(_l)n@n—l—l)! ) i( |
b z+9)"
m) Z (x —2)" n=0

ee Hn _\n
p S TEaT -
n=2

g ce
= 3"
w) Z n3 n=0
n=1
g AN 20
© 2 m) -
n
x) Z n(lnn)? n=t
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> " > nx™

°) £\ /n?+3 r) nZ:O m(n2+ 1)
> (—1)"amt! = 2"/n

D) D A s) Do
n=0 \/ﬁ+ 3 n=0 3
= n(x + 3)"

QA Y % > /n(2x +5)
n=0 1

7.2  Operacoes com Séries de Potencias

Apresentamos nessa se¢ao alguns resultados que nos auxiliam a realizar operagoes
em Séries de Poténcias. Comecamos pela importante propriedade que nos permite
derivar e integrar essas séries termo a termo. Se uma Série de Poténcias possui um
raio de convergéncia R > 0, entao a funcao

flz) =2 ez —a)

n=0

estd definida no intervalo (a — R,a + R) e é infinitamente derivavel, isso é, tem as
derivadas de todas as ordens, neste mesmo intervalo. Além disso, podemos calcular
as derivadas ou integrais de f derivando ou integrando a série termo a termo como
descrito nos proximos dois teoremas

TEOREMA 7.5: DERIVAGAO DE SERIE DE POTENCIAS TERMO A TERMO

Se o raio de convergéncia, R, nao for nulo, podemos calcular a derivada da
funcao

(0.9)
g cn(x —a)"

n=0

derivando a série termo a termo dentro do intervalo (¢« — R,a + R)

f’(fﬁ)zzdd(cn(w—a chna:—a i

X

Essa série também converge em (a — R,a + R).
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Observe que o primeiro termo da série € uma constante, portanto quando derivamos
a série ele desaparece e o indice da série para a derivada comeca em um. Note
também que podemos aplicar a derivacao termo a termo repetidas vezes para calcular
a k-ésima derivada de f

(cn(:zs B a)n) (k)

TEOREMA 7.6: INTEGRACAO DE SERIE DE POTENCIAS TERMO A TERMO

Se o raio de convergéncia, R, nao for nulo, podemos calcular a primitiva da
funcao

integrando a série termo a termo dentro do intervalo (¢ — R,a + R)

/f(:c)dx — nzo.;/cn(xa)"dx — zoo:cn(x;—f)fﬂ—i—C

n=0

onde C' é a constante de integragao. Esta série também converge em (a— R, a+R).

Esses teoremas, combinados com a féormula que temos para a Série Geométrica, sao
uteis para encontrar a funcao que representa uma dada série, ou para encontrar uma
série para uma dada funcao. Claro que isso sé sera possivel quando operacoes de
integracao ou derivagao nos dao ou uma série geométrica ou uma funcao que pode
ser vista como limite de uma série geométrica. Os préximos exemplos ilustram essa
aplicacao.

EXEMPLO 7.2.1: Encontre uma série de poténcias centrada em x = 0 para a
funcdo f(z) =In (1+2?%).
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Note que
d 2T 2T
d;z:n( LEa) 1+22 1—(—2?)

Comparando essa expressao com a férmula da soma Série Geométrica com

r=—x2

00 N 1
:0( ) 1—(—%2)

n

percebemos que, nos pontos onde a série converge,

d o0 - o0 . -
%ln (1+2%) = 2:1:; (=2*)" = 2;(—1) gt
Integrando e simplificando temos
) X x2n—|—2
In (1 + 2?) :;0(—1) G

onde C' é uma constante. Avaliando a série em x = 0 verificamos que C =
In(1) = 0, portanto

) &0 p2nt2
n (1+2%) =} (-1)"—
n=0

Note que provamos a validade dessa féormula apenas para z € (—1,1), pois
usamos o limite da Série Geométrica que converge apenas para valores de x tais
que |r| = ‘—xz‘ < 1.. Porém, série que aparece na ultima equacao converge no
intervalo [—1, 1], entretanto, neste momento s6 podemos afirmar que a igualdade
vale para © € (—1,1). Os casos x = —1 e x = 1 precisariam ser analisados
separadamente.

No préximo exemplo faremos o caminho inverso do anterior, ou seja, comecgaremos
com uma série e procuraremos uma fungao que represente essa série em algum
intervalo.
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EXEMPLO 7.2.2: Encontre uma funcao f(z) que represente a série

n=0
em um intervalo contendo a origem.

Se

2n-+1

@)= (1) 5

n=

podemos derivar f termo a termo

fi0= 2o (grer) = R =

Rearranjando temos

flle)=>"(==3)"" .

n=1

Comparando com uma Série Geométrica observamos que a = 1 e r = —a2.

Usando a féormula para a soma da série temos que, para x € (—1,1),

1 1

f(z) = 1— (—22) T iz 2]

Veja que f(0) = 0, entao integrando f'(¢) sobre [0, x] e usando o Teorema
Fundamental do Calculo ??, obtemos que

f(z) = / " P de
z 1

a5 Ea R
o 1+t

= arctg(z) — arctg(0)

= arctg(x) .

Note que s6 podemos garantir que a fungao arctg(z) representa a série no
intervalo (—1, 1), pois utilizamos o limite da Série Geométrica, que sé converge
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neste intervalo. Observe ainda que podemos afirmar que essa série converge no
extremo z = 1, usando o Teste de Leibniz 6.28. Entretanto, neste momento,
nao podemos afirmar que em x = 1 essa série converge para arctg(1).

Apresentamos a seguir algumas operacoes que podem ser realizadas em séries de
poténcias dentro do seu intervalo de convergencia.

TEOREMA 7.7: MULTIPLICAGAO DE SERIES DE POTENCIAS

Se as séries

A(z) = i apx" e B(x) = i byx"
n=0 n=0

convergem absolutamente para |z| < R, e

n
Cn = Z ak:bn—k; - aObn + albn—l + a2bn—2 + -+ an—lbl + CLnbO 3
k=0

Y caa™ = A(x)B(z) z| < R,

ou seja, podemos escrever

o0 (0] o0
E anpx" E b,x" | = E e, .

Observe que esse resultado nos diz que o produto de duas séries de potencia conver-
gentes também converge no mesmo intervalo. Porém, calcular os valores ¢, pode ser
uma tarefa extremamente complexa.

Podemos também fazer uma mudanca de variaveis trocando x por uma funcao f(x).
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TEOREMA 7.8: MUDANCA DE VARIAVEIS EM UMA SERIE DE POTENCIAS

Se a série

(.¢]

g a,x"

n=0

converge absolutamente para |z| < R, entao

ian(f(x))n

n=0

converge absolutamente desde que f seja uma funcéo continua e |f(z)| < R.

Exercicios Secao 7.2

1) Utilize o Teorema 7.8 para encontrar o
intervalo de convergéncia da série. Encontre
também a soma da série, como uma funcao de x,

dentro do intervalo de convergéncia.

h) nf% (x22_ 1)n

2) Calcule a derivada e a primitiva de cada
funcao definida por série de poténcia.

1% x2n+1
2 @)= " Gy
b) f(z) = ;(—1)n(§n)|
c) f(=) :ZZ_T

e (2n)! n+1
d) flz) = ; 47(n)2(2n + 1) '
Q) f(o) =D (-1mZ

B > D (271)' 2n

f) f(z)= nZ:O(—U 22n(n')2x
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7.3 Revisao

1) Considere a série de poténcias

2 (=1)"(5z — 5)"
;( )7(15n )

a) Qual o centro a da série?

b) Qual o raio de convergeéncia?
¢) Qual o intervalo de convergéncia da série?

d) Encontre uma fungao f(z) que coincide com
a série no interior do intervalo de convergéncia.

2) Considere a série de poténcias

0 2n—1
G Vi
— 2n — 1

a) Encontre o intervalo de convergéncia da série.

b) Encontre uma fungao f tal que

flo) = -1

no interior do intervalo de convergeéncia.
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8.3 Aproximagoes por Polinomios de Taylor . . . . . .. .. .. ... ... .... 275
8.4 Revisao . . . . . . e e 280

8.1 Séries de Taylor

Nessa secao definiremos as Séries de Taylor e mostraremos como calcular seus
coeficientes. Um ponto importante é que construir uma série de Taylor para uma
funcao nao garante a convergéncia da série para essa funcgao, a série pode, por
exemplo, convergir para outra funcao. Essa questao sera discutida na proxima
secao. Apresentamos primeiro a definicao dos Polinomios de Taylor que podem ser
construidos para quaisquer fungoes que possuam o nimero necessario de derivadas
no ponto a.

DEFINICAO 8.1: POLINOMIO DE TAYLOR

Se uma funcao real f tem derivadas até ordem n em uma vizinhanca de a,
definimos o Polinomio de Taylor de f e ordem n centrado em a como

) (g
Pya) =3 T (o~ af
k=0 i
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=fl@)+fa)e—a+——(@—a) +--+

Quando a funcao possuir derivadas de todas as ordens em a podemos definir sua

Série de Taylor.

DEFINICAO 8.2: SERIE DE TAYLOR

Dada uma funcao real f infinitamente derivavel em uma vizinhanca de a, sua
Série de Taylor centrada em a, é dada por

% () (g
Zf '()(x_a)n:

n.
n=0

F@+ fa)e - a) + L@ o

A Série de Maclaurin é um caso particular da Série de Taylor.

DEFINICAO 8.3: SERIE DE MACLAURIN

A Série de Maclaurin é uma Série de Taylor centrada na origem, isso é, a = 0

X fn) 7 (n)
n=0

n! 2! n!

Observe que estamos usando a notacao de derivada zero f() para indicar a prépria

funcao f, isso é,

Apresentamos como primeiro exemplo o calculo da Série de Taylor da funcao e”
centrada na origem, isso é, sua Série de Maclaurin.

EXEMPLO 8.1.1: Calcule a Série de Maclaurin da funcao f(x) = e”.

O primeiro passo € calcular as derivadas da funcao. Esse exemplo foi escolhido
pela simplicidade em calcular as derivadas da funcao exponencial que tém
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Sempre a mesina expresséo

T dke®
 dat

:e!E

& (z)

Como queremos a série centrada em x = 0, precisamos avaliar as derivadas
nesse ponto

f(k)(()) —el=1.

Podemos agora calcular os coeficientes da Série de Taylor

Co = f(O) =1 )

C1 — f/(O) =1 5
fA0) 1

e ot or
f0) 1

ST R T Bl

Repetindo essas operacoes observamos que

f®0) 1
Kk

Cr —

Podemos agora construir a Série de Taylor da funcao exponencial

© £(n) (g
S(x)zzf '()(a:—a)"
n=0 '

n
> (o
gy n!
:i_n:1+x+_2+x_3_|_...+x_n+...
n! 2 3! n!

i
e}

Ainda nao podemos dizer que a série calculada nesse exemplo seja igual a funcao e”.
Entretanto ela aproxima muito bem a funcao como podemos ver na Figura 8.1, onde
a funcao e’ esta mostrada em azul. Nesse grafico também estao as primeiras somas
parciais da série, correspondentes aos Polinomio de Taylor com graus de 1 a 5. O
grafico em magenta exibe Pj, observe que a partir de x = —1 esse grafico sobrepoe o

= 4 A >



DO
ot
at

Séries de Taylor

: —
‘3/// -1 1 2
P: P. P,

5 3 1

Figura 8.1: Comparacao da funcao exponencial com seus polinomios
de Taylor.

da funcao exponencial.

Codigo Python para ilustrar algumas séries de Taylor.

Séries Binomiais

Vamos agora apresentar um caso particular de grande importancia historica e préatica
a Série Binomial. Comecamos apresentando o Binomio de Newton que é a expansao
de um bindémio elevado a uma poténcia inteira, (a — b)", estamos interessados no
caso particular

(1+2)" = Em: (Z‘) o VmeN (8.1)

k=0

onde

L) = —

m m! mim—1)---(m—k+1
( ) El(m — k)l ( | k!( : (8.2)

é o Numero de Combinacoes de m elementos tomados k a k. Observe que, para
qualquer m

(5)-
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Podemos verificar a formula (8.1) calculando a Serie de Taylor da fungao

fla) = (1 +z)"

onde m é um numero inteiro positivo. Comecamos calculando as derivadas de f em
x =10

f@) = 1+ )" f0) =1
() =m(l +2)" ! f(0)=m
f'(z) =m(m = 1)(1 +2)""? f1(0) =m(m—1) .

Repetindo o processo observamos que para todo k
F®O(2) =m(m —1)--- (m — k + 1)(1 + z)™*
portanto
FfB0)=mm—1)---(m—k+1).

Note que para todo k > m teremos que f (k)(O) = 0. Dessa forma, a Série de Taylor
de f centrada em zero é uma soma finita

!

i f(lz'(o) xk:zm: m(m—l)--k-(m—k;—l—l) 2k
k=0 '

k=1

onde os coeficientes sao exatamente o nuimero de combinacoes de m elementos
tomados k a k. Assim, podemos escrever que

— () —~ (m
%Tzk:;%(k)xk meN ., (8.3)

Como o somatorio ¢ finito temos apenas uma igualdade entre polindmios e podemos
escrever que a soma ¢ igual a funcgao

(1+x)m:§:(TZ>x’“ méeN.

k=0

Queremos agora generalizar esse resultado para m € R. Essa generalizacao é a Série
Binomial. Com m real as derivadas de f continuam com as mesmas expressoes

f(k)(x) =mm-—1)---(m—k+1)(1 -l-l’)m_k
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Ut
~

FRO) =mim—=1)---(m—k+1).

Porém, f)(0) deixa de ser zero para k > m. Isso transforma a soma (8.3) em uma
série propriamente dita

onde

(z):mmwwméwfk+n .

Observe que como m nao é um inteiro positivo nao podemos calcular seu fatorial.
Outro ponto fundamental é que com infinitos termos na Série de Taylor nao podemos
afirmar que ela ¢ igual a funcao sem verificar sua convergéncia. O proximo teorema
conclui a generalizagdo da equagao (8.1) para todo m real, mostrando que a Série de
Taylor de f(x) = (1 + x)™ converge para a fungao.

TEOREMA 8.4: SERIE BINOMIAL
Para qualquer nimero m € R e todo z € (—1,1), vale que
= /m
1 m o __ k
(1+ ) ;%(k)x

onde

(m) il Beoolip= D)

Demonstracao

Vamos aplicar o Teste da Razao nos termos da série

%:<m>k mm—1) -+ (m=k+1)

k)T T el o

A razao entre os modulos dos termos é

(kT 1) o K?Z) xk] _1

Ak+1

ay
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| mm—=1)---(m —k) k! gh+l
B (k+ 1)! mm—1)---(m—k+1) zF
|m—l<:||‘
=——|z|.
k+1

O limite dessa razao, quando k — oo, é igual a |z|. Entao, a série converge
absolutamente quando |x| < 1, ou seja, o intervalo de convergéncia é (—1,1).
Isso significa que nesse intervalo podemos definir a fungao

k=0
Nosso objetivo agora é mostrar que
h(z)=(1+2x)"

Para verificar essa igualdade, vamos usar uma expressao equivalente

G

Taop = L+9)"h(z) =1

Avaliando g em zero temos
= /m m
0) = (1+0)""h(0) = 0" = 0°=1.
o0 = 0+0) 700 =3 (7)o = (7)

Agora basta provar que g é uma funcao constante, ou seja, vamos mostrar que
¢'(z) = 0 para todo z € (—1,1). Calculando a derivada e igualando a zero
temos

(@) =-ml+z)""  hiz)+ (1+z2)"™h(x)=0.

Rearranjando a equacao

—m(1+ )™ h(z) + (1+2)"™h (z) =0
(14 2)"™h (z) = m(1+ ) ™ h(x)
(1+2)"™(1+2z)"H (z) = mh(x)
(1+ 2)h/ (z) = mh(x) .

|l
A
>
v



Séries de Taylor 259

obtemos que ¢'(x) serd zero se
(1+ 2)h/ (z) = mh(x)

Para demonstrar essa igualdade vamos partir da expressao do lado esquerdo e
mostrar que ela é igual a do lado direito. Comegamos por derivar a série h(x)
termo a termo

W (z) = i (Z‘) ka1

k=1

Podemos agora escrever

(1+2)h (z) = W (x) + =h/(z)

Para somar as duas séries precisamos igualar o expoente de x, para isso alteramos
o indice da primeira série

(1+2)h (2) = ki) (kT 1) (k4 1)z" + i <TIZ> ka®

Agora igualamos os indices das séries separando o termo k = 0 da primeira e
agrupamos os somatorios

(14 z)h/ () m+§; [(kT1>(k+1)+ (Z’)k}x’f

Vamos agora substituir as férmulas para as combinagoes

1) (m— k)
k+ 1)

(1+:c)h’(x)=m+2[m(m_( (k+1)

mm—1)---(m—k+1) k
+ I k]x .

Podemos agora simplificar os coeficientes de z* e colocar em evidéncia a parte
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mm—1)---(m—k+1)
i (k— 1) ]ﬁ

I
3
+

I
S
+
Me I I
3

m(m—1)---(m—k+1) [(m—k) .
(k- 1)! [ k “]x

(=1 (m—k+1) m ,

(k- 1)! K

m(m — 1)--k-‘(m— k+1) _—

m —+

e
I

1

Colocando a constante m em evidencia e notando que a fracao é a expressao
da combinacao temos que

(1+z)h(z) =m+m

a|(5) <3 ()2
-n3- (3)
= mh(z) .

Isso mostra que, para x € (—1,1),

(1+2z)" = i (Z?)x’f :

k=0

As Funcoes Potencia, f(x) = 2", sdo muito comuns em diversas areas e aplicagoes
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da Matematica. Se o expoente r for um numero inteiro elas também sao faceis para
avaliar. Porém, em casos como

f(z) =2 flz) =z flz)=2""
precisamos aproximar o valor da funcao por seu Polinomio de Taylor. O préoximo

exemplo mostra como calcular a Série de Taylor para essas funcgoes.

EXEMPLO 8.1.2: Encontre a Série de Taylor da fungao /x.

Primeiro escrevemos a funcao na forma binomial
\3/5 L $1/3 L (1 + (.ZE N 1)>1/3 L (1 | y)l/g

onde y = z — 1. Usando o Teorema 8.4 podemos escrever

(1+ywﬁzﬁi(ijk ye(-1,1).

k=0

Desfazendo a mudanga de variaveis, concluimos que, para x € (0, 2),

=3 () -

:(?)@—1W+<T)@—1f+(f)@—lf+(?)@—1P+~-

1

+1/3(1;_1)(ZL‘—1)2

_|_1/3(1/3_;!)(1/3_2)(95—1)3—|—--~
1 1 , 5
:1—|—§(x—1)—§(a:—1) —|—g(x—1)3+~--
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Exercicios Secao 8.1

1) [resp| Encontre a série de Maclaurin para f(z),

e o raio de convergéncia da série de poténcias.
a) fl@)=(1-2)""
) f(x) =In(1+ x)

o

c) f(x)=sen(mx)

d) flz)=e™

e) f(z)=2"

f) f(z) = zcos(z)

g) f(z) =senh(z) = < _26 :
h) f(x) = cosh(z) = < +26x

2) [resp| Encontre a série de Taylor para f(z)
centrada em a, e o raio de convergéncia da série
de poténcias.

a) flz)=2*-322+1 a=1

b) flz)=2z—2° a=—2
¢) f(x)=Inz a=2
Q) f(x):é =3
e) f(x)=¢e a=3
f) f(x) =senzx a="7/p
g) [flx)=co a=m
fl@) =V a=16

3) Encontre os polinomios de Taylor de ordens
0, 1, 2 e 3 gerados por f em a.

a) f(z)=e* a=0
b) f(x)=sen(x) a=0
c) f(z) =In(z) a=1
d) f@)=W(A+2z) a=0
e) f(x)= i a=2
f) f(zx) = . le 5 a=0
g) [f(x) = sen(z) a="/a

h) f(z) = tg(z) a="/
i) fle)=v= a=4
) f@=vITz =0
4) Encontre as Séries de Maclaurin das fungoes
a) f(zr)=e™*
b) f(x) = we
1

) f@)=

2+
Q) flz) =
e) f(x)=sen(3x)
f) f(xz)=sen <§>
g) f(z)=Tcos(—x)
h) f(x)=5cos(mz)
i) f(x) = cosh(z) = < —1—261
) f(@) = senh(@) = S5

k) f(z)=2*—223—5zx+4

) @)=

5) Encontre as Séries de Taylor gerada por f
centrada em a.

a) f(z)=2%—2244 a=2
b) f(z)=22>+2°+3x—8 a=1
¢) flz)=z*+2*+1 a= -2
d) f(z)=32"-2'+22°+2° -2 a=-1
e) f(z) xi a=1
1
f) f(x)_(l—:c)3 a=0
8) fo)=e a=2
h) f(z)=2" a=1
i) f(x) = cos (21: + —) a=
) f@)=vaTl a=0
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6) Encontre os trés primeiros termos diferentes
de zero da Série de Maclaurin para cada funcao e
determine os valores de x para os quais a série
converge absolutamente.

Aplique a série binomial com m = —1 e
x = —r para obter que se |r| < 1,

> 1
Zrnzl—r

n=0

8) Use a série binomial para expandir a fungao
f em uma série de poténcias.

a)
b)

f V1—z
flx)=V8+ux d) flz)=(1—z)¥3

9) Use uma tabela de séries de Maclaurin para
construir as séries de Maclaurin para a funcao f.

f) f(z) = 2*In(1 + 2®)

263

g) flz)= \/ﬁiﬂ
h) f(z) =
' 2 ~ 2 1 — cos(2z)
i) f(xz)=sen"(x) Dica: sen”(z) = —

r —senx
o 0
) f(x){ s 7

1/ x=0

10) Encontre o polinémio de Taylor de terceiro
grau 3 da funcado f(z) centrado em a.

2) fz) = i 0@—2
b) fl@)=z+e® a—0
o) flz) = cos(x) YA
d) f(z)=e“sen(z)  a=0
&) f(z)=Inz a1
£) f(z) = zcos(z) a=0
g) flx)=mze™™ a=0
h) f(z) = arctg(z) a1

11) Encontre a série de Maclaurin para f e
determine seu raio de convergéncia.

2

a) f(x)= 1:1 ” e) f(x)=sen(z?)
x) = 10"

b) f(z) = arctg(z?) ) )

¢) fl@)=lm@d-z) 8 J@)=m—

8.2 Convergencia da Série de Taylor

Uma consequeéncia da definicao da Série de Taylor é que se uma funcao pode ser

representada por uma Série de Poténcias essa série coincide com a Série de Taylor da

funcao. Esse fato é apresentado com precisao pela proposicao a seguir.
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PROPOSICAO 8.5: IGUALDADE DAS SERIES DE POTENCIAS E TAYLOR

Se a funcao f for igual a uma Série de Poténcias, no intervalo de convergeéncia
da série,

Demonstracao

A funcao f é infinitamente derivavel, pois as séries de poténcias sao infinitamente
derivaveis em seu intervalo de convergéncia. Calculando a n-ésima derivada de
f, temos

f(")(:c) = ik(l{ — 1) c. (k —n4+ 1)%(1, . a)k—n
k=n

=nle, + Z k(k—1)---(k—n+ Dep(x —a)f™
k=n+1

Avaliando a derivada em a temos
™ (a) = nle,

Isolando ¢, concluimos a demonstracao

A utilidade dessa tltima proposicao é limitada, pois precisamos saber de antemao
que a funcao pode ser escrita como uma Série de Poténcias e essa verificacao nao é
trivial. Por exemplo, existem funcoes infinitamente derivaveis, cujas séries de Taylor
sao convergentes mas nao convergem para a funcao. O proximo exemplo apresenta
uma dessas funcoes.
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EXEMPLO 8.2.1: Calcule a Série de Taylor centrada na origem, a = 0, da
funcao

0 <0
e x>0
Calcule a soma da série e compare com a funcao.

Essa é uma funcao suave, infinitamente derivavel, cujo grafico esta ilustrado na

figura a seguir.

0,5 |

Primeiro calculamos as derivadas de f em zero. Como a funcao é definida com
expressoes diferentes de cada lado da origem precisamos calcular as derivadas
de cada lado e verificar que ambas coincidem em x = 0.

Calcular as derivadas do lado esquerdo, x < 0, é trivial pois a funcao é constante
e portanto todas as suas derivadas sao nulas. Consequentemente, o limite na

origem também ¢ zero

lim fP2)=0 k=123,...

z—0~

Do lado direito, x > 0, a funcao tem a forma f(z) = eil/””, calculando as

primeiras derivadas obtemos

,1/$
fla) ==
_1/:10
f'(z) = — (1 - 20)
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_1/x

£ (g) = ewﬁ (622 — 62 + 1)
_1/30

FO() = S (—24a® + 362% — 12 + 1)
X

Observamos, sem demonstrar, que a n-ésima derivada serd sempre a exponencial
dividida por uma poténcia de x e multiplicada por um polionimo. Ao calcularmos
o limite x — 0" o polinémio sempre produzird um valor finito, enquanto

-1
e
lim -
z—0t X

=0 k=123 .

Concluimos que todas as derivadas de f(z) s@o zero na origem. Assim todos
os coeficientes da sua Série de Taylor sao nulos e a soma da série é a funcao
constante igual a zero, que, evidentemente, nao é igual a f.

Uma funcao f cuja Série de Taylor converge para f é chamada de Funcao Analitica.,
Nosso objetivo aqui é poder determinar quais funcoes sao analiticas.

O préoximo exemplo mostra uma forma direta para demonstrarmos que a Série de
Taylor de uma funcao coincide com a funcao. Ainda nessa secao apresentaremos o
Teorema de Taylor que simplifica essa verificacao.

EXEMPLO 8.2.2: Seja f(x) = In(z) encontre a série de Taylor de f centrada
em a = 1. Encontre o intervalo onde a série converge absolutamente e mostre
que neste intervalo a série coincide com f.

Note que
f(z) = In(z) f(1)=0
(@) =27 o) =1
1O (@) =~ £O) = -1
FO) = 2278 A =2
fYz)=-2.3271 fY1) = -6
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Podemos escrever, para todo n > 1, que

(=1 (n — 1)!

xn

M (z) =
portanto
AR ) (D)L (nHD n>1.

Entao, a série de Taylor de In(z) em a = 1 é dada por

n!
=2 (—1)n—n(!n — 1)'(15 e
L Z (_1Tzn_ (z — 1)

267

Para encontrarmos o raio de convergéncia da série vamos aplicar o Teste da

Raiz, ou seja, vamos calcular o limite

(_177)Jn—1 (x o 1)71

-y

E oz —1]"
I n

_Je—1]
n

— |z — 1|

onde usamos que /n — 1. Verificamos que o raio de convergéncia da série é
R =1, portanto a série converge absolutamente para z tal que |z — 1| < 1, ou
seja, para x € (0,2). Poderfamos analisar os extremos desse intervalo, mas para

identificar a série com a funcao f vamos precisar derivar a série termo a termo

e esse procedimento so esta garantido no intervalo aberto.
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Derivando T'(x) temos

r'() = Y (-t
= 1y e -
= Z(l — aj)”_l .

Observe que essa ultima série é uma Série Geométrica coma=1er =1 — .
Como era de se esperar ela converge para |r| = |1 — x| < 1. Além disso, nesse
intervalo sua soma é dada por

Q 1 1

T,(x)zl—rzl—(l—a:)_ T |

Entao, integrando ¢'(t) sobre [1, z] e usando que g(1) = 0, obtemos

T(@) = ga)— () = [ gt~ [ 1at=mG).

Dessa forma, fica provado que, no intervalo (0, 2), a fungao In(z) coincide com
sua Série de Taylor centrada em x = 1.

A Figura 8.2 mostra a fungao In(z), em azul, e seus polinomios de Taylor de ordens
1, 2, 3 e 6, o ultimo desses polinomios esta desenhado em magenta. Observe que
para x entre zero e dois os polinomios se aproximam da funcao logaritmo, porém a
partir de x = 2 eles se afastam rapidamente.

O método usado no ultimo exemplo funcionou bem para a funcao logaritmo, mas
buscar uma estratégia especifica para cada funcao pode ser bastante complicado.
Felizmente, o Teorema de Taylor fornece uma forma relativamente simples para
verificar a convergéncia da série para uma classe muito grande de fungoes.

A ideia do teorema é que podemos escrever uma funcao f em uma vizinhanca de
xr = a como sendo o seu polinémio de Taylor de ordem n, P,(z), somado com o erro,
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P

Figura 8.2: Comparacao da funcao logaritmo com seus polinomios
de Taylor.

R,.(x), ou seja,

—~ ["(a)

X (x —a)" 4+ Ry(x) .

f(@) = Py(x) + Rn(x) =

k=0

Se formos capazes de encontrar os valores de = para os quais R,(z) tende a zero
quando o grau do polinémio vai para infinito, podemos concluir que f coincide com
sua Série de Taylor nestes valores. Verificamos isso observando que

f(z) = lim (P,(z)+ R,(z))

n—oo
= 7}1_{20 Po(x) + nh—%lo Ry(z)

= lim P,(z)+0

n—oo

& W)
= Jim > (e o)
o k)
g_ / k!(a) (x —a)* .

k=0

A importancia do Teorema de Taylor estd exatamente no fato que ele fornece uma
férmula para o resto R, (z).
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TEOREMA 8.6: TEOREMA DE TAYLOR

Seja f: I — R uma funcao que tem n + 1 derivadas continuas no intervalo
aberto I, entao para a, x € I, podemos escrever que

n ) (g
f(z) = P,(z) + Ry(z) = Z / k'( ) (z — a)" + Ry()
k=0 '

f("H)(c)

Fon() = (n+1)!

(:L“ _ a)n—i—l

para algum c entre a e x.

Demonstracao

Dado um x fixo, que podemos considerar sem perda de generalidade menor do
que a, definimos a constante K, de modo que

(n)

@) = 1@+ @) -0+ -+ Do+ - o
Precisamos mostrar que existe ¢ € (z,a) tal que

K = f(n+1)(c) .
Para isso definimos a fungao

(n)
60) = 1) | FO) + @ =)+ + T gy
K n
RSN o

Por construcao essa funcao é tal que

Entao, pelo Teorema de Rolle 1.10, existe ¢ € (z,a) tal que ¢/'(c) = 0. Calcu-
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lando a derivada de ¢(y) obtemos

3)
i 32(y) (z—y)? = fAy)(x—y)
+ o
(n+1) (n)
+ f — (y) (l’ . y)n . f n'(y)n(x . y)n—l
K n
-4 e - |

Subtraindo os termos repetidos obtemos

Fr ()

Dy — (1)

¢'(y) = — [
rearranjando podemos escrever

(z —y)"
n! '

#(y) = (K - f*(y))

Avaliando essa derivada em ¢ temos

(z =)

n! =0

#(c) = (K - (o))
Como ¢ € (z,a), ou seja, ¢ # x, segue que
K = ft(e) |
Para garantirmos que uma Série de Taylor converge para a sua fungao, podemos

mostrar que a diferenga entre as somas parciais, P,(z), e a fungao, f, tende a zero,
para algum intervalo contendo a, quando o niimero de termos vai para infinito, isso

|l
A
>
v



Séries de Taylor 272

Porém, nao existe uma forma sistematica para encontrar o valor correto para c, o
que normalmente fazemos é analisar todos os valores possiveis e considerar o pior
caso, o proximo resultado formaliza esse procedimento.

PROPOSICAO 8.7: DESIGUALDADE DE TAYLOR
Se para |z — a| < d vale a desigualdade
’f(n—&-l)(x)’ <M.
Entao o erro da Série de Taylor de f centrada em a satisfaz a Desigualdade de

Taylor

M n+1

|Ry ()] < mk’? —al

para todo x tal que |z —a| < d.

O proximo exemplo ilustra como podemos verificar quando a Série de Taylor de uma
funcao converge para a propria funcao.

EXEMPLO 8.2.3: Mostre que a Série de Taylor da funcao exponencial converge
para a funcao exponencial.

Vimos no Exemplo 8.1.1 que a Série de Taylor da funcao exponencial, e*,
centrada na origem, a = 0, é convergente para todo x € R e tem a forma

Ooxn 1'2 3 "
T m— —:1 — — o« o . R — o o
(z) ;n! e S ST

Para qualquer valor x € R tomamos d tal que |z| < d temos entdo que para
qualquer n € N

‘f(nJrl)(x)‘ — ot < ed_
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Podemos agora usar a Desigualdade de Taylor 8.7 com M = e? obtendo

(n+1)!

Calculamos o limite encontramos

| Rn(2)] <

2 —al

d
. € T n+l _ d 7. —
e ST e e

Usando o Teorema do Confronto concluimos que

lim R, =

n—oo

e portanto a Série de Taylor converge para a funcgao

Temos agora os resultados necessarios para demonstrar o calculo da soma da Série
do Inverso do Fatorial apresentada na Definigcao 6.8.

EXEMPLO 8.2.4: Mostre que a soma da Série do Inverso do Fatorial é
1

g —=e.
n!

n=1

Basta observarmos que a Série do Inverso do Fatorial coincide com a Série de
Taylor da funcao exponencial em x = 1

| 2. 1n
Zg Z—': TIEr

n=1 n=1

A seguir apresentamos mais um exemplo de como podemos verificar que a Série de
Taylor converge para a sua funcao.

EXEMPLO 8.2.5: Encontre a série de Taylor de cos(x) centrada em z = 7/2.
Mostre que essa série converge para cos(z) para todo = € R.
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Calculando as derivadas de f(z) = cos(z) obtemos

F9(z) = — sen(a)
f@(x) = —cos(z)
)= sen(x).

Repetindo o processo percebemos que

FP () = (-1)"  cos()
f(Q"H)(x) = (—1)"*'sen(x) .

Calculando em 7/2 temos

FE (o)
f(2n+1) ( / )

Desse modo, a série de Taylor em x = 7/2 é

Tz = Z% (x il g>2n+1 |

Pelo teorema de Taylor, sabemos que existe ¢ € (7/2,x), ou ¢ € (x,7/2), tal que

0
( )n+1 )

é n+1 2n+1
T
EoRE nzo o + 1) (x T 5) + Bara (@)
onde
f(2k+2)(c) 7N\ 2k+2
Rava (%) = 5151 @“‘5)

= (—1)"" cos(c) (x 7T)2k+2 |

(2k + 2)! 19

Como |cos(c)| < 1, segue que, para todo z € R

‘x | 7r/2|2k+2

airar O

0 < |Ropsa(z)| <
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Assim, Ropi1(x) — 0 para todo x € R. Isso implica que

n+1

cos(x) = T — —) Ve eR

2n+1 ( 2

-3 -2 = 27 37

Figura 8.3: Comparacao da funcao cosseno com seus polinomios de
Taylor.

A Figura 8.3 mostra o grafico do cosseno em azul e os polinémios de Taylor de graus
4, 8, 12 e 16, sendo que esse ultimo destacado em magenta.

Exercicios Segao 8.2

1) Encontre a série de Taylor de cos(z) centrada a) f(x) = sen(mz)

em x = 0, mostre que o cos(x) coincide com a _
série obtida para todo x € R. b) f(z) = sen(z) a="/
2) Calcule a série de Maclaurin ou Taylor da ¢) f(z) = senh(z)

funcao, determine seu raio de convergeéncia e d) f(z) = cosh(z)

prove que a série converge para a funcao no
intervalo de convergéncia.

8.3 Aproximacoes por Polinomios de Taylor

Uma das principais aplicacoes das Séries de Taylor é calcular aproximacoes para
uma funcao com o auxilio dos Polinomios de Taylor. Se a série converge temos a
formula para o erro do Teorema de Taylor 8.6 para estimarmos o erro cometido ou
determinarmos o nimero de termos necessarios para garantir que o erro € menor do

= 4 A >



Séries de Taylor 276

que a tolerancia aceitavel. Apresentamos a seguir alguns exemplos desse uso das
Séries de Taylor.

y
2 . .
EXEMPLO 8.3.1: Escreva / e ¥ dr como uma série de poténcias centrada
0

1
s . . . Al _p2
em x = 0. Use a série obtida para encontrar uma aproximacao para / e dx
0

somando os quatro primeiros termos da série.

X

Primeiro vamos encontrar a série de Taylor de f(z) = e*. Como a k-ésima

derivada f*)(z) = €% e e’ = 1, segue que

M;v

x"
— + Ri(z
n!

n=0

Verificamos que Ry (z) — 0 para todo = € R, pois f*)(c) = e¢ para todo k, ou
seja, as derivadas sao limitadas por |e‘|. Entao, para todo z € R, temos que

o
X xn
e:E —
n!

Seja u(xr) = —z%. Note que u: R — R é uma fungao continua, entdo, para todo

i
s}

r € R temos que

Dessa forma,

Yy 2
/ e dr =
0

Sy —1)n q2ntl
:E:( )"y

nl 2n+1

L
i
—
N—
3
o\
N
&
o
3
QL
8

|
=0 n.

Usando a série obtida, temos

i - | S (_1>n
146 dm_%;men+n
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TL

3
Zn' 2n+1

n=0
1 1 1
3735 37

26

=35

~ 0,7429 .

No ultimo exemplo encontramos uma aproximacao para o valor de

1
2
/exdac
0

277

entretanto nao sabemos o erro cometido ao fazer essa aproximacao. Como se trata

de uma série alternada, podemos usar a Proposicao 6.30 que nos da uma estimativa

superior para esse erro.

EXEMPLO 8.3.2: Estimar o erro cometido na aproximacao do exemplo anterior.

Vimos no ultimo exemplo que

1
/ e dx ~ 0.7429 .
0

Com o uso da Proposicao 6.30 temos o seguinte limitante para o erro

—1)4 1
Ry <ay= ( ) = ~ 0,0046 c

41(2-4+1) 419

EXEMPLO 8.3.3: Aproxime o valor de +/3/2 usando Polinémio de Taylor

de grau 3 da fungao f(z) = V1+ .

cometido.

Podemos construir a Série de Taylor para a fungao f(x)

Obtenha uma estimativa para o erro

= /1 4+ z utilizando a
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Série Binomial

onde

— —

PRy
I
—_

N— —
I
W

pls-1) 1
2 9

BlA-Ds-2) 5

B
TP e-

7~ N N7 N7 N

Assim

2 51.3

\3/1+m%P3(x):1+£—x—+

3 9 ' 81 °

Tomando z = 1/2, temos

5
P LR R R T
\[ T3 + +648

6 81

Como a série é alternada podemos estimar o erro cometido por

1 1\*
R3§a4:‘<f’>‘ (§> ~ 0,0026 .

-3 =27 =

=1

Figura 8.4: Comparagao da raiz cibica com seu polinémio de Taylor.

2w 3
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A Figura 8.4 mostra o grifico da funcao f(z) =+v/1+ x e o Polinémio de Taylor P,
assim como a aproximacao de f(1/2) por Ps(1/2).

Exercicios Secao 8.3

1) [resp| Encontre o polinomio de Taylor de
segundo grau da func¢do f(z) centrado em a. Use
o Teorema de Taylor para estimar o erro no
intervalo Z.

2 @)=z

a=4 ZI={reR/4<x<42}
b) fl@)=a""

a=1 ZI={zxeR/09<z<11}

c) fla)=a"?

I={xzeR/08<z<1,2}

8) f(z) = sen(a)

a:% I:{xGR/0§x<z}
)

a=1

-3

0 IT={zeR/ -02<z<0,2}
f) f(z) =1In(1+ 2x)
1

a= IT={ze€R/05<2z<15}
g) flx)=e"
a=0 IT={zeR/0<x<0,1}

h) f(z) = zln(z)
I={ze€R/05<2<15}
i) f(x) = zsen(x)

a=0 ZI={reR/ -1<z<1}

a=1

6235 _ €—2x

) flz)=senh(2r) = S
a=0 ZI={reR/ -1<z<1}

2) Calcule a integral indefinida como uma série
infinita.

a) /:ccos (¢°) da

d) /arctg(xQ) dx

3) Use séries para aproximar a integral definida
com erro menor do que a tolerancia, ¢, indicada.
Dica: Use a estimativa de erros das séries
alternadas e uma calculadora.

1/2
a) / arctg(z) dx e=10"*
0
1
b) / sen(z?) dx e=10"*
0
0,4
c) V1+ztdx e=5-107°

0

4) Encontre uma série cuja soma seja o valor da
integral definida

0,5 ,
/ r2e ™ dx
0

5) Use séries para calcular o limite.
—In(1
a) lim e n(2 )
z—0 X

1 — cos(x)
=01 +x —e”

c) lim sen(z) —537 L
x—0 x

A Tabela 8.1 lista algumas séries de Maclaurin importantes e seus raios de conver-

gencia.
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TABELA 8.1: SERIES DE MACLAURIN

280

lix :nio:oxn =l+z+a’+a’+--- R=1
e® ii—? :1+—+2—T+§—T+ R =00
sen(c) =i% PO G A A e o
cos() i% T N Re o
arctg(z) i% :x—%3+%5—x77+ R=1
In(z +1) :i% =x—%2+%3—%4+ R=1

8.4 Revisao

1) [resp] Para cada fungao abaixo, apresente sua
série de Taylor com o centro indicado. Apresente
também o raio de convergéncia das séries.

a) q(z) = B centrada em 4

b) E(x)= /e_“:2 dx , centrada em 0

¢) d(z) = cos’x — sen’ x, centrada em 0

2) [resp| Considere a funcao

L(z) =In (Hx)

Il =gz
=In(1+4+2z) —In(1 —z)

para |z| < 1 Ela é utilizada para obter séries
numeéricas que aproximam os valores de In2 e
In 3. Nessa questao vamos explorar essa
utilizagao.

a) Obtenha os valores de = para os quais
L(z) =In2e L(z) =In3.

b) Obtenha uma série de poténcias para L
centrada em zero, explicitando seu raio de
convergencia.

¢) Com base nos itens anteriores, apresente
séries numéricas que convergem para In2 e In 3

3) Seja f(z) = In(x).
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a) Mostre que

=52 e

n=1

n

para z € (0,2)

b) Mostre que a série no item anterior converge
absolutamente em x € (0,2). Analise se a série

converge nos extremos z = 0 e z = 2. E possivel
afirmar que a série diverge em (—o0,0) U (2,00)7

¢) Some os quatro primeiros termos da série do
item (a) para encontrar uma aproximagao para o
valor de In(3/2). Estime o erro cometido.

4) Seja f(z) = 2

1—=x
a) Encontre um padrio para f(z) e use isso
para construir a série de Taylor de f centrada
emz = —1.

1
z+1
1—
2

b) Mostre que f(z) =

z+1 .
¢) Tomando r = —5 para quais valores de x

a funcao f pode ser vista como o limite da série
geométrica E r’"?

d) Use os itens (a) e (b) para concluir que
R,(z) - 0sex € (—3,1), onde R, (z) é o resto
dado pelo teorema de Taylor.

5) Seja f(z)=¢€"

a) Encontre a série de Taylor de f centrada em
x = 0 e mostre que f coincide com a série em
todo z € R.

281

b) Escreva

/Oy f(—=2%)dx = /Oy e da

como uma série de poténcias centrada em y = 0.

¢) Calcule uma aproximacgao para

/01/2 f(~2%) d

fazendo a soma dos trés primeiros termos da
série obtida no item anterior.

d) Estime o erro cometido na aproximagao do
item anterior.

6) Seja f(x) = cos(z).

a) Encontre um padrdo para f™(x) e use isso
para encontrar a série de Taylor de f centrada
em z = 0. Mostre que f(z) coincide com sua
série de Taylor para todo x € R.

b) Escreva

/ cos(t?) dt
0

como uma série de poténcias centrada em x = 0.

¢) Encontre uma aproximacao para

1
/ cos(t?) dt
0

somando até o terceiro termo da série obtida no
item anterior. Estime o erro cometido.
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9.1
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6

Avaliando Integrais Nao Elementares . . . . . . . ... .. ... ... .... 282
Avaliando Formas Indeterminadas . . . . . . . ... ... ... ........ 284
Definicao de Novas Funcoes . . . . . . .. .. ... ... oo 285
Identidade de Euler . . . . . . . .. .. 288
Caélculo da Série de Taylor para o Arco Tangente . . . . . ... ... .. .. 290
Problema de Basileia . . . . . . .. .. ... 293

Neste capitulo apresentamos alguns exemplos de uso das Séries de Taylor para resolver

problemas matematicos importantes.

9.1 Avaliando Integrais Nao Elementares

Podemos utilizar as Séries de Taylor para calcular integrais de funcoes cuja integracao
seja muito complexa ou que a primitiva nao pode ser expressa como uma combinacao
finita de funcoes elementares. Para ilustrar essa técnica vamos aplica-la para uma

funcao

EXEMPLO 9.1.1: Calcule a Série de Taylor para a primitiva da funcao

f(z) = sen (2%) .

1l
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Sabemos que a funcao seno ¢ igual a sua Série de Taylor para todo nimero real,
isso é, podemos escrever

o o of

sen(a)—&—§+a—?+

Fazendo o = z° temos

Substituindo a funcao pela sua série dentro da integral e integrando termo a
termo, obtemos

6 10 14
9 oL x
/SGH(:C)d:U:/I—y—FF—?—F - dx

Eyirs dm—/—da:+/—d:c—/—dx+

_C+$ x x x
+ 3 7-3! 11-5! 15-7!

onde C' é a constante de integracao. Para escrevermos essa série em um somatorio,

3

colocamos 73 em evidéncia e escrevemos as poténcias em termos de z*

1 z* z8 2
2 sy 3 —_—— —_— o o o
/Sen(x)dx_x (3 AT T )

== <<x4>° Lo () (e )

3 7-3! 115! 157!

onde escolhemos C' = (0 para simplificar as expressoes. Precisamos agora
identificar as sequéncias que constroem os valores necessarios

k 3+ 4k 1+ 2k
0 3 1
1 7 3
2 11 5
3 15 7
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Temos entao que

2 _ s (_354)k
/Sen(x)dx_x kz_% (3 + 4k)(1 + 2k)!

Note que continuamos sem uma expressao fechada e finita para a integral. Porém,
mesmo a série sendo uma representacao infinita, ela pode ser utilizada para aproximar
o valor da integral em qualquer ponto com a precisao que desejarmos.

9.2 Avaliando Formas Indeterminadas

Outra operacao que pode ser complexa € o calculo de limites indeterminados, nesse
caso a Série de Taylor também pode ajudar. Vamos ilustrar a técnica caculando o

limite
) Inzx
Lim )
z—1 r— 1

Esse é um limite, com indeterminagao do tipo 9/, onde podemos utilizar a regra de
I’Hopital

Entretanto, a Série de Taylor oferece uma forma alternativa para calcular esse limite
que pode ser 1til em outras situacoes.

|
ExEMPLO 9.2.1: Calcule o limite lim i
z—=1 1 — 1

Primeiro obtemos a Série de Taylor da funcao In(x) com centro em a = 1

1n(x):(x_1)_(ﬂf—21) +(35—31) _(x_41)

a igualdade é verdadeira para todo z tal que |z — 1| < 1. Agora substituimos o
logaritmo pela sua série na funcao original

In z 1 <(x_1)_(:c—1)2 (z—1)° ($—1)4+...>,

r—1 r—1 .

2 s 3 4
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Manipulamos os termos da série obtemos

Inx r—1 (z-12 (z—-1)°

r—1 2 3 4

Agora calculamos o limite desejado

Inz (1_:1:—1+(56—1)2 <$—1>3+...)

2 3 4

lim = lim
z—1 1 — z—1

como todos os termos da série, com excecao do primeiro, vao para zero, quando
xr — 1, temos que

Inx

lim =1.
z—1 v —1

9.3 Definicao de Novas Funcoes

Podemos definir novas fungoes como a soma de uma Série de Taylor, essa é uma forma
para definir as funcoes reais conhecidas para varidveis complexas, como ilustrado
na proxima subsecao, e também é como definimos varias funcoes especiais. Como
exemplo vamos definir uma das Funcoes de Bessel, que sao as solugoes da equacao
de Bessel

2y +xy + (22 — o)y =0. (9.1)

EXEMPLO 9.3.1: Exiba a Funcao de Bessel de Primeira Espécie de Ordem
Zero, Jo(x).

Essa fungao é uma solugdo da equacao de Bessel (9.1) com oo =0
Lyl =2 +xy +2°y=0.

Vamos buscar a solucao com a forma

y(z) = Z A
n=0
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Calculando as derivadas de y obtemos

M2

()= aznz™!
n=1
0.9]

y{z )= Z apn(n — 1)z" 2.
n=2

Substituindo na equagao temos

Lly] = 2%y +zy + 2%y

O o 0
= 22 E a,n(n — 1):15”_2 +z g a,nz" b + 22 E a,x"

I
K

(0. @] o0
apzn(n —1)z" + E a,nx" + E a,z"? .
n=1 n=0

I
I\

n

Queremos agrupar todos os termos em um tunico somatorio, para isso fazemos
uma mudanca de indice no ultimo para igualar as potéencias de x

Lly] =

NE

(0.¢] (0.
apzn(n —1)z" + g a,nx" + g QpoT" .
n=1 n=2

I
o

n

Precisamos agora fazer o indice do segundo somatério comecar em n = 2,
conseguimos isso movendo o termo n = 1 para fora

(0. ¢] o0
Lly] = ayn(n —1)z" + a1z + Z ap,nx’ + Z DY

n=2 n=2

K

[
N

n

o0
= aT + Z (ann(n — 1) +a,n + an_g)x"

n=2
(0.]
2
= a1r + E (ann + an_g)x” .
n=2

Para que L]y] =0 precisamos que o coeficiente de cada poténcia de = seja zero.
Ao analisarmos o coeficiente de x verificamos que

a1:::0.
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Para as demais poténcias, ", temos a condicao
2 —
ap,n” + a,—s =0

que produz a relacao de recorréncia

Usando essa relagao e a condicao a; = 0 concluimos que todos os coeficientes
impares sao nulos

a, =0 n=—=1,3,[9, 1.

Para encontrarmos os coeficientes pares fazemos n = 2k

a2k —2

= — k=1,23,...
Aok (2]6)2 ) Ay Dy
Observando que
ao
a9 — —ﬁ
o as | 1 < ao) o ag
UmTeT Te\Te) T %
ay 1 <a0 ag
a6 = ——— = —— J— — —
62 62 \2 R6(3]-12)2

7 R A it L e Py s
T 82 g\ 26(3.2)2)  28(4.3.2)2°

Generalizando temos

(="
azkzmﬁo k:1,2,3,...

Podemos agora escrever

00 _1k ]
y(x):aozka.
k=0
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A Funcao de Bessel de Primeira Espécie de Ordem Zero é definida como

Vamos agora analisar a convergéncia dessa série usando o Teste da Razao

(—1)k+1x2k+2 22k (k!)2 x2
= | 2242 ((k + 1))2 (—1)ka% | 22(k+1)?

Uk41
U

Quando k — 00 essa expressao vai para zero independentemente do valor de =,
portanto a série converge para qualquer x € R.

16 Jo(z)
Py Pyo Pso
0,5 -
1 | A\l m /\ L/

P, Py Py Psg Py

-0,5 |

Figura 9.1: Comparacao da funcao de Bessel com seus polinomios
de Taylor.

A Figura 9.1 a seguir mostra o grafico da fungao Jy(x) e alguns dos seus Polinomios
de Taylor.

94 Identidade de Euler

Com os devidos cuidados, os resultados sobre sequéncias e séries valem também para
os numeros ou fungoes complexos. Vamos apresentar aqui a [dentidade de Euler

e = cosh +isend .

Na Secao ?? apresentamos um resumo sobre os numeros complexos, aqui vamos
utilizar que um nimero complexo pode ser escrito como

z=a-+ b
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onde a e b sao nimeros reais e ¢ é a unidade imaginaria

1=+v—1.
As operacoes de soma e produto com nimeros complexos obedecem as mesmas pro-
priedades conhecidas para os nimeros reais. Aplicando essas propriedades podemos
calcular as poténcias da unidade imaginaria, por exemplo,

2= —1, i3 = —q, it =1 P =7 .

Vamos estender a definicao das fungoes seno, cosseno e exponencial para variaveis
complexas, isso €, queremos avaliar essas fungoes para qualquer valor complexo z € C.
Fazemos isso substituindo o x real pelo z complexo nas Séries de Taylor dessas
funcoes

7 PG

sen(z):z—§+5+ﬂ_...

22 2t 28

22 23 24
€ :1+Z+§+§+E+-”

Note que, estamos apresentando esse resultado sem a devida justificativa. Para
sermos rigorosos precisamos verificar que todas as operacoes estao bem definidas e
que as séries convergem, porém, essa analise foge ao escopo desse curso.

Para verificarmos a Identidade de Euler escrevemos Série de Taylor da exponencial
de z =10, com 0 € R

(i0)*  (i0)*  (i6)* (i0)>  (i0)°
o T T s T T

e =14 (i) +

Utilizando a propriedade de poténcias (zy)" = x"y" reescrevemos essa expressao
como
-2 N2 i393 i464 i595 i696

i0 . v )
e—1+29+2!+3!—|—4!+5!+6!+

Utilizando o célculo das potencias de ¢ obtemos

2 3 4 5 6
a%ﬂ+w—i—£wf~mﬂ—i+m
2! 3! 4! 5! 6!
Nessa expressao, os termos com poténcias impares contém ¢ e os termos com poténcias

= 4 A D>



Usos da Série de Taylor 290

pares nao. Vamos agrupar esses dois tipos de termos e colocar ¢ em evidéncia

” 02 0+ o° 0> 0 0
€ :(1—54-1—54—"') <9—§+§—ﬁ+ )

Os termos dentro do primeiro par de parénteses sao os termos da Série de Taylor
do cosseno e os termos dentro do segundo par de parénteses sao a série do seno.
Podemos, entao, escrever a Identidade de Euler

e = cosf +isend .

Uma consequéncia interessante dessa identidade é que podemos escrever uma relagao
envolvendo “Todas as Constantes da Matematica”. Para isso basta escolher § = 7

i

e = cosm+isenm = —1410 = —1
ou seja
e"+1=0.

9.5 Calculo da Série de Taylor para o Arco Tangente

Vamos ilustrar uma forma alternativa para calcular a Série de Taylor da funcao
arctg(z) para ilustrar algumas manipulagoes possiveis quando precisamos obter uma
Série de Taylor. Vamos comecar, como em outros casos, calculando as derivadas da
funcao

te(e) =

7 rete(@) = 70—
d? te(z) = —2z

arc —
dg? OB (14 22)?
d? te(z) = 622 — 2

arc —
a3 OB (14 22)3
d? 24x(1 — x?)
2zt ) = Ty

Nao precisamos ir mais longe para perceber que esse nao é um bom método, as
expressoes estao se tornando cada vez mais complexas, portanto, precisamos tentar
outra abordagem.
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Inicialmente, nesse desenvolvimento, nao vamos nos preocupar com o rigor matematico
para obter uma candidata a Série de Taylor, depois justificamos o processo utilizado
demonstrando a convergéncia da série. Comecamos observando que a derivada da

funcao arco tangente é igual a soma de uma Série Geométrica com v = 1 e r = —a?
d o
— arctg(z) = = —1—z?+a2t— 20 +2% -
dx 8(2) l+2?2 1-r

Escrevemos entao que

d
d—arctg(:c)zl—x2+:c4—x6+:c8—
T

integrando os dois lados temos a candidata a Série de Taylor para arctg(x)

3 2 ' 2

arctg(:c):x—§+€—7+§_...

Temos uma Série de Taylor, porém, nossos calculos nao foram cuidadosos. Precisamos
demonstrar que a série obtida converge para a funcao. Faremos isso voltando para a
formula da soma da Série Geométrica
1
1+ 2

— 1P gt —gf ()PP ()P (9.2)

Note que para qualquer n o resto dessa série, R,, é uma Série Geométrica com
r=—-r2eq= (_1)n+1$2(n+1)

Rn _ (_1)n+1x2(n+1) + (_1)n+2x2(n+2) + (_1)n+3x2(n+3) 4.

Utilizando a féormula da soma dos termos dessa série obtemos
(_1)n+1$2(n—|—1)

1+ z2

R, =

Podemos entao escrever a série em (9.2) como uma soma finita

1
1+ x2

(_ 1)n+1x2(n+1)

1+ z2

:1_332_{_334_336_’_”._’_(_1)71:6271_}_

Temos agora uma expressao finita para a derivada da funcao arco tangente

d
d—arctg(x) =l1—-2?+z* -2+ ..+ (=)™ +
i

(_ 1)n+1x2(n—|—1)

1+ 22

Por ser uma soma finita podemos integrar termo a termo sem preocupacoes com a
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convergencia

du .

IS (135 $7 (_1)nx2n+1 x (_1)n+1u2(n+1)
arct ) e B

retg(zr) = @ 5 5 - T /0 .
Estamos agora em uma situacao similar ao Teorema de Taylor 8.6, onde podemos

concluir que a série converge para a funcao se o erro

T (_1)n+1u2(n+1)
R,(z) = d
(z) /0 1+ u? “

convergir para zero, quando n — o0.

Para garantirmos que R, tende para zero, basta verificar que seu modulo tente a
zero, ou seja, queremos calcular o limite de

T (_1)n+1u2(n+1)
d
/0 1+ u? "

R (2)] =

:/O'x'

lz| . 2(n+1)
= / Y du
0 1 + u2

quando n — co. Como 1 + u? > 1 temos que

(_ 1)n+1u2(n+1)

1+ u?

du

4 2n+3 |z| m2n+3

||
R (z)] < / W20+ gy
0

T2 +3|, 2n+3°

Portanto, para todo |z| < 1 sabemos que

lim R,(z) =0

n—oo

e podemos concluir que, para todo x € [—1,1] a Série de Taylor da funcao arco
tangente converge para a funcao

3 5 IC7 5139

te () Tt n
arc =r——4+———+ —
B =T =3 Ty T T Ty

|l
A
>
v



Usos da Série de Taylor 293

9.6 Problema de Basileia

O Problema de Basileia consiste em encontrar a soma da Série de Inversos do
Quadrado, apresentada na Definicao 6.7,

=1
S

A solugao desse problema obtida por Euler em 1735 o tornou conhecido na comunidade
Matematica da época e é de grande importancia por estar relacionada ao estuda da
Fungao Zeta de Riemann, ((z), pois

Entre as aplicacoes desse resultado esta o calculo da probabilidade de dois niimeros
escolhidos ao acaso serem primos entre si. A verificacao dos calculos realizados por
Euler usa a decomposicao do seno em um produto infinito que depende no Teorema
de Fatoracao de Weierstrass para funcoes holomorfas em todo o plano complexo,
evidentemente além do escopo dessa disciplina. Dessa forma, vamos apresentar
apenas 0s passos principais desse desenvolvimento e em seguida apresentamos uma
demonstragao publicada por T. M. Apostol [Apostol-Proof-Euler-Missed] em 1983
que envolve operacoes mais simples.

O desenvolvimento dos cdlculos de Euler comeca com a Série de Taylor da funcao
seno

dividindo ambos os lados por x temos

sen(z) 0 7 N zt  gf L
x 3l 5 7

Usando o Teorema de Fatoracao de Weierstrass nessa funcao, podemos escrever

(- 35)- (-3 -2 0-5)-
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Igualando a Série de Taylor da fungao com sua fatoragao temos

R A x2 x? z?
AR R SR I N I R D 9.3
3!+5! 7!+ < 772>( 47T>< 97r) (9:3)

Como essa igualdade é valida sabemos que o coeficiente de cada poténcia de x é
igual nas duas expressoes. Extraimos diretamente o coeficiente de 2? da Série de
Taylor obtendo

Multiplicando os termos do produto e coletando apenas os coeficientes de 22 temos
11 1 1 1
(Gt ) - w
n=1
Igualando os coeficientes temos que
1 1 1
G 2 Z —
n=1

Isolando a série chegamos ao resultado desejado

<1 2
D=2 w5

Apresentamos agora a demostracao alternativa proposta por Apostol, que se baseia
na avaliacao da integral

L

O primeiro passo é verificar que essa integral é igual a ((2). Note que a fragao é a

dxdy .

soma da Série Geométrica com o« = 1 e r = xy, como os valores de x e y na integral
estao entre zero e um podemos escrever

S
I = // dxdy = // x"y" dxdy .
0Jo +—7TY Z

Como essa série é absolutamente convergente podemos trocar a ordem da soma com
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a integracao

1

= Om:§(2)-

n=

A segunda parte consiste em calcular a integral e mostrar que

I=—.
6

Aplicamos uma mudanga de varidveis rotacionando os eixos 45° no sentido horario
u—v U+ v
y =
V2 V2

de modo que

Tr =

12
1—ay 2—u?+02

e a nova regiao de integracao seja o quadrado, 2, com vértices opostos em (0,0) e
(\/5, O). O Jacobiano dessa transformacao é

Oz dy Odxdy 1 1 -1 1
COu v 0vou V22 V2V2

Assim a integral assume a forma

2
]:// dudv .
92—U2+U2

Usando a simetria de reflexao do quadrado em relacao ao eixo u podemos escrever a

Jf 1.

integral como

I=4/ / 5 2dvdu+4/ / 5 dedu.
0 0 2—U +U % 0 2—U + v
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Usando

/x dt 1 " (x)
——— = —arctg [ —
0 G2+t a &\ a

temos que

/” dv 1 . u
= arc —
0 2—u?+4? 2 — 2 2 2 w2 )’

V2-u dv 1 V2 —u
5 5 = arctg | ——~ 1 .
0 2—u+uwv 2 — u? V2 — u?

Voltando para o calculo de I fazemos I = I; 4+ I, onde

I—4/¢1§ar0t ( Y ) i
! 0 = V2 —u? ) V2 —u?

v2 V2 —u du
b =14 arctg
i Vi-@ ) Vo-@

V2

Para calcularmos I; usamos a transformagao
u = v2sen (6) du = v/2cos (0) df = /2 — u? db

que produz

B G v2sen (0)
I = 4/0 arctg <—\/§cos ) ) do

:4/Oged9:2(%)2:26—7;2.

Para I, usamos u = v/2cos (20) que produz

du = —2v/2sen (20) d
= —2v/2+/1 — cos? (26) df
= —2v2y/1 — v’/ df
= —2v/2 —u? df
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e também

V2—u  V2(1 - cos(29))
V2—u? V2 — 2cos?(20)

1 — cos(20)
1 + cos( 29

2 sem2
Cos2

= tg(0) .

Temos entao

12:4/Oarctg(tg(9))(—2)d9 _ 8/g8d9 _ 4<E>2 _ e
0

™

6

Calculando I temos

272 472 2
I =141 = _
1=t T

o que conclui nossa demostracao.
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A.1 Notacao Matematica

Simbolos Matematicos

A lista a seguir inclui varios simbolos matematicos comumente utilizados e seus
significados

oo Indica uma quantidade infinita. Observe que oo nao é um numero e
portanto nao podemos realizar operacoes algébricas com ele.

Para todo

4 Existe

—  Esse simbolo pode indicar um limite, x — 0, ou ser usado na definicao
de uma funcao f : R — R. Ele nao pode substituir outros simbolos

como a igualdade e também nao deve ser usado para indicar o sentido
de leitura.
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A seguir apresentamos simbolos que indicam relacoes. Note que cada um tem um
significado especifico, um nao pode substituir o outro.

= Simbolo de igualdade, ele indica que as duas expressoes sao completa-
mente equivalentes.

< Esse simbolo significa “se, e somente se”. Ele s6 pode ser utilizado entre
duas afirmacoes logicas, isso é, que podem ser verdadeiras ou falsas, e
indica que ambas sao simultaneamente verdadeiras ou simultaneamente
falsas.

= Assim como <, esse simbolo indica uma relagao logica entre duas
afirmacgoes. Porém, seu significado é mais sutil, ele indica que se a
primeira afirmacao for verdadeira a segunda também precisa ser. Se a
primeira afirmacao for falsa nao sabemos nada sobre a segunda.

< Tem o mesmo significado que =-, porém com os papeis trocados para
as afirmacoes.

Conjuntos e Intervalos

Os conjuntos numéricos mais utilizados sao:

Ndmeros naturais  {1,2,3,...}
Numeros inteiros {..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Numeros racionais  Razoes, ou fragoes, de ntimeros inteiros

A O N Z

Ntumeros reais A caracterizacao dos reais é mais complexa,
para o Calculo, podemos pensar que eles cor-
respondem aos pontos da reta e que nao ha
buracos entre eles

C  Numeros complexos Extensao dos reais para incluir raizes de niime-
ros negativos

As operacoes com conjuntos mais comuns sao
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¢ Indica que um elemento pertence a um conjunto

Uniao de conjuntos, representa os elementos que pertencem a um ou
outro conjunto

M Interseccao de conjuntos, representa os elementos que pertencem a
ambos conjuntos

C  Subconjunto, indica que todos os elementos do conjunto da esquerda
pertencem também ao conjunto da direita.

Intervalos sao um caso particular de subconjuntos dos ntimeros reais, eles indicam
um conjunto de numeros reais “consecutivos” e “sem buracos’”. Normalmente os
intervalos sao definidos por desigualdades

I ={zeR /3<z<5}

J ={zeR / -1<z<2}

K ={z€eR / |z| <2}
Como esses conjuntos sao muito utilizados no Célculo existe uma notagao especifica
para eles. A notacao para intervalos precisa indicar quais sao seus extremos e se esses
extremos pertencem ou nao ao intervalo, um colchete [ ou | indica que o extremo

correspondente pertence ao intervalo enquanto que um parenteses ( ou ) indica que
os extremos nao pertence ao intervalo

3,5) ={zeR /3<z<5b}
[-1,2] ={zeR / -1<z<2}
[-2,2) ={zeR / |z] <2}
(a,b] ={zeR [ a<z<b}
la,b) ={z€eR [/ a<z<b}
Quando ambos extremos pertencem ao intervalo dizemos que ele é um Intervalo

Fechado quando nenhum extremo pertence ao intervalo dizemos que ele é um Intervalo
Aberto.

Um intervalo aberto que contém um ponto a é chamado de Vizinhanca de a.

DEFINIGAO A.1: INFIMO E SUPREMO

O Infimo de A C R, inf (A), é o maior ntimero real menor ou igual a todos os
elementos de A.
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O Supremo de A C R, sup(A), que é o menor nimero real maior ou igual a
todos os elementos de A.

Para observamos a diferenca entre o infimo e o minimo considere o intervalo aberto
entre zero e um, A = (0,1). Nenhum elemento z € A pode ser o minimo de A, pois
/o é menor do que x e pertence a A, portanto, esse conjunto ndo possui um menor
elemento. O zero seria o candidato para ser o minimo, mas ele nao pertence a A,
nesse caso dizemos que zero ¢ o infimo de A. Uma andlise equivalente vai nos mostrar
que A também nao possui um maximo e que 1 é seu supremo. Podemos escrever em

tao que
inf ((0,1)) =0 min ((0,1)) néo existe
sup ((0,1)) =1 max ((0,1)) nao existe

Em um intervalo fechado o infimo coincide com o minimo e o supremo coincide com
o maximo, por exemplo, considere [0, 1]

A.2 Revisao de Alguns Conceitos de Algebra

Incluimos aqui uma pequena revisao de alguns conceitos de dlgebra que sao necessarios
para a compreensao do texto.

Operacoes Aritméticas

Para numeros a, b, c e d, reais ou complexos, valem as propriedades das operacoes
aritméticas, desde as divisoes sejam possiveis.

a ¢ ad+be
a(b+c) = ab+ ac y T T
atec_o,.¢ h_a d_ad
b b b i b ¢ b
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I

Expoentes e Radicais

Para numeros x, y, m e n, reais, valem as propriedades de expoentes e raizes, desde
as divisoes e raizes sejam possiveis.

:L,m
xmxn — xm—l—n — xm—n
xn
mn -n

o

<
S—"
3

I

8

3

<
3
VRS
| 8
~_
3

I
|H
3| 3

YT =T Y -

Desigualdades e Modulo

Ao manipular desigualdades vales as seguintes regras

—_

. Sea<beb<c,entao a < c

[\

. Sea<b entaoa+c<b+c

. Sea<bec>0,entao ca < cb

W

4. Sea<bec<0,entao ca < cb

Para a > 0
|| = a significa que z=aoux=—a
|z| < a significa que —a<z<a

|z| > a significa que =z < —aoua<a

Note que os complexos nao sao ordenados, isso €, nao existem as relagoes > ou <
entre nimeros complexos.
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A.3 Inducao Finita

Demonstracao por Inducao Finita ou Inducao Matematica é uma técnica para
demonstrar afirmagoes que dependem de um indice que segue para o infinito, por
exemplo, n € N.

Para mostrar que uma afirmacao, P,, é verdadeira para todo n devemos provar que:

1. ela é verdadeira para o primeiro n, por exemplo, se o indice comeca em n = 1
temos que mostrar que P; é verdade;

2. se ela for verdadeira para n entao também sera verdadeira para o proximo
indice, n + 1, isso é

PH:PTH—I'

O exemplo a seguir ilustra a técnica provando a Desigualdade de Bernoulli.

ExXEMPLO A.3.1: Demonstrar a Desigualdade de Bernoulli
(I+2)">14+nx

para todo x > —1 e n inteiro nao negativo.

Primeiro vamos identificar qual é o indice envolvido e qual a afirmacao que deve
ser verificada para cada valor do indice

n=20,1,2,3,...
Po:(14+2)">14+nx

Provamos agora o primeiro caso, n = 0, por simples substituicao
(14+z)°=1>140z=1

O proximo passo € assumir que a afirmacao é verdadeira para P,, que chamamos
de Hipotese de Inducao, e provar que ela é verdadeira para P, 1. Neste exemplo
queremos provar que

14+z)">14+nr = (A+2)""'>1+n+12

Comecamos manipulando o lado esquerdo da desigualdade que queremos de-

= 4 A >
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monstrar
(1+2)™) = 1 +2)"(1 + z)

Como (1 4 z) > 0, pois por hipétese x > —1, podemos usar a hipdtese de
indugao, (1 + x)" > 1 + nz, para escrever

(1+2)™) > 1+ ne)(1 +2) =1+ + nz + na?
Rearranjando temos
(1+2)™ > 14+ (1 +n)z+ na?

Como na? é sempre nao negativo, podemos remove-lo mantendo a relacao de

desigualdade
(1+2)™Y >14+(1+n)z

Provamos assim que P, = P,,1, o que completa a prova por inducao finita e
garante que a desigualdade é verdadeira para todo n > 0.

A.4 Tabela de Derivadas

|l
A
>
v



Conteido Complementar 305

e =e e =a In(a)

d 1 d 1
P el = 2 —

dx njz 7 dx 084(7) zIn(a)

— sen(x) = cos(z) In tg(x) = sec’(x)

d d

o sec(x) = sec(x) tg(x) . cos(z) = —sen(x)

d 2 d _

. cot(x) = — cossec”(x) p cossec(z) = — cossec(x) cot(x)

4 sec () = _ 4 cos (z) = — !

dx V22— 1 dx B v1— g2

d 1 d B 1
%Cot (x) = —1 T 552 % cossecC (x) = —m

Il
A
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d d 2

e senh(x) = cosh(z) . tgh(x) = sech?(z)

4 sech(xz) = — sech(z) tgh(x) 4 cosh(x) = senh(x)

- x) = x) tgh(z - x) = senh(x

d 5 d

e coth(x) = — cossech”(z) e cossech(z) = — cossech(z) coth(z)

d 1 d 1

e h_l — e h_l =

- senh™ " () T o tgh™ () T2

d 1 d 1

% SeCh (x) —m % COSh (m) = x2 —

d 1 1

2 coth™! 2 h i) = ——
7 €O () T - cossec (x) VT
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A.5 Tabela de Integrais
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/udv
/u”du

du

u

[ evau

[ atdu

[ (@ du

[ sentu)du
[ costu)au
[ sect(wdu

/ cossec?(u) du

/ sec(u) tg(u) du

TABELA A.2: TABELA DE INTEGRAIS

= +C n# —1

=u(ln(u) — 1)+ C

= —cos(u) + C

= sen(u) + C

= tg(u) + C

= —cot(u) + C

= sec(u) + C
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/cossec(u) cot(u) du = — cossec(u) + C

/tg(u) du = In|sec(u)| + C

/cot(u) du = In|sen(u)| + C

/sec(u) du = In|sec(u) + tg(u)| + C
/cossec(u) du = In|cossec(u) — cot(u)| + C
/% = arcsen <%> +C
/% :%arctg (%)-I-C'

/d—u = i arcsec <£> +C
uvu? — a? o a

/ du :1lnu+a+0

a? — u? 2a u—a

d 1 —
ST _ Lple=elie

U 2a u—+a

U COS

[
/usen(u) du = sen(u) — ucos(u) + C
/ (u) du

= cos(u) + usen(u) + C
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2 cos(u) + 2usen(u) — u? cos(u) + C

—2sen(u) + 2u cos(u) + u*sen(u) + C
—u" cos(u) +n / u"! cos(u) du

u" sen(u) — n/u”l sen(u) du
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B.1 Recursos Online

Existem muitos recursos online que servem como apoio ao estudo de Matematica
e Calculo.
apenas assistir videos passivamente nao é suficiente para aprender Matematica, da

Utilizar esses recursos é altamente recomendavel, porém lembre-se que

mesma forma que, assistir atletas olimpicos nao nos torna atletas também.

Alguns recursos online que podem ser uteis:

¢ www.wolframalpha.com

WolframAlpha é um mecanismo de conhecimento computacional que é capaz

de fazer muitos calculos.
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¢ pt.khanacademy.org
A Khan Academy é uma ONG educacional criada e sustentada por Sal Khan.
Com a missao de fornecer educacao de alta qualidade para qualquer um, em
qualquer lugar, oferece uma colecao gratis de videos de matematica, medicina
e saude, economia e financas, fisica, quimica, biologia, ciéncia da computacao,
entre outras matérias.

o www.mathway.com/pt
A Mathway fornece aos alunos ferramentas para compreender e resolver proble-
mas matematicos. As resolucoes sao apresentadas passo a passo.

Nas secoes desse capitulo indicamos alguns videos e atividades relacionados com os
conteudos de cada capitulo dessa apostila. Esses conteudos podem ser muito tuteis
como auxilio no estudo de cada topico. Note, porém, que a organizacao ou ordem
dos tépicos varia de curso para curso. Algumas vezes notagoes também variam e em
casos extremos defini¢oes distintas podem ser empregadas.

B.2 Integracao

As principais referéncias para esse tépico sao:

1) Stewart, Calculo Vol. 1 [62] — Capitulo 5, Secoes 5-1 até 5-4
2) Thomas, Calculo Vol. 1 [69] — Capitulo 5, Secoes 5-1 até 5-4; Capitulo 8, Secao
8.8
Aulas gravadas pelo professor Jonathas Douglas Santos de Oliveira:
1) Revisao de Primitivas e Integrais indefinidas
2) Integrais definidas: A ideia de Area sob uma curva
3) O Teorema Fundamental do Calculo
)

Integrais Improéprias

Aulas e exercicios do Khan Accademy:

1) Introducao ao célculo integral

2) Introducao a aproximacao de Riemann

3) Revisao da notacgao de somatdério

4) Somas de Riemann em notagao de somatoério
5) Definindo integrais com somas de Riemann
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http://pt.khanacademy.org
http://www.mathway.com/pt
https://youtu.be/8tyJhxZfiSY
https://youtu.be/hD18trWiGEs
https://youtu.be/SOW8gYBs98c
https://youtu.be/tYQ5nwtuFUQ
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-integral-calc-intro/v/introduction-to-integral-calculus
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-riemann-sums/v/simple-riemann-approximation-using-rectangles
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-summation-notation/v/sigma-notation-sum
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-riemann-sums-summation-notation/v/generalizing-a-left-riemann-sum-with-equally-spaced-rectangles
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-definite-integral-definition/v/riemann-sums-and-integrals
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(@)

Teorema fundamental do célculo e funcoes de acumulacao

J

Interpretacao do comportamento de funcoes de acumulacao

co

Propriedades de integrais definidas

©

Teorema fundamental do calculo e integrais definidas

Regra da poténcia reversa

—_
—_

Integrais indefinidas de fungoes comuns

—_
[\)

Integrais definidas de funcoes comuns

—_ —_
w -}
~— — — — ~— Y ~— —

Integrais improéprias

B.3 Areas e Volumes

As principais referéncias para esse tépico sao:

1) Stewart, Calculo Vol. 1 [62] — Capitulo 6, Secoes 6-1 até 6-3

2) Thomas, Célculo Vol. 1 [69] — Capitulo 5, Segao 5-6; Capitulo 6, Secgoes 6-1 e
6-2

Aulas gravadas pelo professor Jonathas Douglas Santos de Oliveira:

1) Area Entre Curvas

B.4 Técnicas de Integracao

As principais referéncias para esse topico sao:
1) Stewart, Calculo Vol. 1 [62] — Capitulo 5, Segao 5-5; Capitulo 7, Segoes 7-1 até
7-5
2) Thomas, Célculo Vol. 1 [69] — Capitulo 8, Secoes 8-1 até 8-5
Aulas gravadas pelo professor Jonathas Douglas Santos de Oliveira:

1) Substituigado Simples

2) Integracao por partes

3) Integrais Trigonométricas

4) Substituicao Trigonométrica
5) Integragao por fragdes parciais
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https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-ftc-part-1/v/fundamental-theorem-of-calculus
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-connect-function-antiderivative/v/interpreting-behavior-of-antiderivative
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-integral-prop/v/negative-definite-integrals
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-ftc-part-2/v/connecting-the-first-and-second-fundamental-theorems-of-calculus
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-reverse-power-rule/v/indefinite-integrals-of-x-raised-to-a-power
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-common-indefinite-integrals/v/antiderivative-of-x-1
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-common-definite-integrals/v/reverse-power-rule-for-definite-integrals
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-improper-integrals/v/introduction-to-improper-integrals
https://youtu.be/LL2d3vOB31s
https://youtu.be/aqnCC7TkHhI
https://youtu.be/a_qvMOmJu0Q
https://youtu.be/ijl8718-Xog
https://youtu.be/V-t_HRuvw8Q
https://youtu.be/ztgPS7RVG7Y
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6) Exercicios: Técnicas de Integragao

Aulas e exercicios do Khan Accademy:
1) Integracao por substituicao
2
3

) Integracao usando divisdo longa e o método de completar quadrados
)
4) Substituicao trigonométrica
)
)

Integracao usando identidades trigonométricas

5
6

Integracao por partes

Integracao usando fracoes parciais lineares

B.5 Sequencias Numéricas

As principais referéncias para esse tépico sao:

1) Stewart, Calculo Vol. 2 [63] — Capitulo 11, Segao 11-1
2) Thomas, Célculo Vol. 2 [70] — Capitulo 10, Se¢ao 10-1

Aulas gravadas pelo professor J. L. Acebal:
1) Aula 1 - Motivacao para Sequéncias
2

) Aula 2 - Sequéncias e Definigoes
3) Aula 3 - Sequéncias: limites e propriedades (Parte 1)
)

4) Aula 3 - Sequéncias: limites e propriedades (Parte 2)

Aulas e exercicios do Khan Accademy:
1) Revisao sobre progressoes

2) Sequeéncias infinitas

Aulas da disciplina Célculo IV para a Engenharia (MAT-2456) ministrada no segundo
semestre de 2014 pelo Prof. Claudio Possani da USP: MAT2456 - Calculo Diferencial
e Integral para Engenharia IV.

1) Aula 1 - Sequéncias Numéricas I - Parte 1 de 4

2) Aula 1 - Sequéncias Numéricas I - Parte 2 de 4
3) Aula 1 - Sequéncias Numéricas I - Parte 3 de 4
4) Aula 1 - Sequéncias Numéricas I - Parte 4 de 4
5) Aula 2 - Sequéncias Numéricas II - Parte 1 de 3
6) Aula 2 - Sequéncias Numéricas II - Parte 2 de 3
7) Aula 2 - Sequéncias Numéricas II - Parte 3 de 3
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https://youtu.be/iJG_rojVgVs
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-u-sub/v/u-substitution
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-long-div/v/integral-partial-fraction
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-integration-with-trig-identities/v/using-trig-identity-to-use-u-substitution
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-trig-substitution/v/introduction-to-trigonometric-substitution
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-integration-by-parts/v/deriving-integration-by-parts-formula
https://pt.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-partial-frac/v/integration-with-partial-fractions
https://youtu.be/7A1s_n1Tpmk
https://youtu.be/9OPgOfeZW0o
https://youtu.be/MqU6PqxAOHc
https://youtu.be/GddAFc4l7CI
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/sequences-calc/v/explicit-and-recursive-definitions-of-sequences
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/seq-conv-diverg-calc/v/convergent-and-divergent-sequences 
https://www.youtube.com/playlist?list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY
https://www.youtube.com/playlist?list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY
https://www.youtube.com/watch?v=BrufXJ2AhNo&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=2&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=-WXsYcWLr30&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=3&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=j8bd446q2wk&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=4&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=767sM0V6Ss4&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=5&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=lUfv3bspiGw&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=6&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=LxjSbzWipak&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=7&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=hSuUyOXvfvk&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=8&t=0s
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B.6 Séries Numéricas

As principais referéncias para esse topico sao:

1) Stewart, Calculo Vol. 2 [63] — Capitulo 11, Secoes 11-2 até 11-7
2) Thomas, Célculo Vol. 2 [70] — Capitulo 10, Secoes 10-2 até 10-6

Aulas gravadas pelo professor J. L. Acebal:

1) Aula 4 - Sequéncias de Somas Parciais e Séries

2) Aula 5 - Séries importantes, Teste de Divergéncia

3) Aula 6 - Testes de Comparagao

4) Aula 7 - Séries - Testes da Integral, da Razao e da Raiz

5) Aula 8 - Séries de Termos Positivos e Negativos - Convergéncia Absoluta e

Convergencia Condicional

Aulas e exercicios do Khan Accademy:

1) Revisao de séries

[\

Séries geométricas finitas

w

Somas parciais

W

Séries geométricas infinitas

ot

Desafio de nocoes basicas de série

@)

Testes de convergencia basica

J

Testes de comparacgao

Testes da razao e da série alternada

co

)
)
)
)
)
)
)
)

9

Como estimar séries infinitas

Aulas da disciplina Céalculo IV para a Engenharia (MAT-2456) ministrada no segundo
semestre de 2014 pelo Prof. Claudio Possani da USP: MAT2456 - Calculo Diferencial
e Integral para Engenharia IV.

Séries numéricas:

1) Aula 2 - Séries Numéricas - Conceitos Bésicos

Critérios de convergéncia:

1) Aula 3 - Critérios de Convergeéncia - Parte 1 de 8
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https://youtu.be/-JzlrLOZrGc
https://youtu.be/DAer_v9z9cs
https://youtu.be/Esl6Ot0Ewe8
https://youtu.be/bqM1tT5U3n4
https://youtu.be/4KRHu_4eiMc
https://youtu.be/4KRHu_4eiMc
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/series-calculus/v/sigma-notation-sum 
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/finite-geometric-series-calc/v/series-as-sum-of-sequence 
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/partial-sums-calc/v/partial-sum-notation 
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/geo-series-calc/v/evaluating-infinite-geometric-series 
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/series-basics-challenge/v/telescoping-series 
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/basic-convergence-tests-calc/v/divergence-test 
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/convergence-divergence-tests-calc/v/comparison-test 
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/ratio-and-alternating-series-tests-calc/v/ratio-test-convergence
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/estimating-infinite-series-calc/v/integrals-estimating-p-series 
https://www.youtube.com/playlist?list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY
https://www.youtube.com/playlist?list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY
https://www.youtube.com/watch?v=8MjfOpAINUk&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=9&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=d_U9WfFXTXY&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=10&t=0s
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2
3

) Aula 3 - Critérios de Convergéncia - Parte 2 de 8

) Aula 3 - Critérios de Convergéncia - Parte 3 de 8

4) Aula 3 - Critérios de Convergéncia - Parte 4 de 8

5) Aula 4 - Critérios de Convergéncia - Parte 5 de 8

6)

7) Aula 4 - Critérios de Convergéncia - Parte 7 de 8
)

Aula 4 - Critérios de Convergencia - Parte 6 de 8

8) Aula 4 - Critérios de Convergéncia - Parte 8 de 8

Convergeéncia absoluta e condicional:
1) Aula 5 - Convergéncia Condicional ou Absoluta I

2) Aula 5 - Convergéncia Condicional ou Absoluta 11

Aulas do curso de Calculo IIT (MA311) na Unicamp ministrado pela Professora Ketty
A. de Rezende: Cursos Unicamp - Calculo III

Sequéncias e séries Numeéricas:
1) Séries Numéricas; Testes de Convergeéncia - Parte 1
2

) Séries Numéricas; Testes de Convergéncia - Parte 2
3) Testes de Convergéncia e das Séries Alternadas - Parte 1
)

4) Testes de Convergéncia e das Séries Alternadas - Parte 2

B.7 Séries de Potencias e de Taylor

As principais referéncias para esse topico sao:

1) Stewart, Calculo Vol. 2 [63] — Capitulo 11, Se¢des 11-8 até 11-11
2) Thomas, Célculo Vol. 2 [70] — Capitulo 10, Seg¢oes 10-7 até 10-10

Aulas gravadas pelo professor J. L. Acebal:
1) Aula 9 - Séries de Poténcias - Raio de Convergeéncia
2) Aula 10 - Séries de Poténcias - Propriedades Diferenciais e Algébricas
3) Aula 11 - Séries de Poténcias - Coeficientes de Taylor
)

4) Aula 12 - Séries de Potencias - Polinomio de Taylor, resto de Taylor, erros de
aproximacao, linearizacao e convergencia

5) Aula 13 - Resolu¢do de EDOs por Séries Poténcias
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https://www.youtube.com/watch?v=IqnYmacgmpY&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=11&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=jC9MWU3VrsU&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=12&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=UOoV1FX5oO8&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=13&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=F_Mx__unOeM&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=14&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=XZeLekfACKs&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=15&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=o0fS-j0BYqg&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=16&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=5x24l90oZFk&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=17&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=PPu7D3bIwsc&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=18&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=UGD6c-3whJA&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=19&t=0s
https://www.youtube.com/playlist?list=PLFBA21F349930F92F
https://www.youtube.com/watch?v=JiWKLACcRME&list=PLFBA21F349930F92F&index=38&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=AVUjsHZ9Um4&list=PLFBA21F349930F92F&index=39&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=W9BCFKULvaU&list=PLFBA21F349930F92F&index=40&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=cb0apXI5SaM&list=PLFBA21F349930F92F&index=41&t=0s
https://youtu.be/ph9g86DY2Ng
https://youtu.be/uSZmRjUjXMc
https://youtu.be/W68BrWELpLw
https://youtu.be/i5gxxsaRSdk
https://youtu.be/i5gxxsaRSdk
https://youtu.be/LCR2unh7zLU
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Aulas e exercicios do Khan Accademy:
1) Introducao a série de poténcias
2
3
4
5

) Introducao aos polinomios de Taylor e Maclaurin
) Série de Maclaurin de sen(z), cos(z), e e*

) Representacao de fungao de série de poténcia

) Desafios de séries

Aulas da disciplina Célculo IV para a Engenharia (MAT-2456) ministrada no segundo
semestre de 2014 pelo Prof. Claudio Possani da USP: MAT2456 - Calculo Diferencial
e Integral para Engenharia IV

Séries de Poteéncias:
1) Aula 5 - Séries de Poténcias - Introdugao I
2
3
4) Aula 6 - Séries de Poténcias - Parte 2 de 5 (Continua depois da Aula 7)
5
6

Aula 6 - Séries de Poténcias - Introducao 11

Aula 6 - Séries de Poténcias - Parte 1 de 5

Aula 7 - Revisao e Aprofundamento - Séries de Poténcias - Parte 1 de 7
Aula 7 - Revisao e Aprofundamento - Séries de Poténcias - Parte 2 de 7

7) Aula 7 - Revisao e Aprofundamento - Séries de Poténcias - Parte 3 de 7

9
10
11
12) Aula 8 - Séries de Poténcias - Parte 3 de 5 (Continuacao da Aula 6)
13
14

Aula 7 - Revisao e Aprofundamento - Séries de Poténcias - Parte 5 de 7
Aula 7 - Revisao e Aprofundamento - Séries de Poténcias - Parte 6 de 7

Aula 7 - Revisao e Aprofundamento - Séries de Poténcias - Parte 7 de 7

Aula 8 - Séries de Poténcias - Parte 4 de 5

)
)
)
)
)
)
8) Aula 7 - Revisao e Aprofundamento - Séries de Poténcias - Parte 4 de 7
)
)
)
)
)
) Aula 8 - Séries de Poténcias - Parte 5 de 5

Raio de convergéncia, derivacao e integracao termo-a-termo, série de Taylor:
1) Aula 9 - Séries de Taylor - Parte 1 de 7

2) Aula 9 - Séries de Taylor - Parte 2 de 7

3) Aula 9 - Séries de Taylor - Parte 3 de 7

4) Aula 9 - Séries de Taylor - Parte 4 de 7

5) Aula 10 - Séries de Taylor - Parte 5 de 7

6) Aula 10 - Séries de Taylor - Parte 6 de 7
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https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/power-series-intro-calc/v/power-series-radius-interval-convergence
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/taylor-series-calc/v/maclaurin-and-taylor-series-intuition 
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/maclaurin-taylor-calc/v/cosine-taylor-series-at-0-maclaurin 
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/power-series-calc/v/function-as-a-geometric-series 
https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home/series-calc/challenge-exercises-series-calc/e/convergence-tests-challenge 
https://www.youtube.com/playlist?list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY
https://www.youtube.com/playlist?list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY
https://www.youtube.com/watch?v=M3459ZGJFd4&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=20&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=dEIytPdERKQ&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=21&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=EigL60vEwCc&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=22&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=MFO89oazdPQ&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=23&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=HqnYPbD3xvk&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=24&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=w0L8c4MkDjE&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=25&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=uIX-OaOat_8&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=26&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=HYSzJ3VKNaw&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=27&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=Y9Prh7iYVcg&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=28&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=NCxoy1Ncw8A&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=29&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=FcXHCFG2hDw&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=30&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=ZkP8S6-2Ljo&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=31&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=8ad2ly1clvc&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=32&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=Dmiud-Xoy0A&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=33&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=XNg3c8Pm53U&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=34&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=g8giCcjyl-8&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=35&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=4Vd4W0qc68I&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=36&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=CavnRpUt9bA&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=37&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=mD0D0c5_9iE&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=38&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=E72lVIEWkPg&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=39&t=0s
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7) Aula 10 - Séries de Taylor - Parte 7 de 7

Revisao e Aprofundamento:
1) Aula 13 - Exercicios de Séries de Poténcias
2) Aula 14 - Revisao e Aprofundamento - Séries de Taylor - Parte 1 de 4
3) Aula 14 - Revisao e Aprofundamento - Séries de Taylor - Parte 2 de 4
)
)

4) Aula 14 - Revisao e Aprofundamento - Séries de Taylor - Parte 3 de 4

5) Aula 14 - Revisao e Aprofundamento - Séries de Taylor - Parte 4 de 4

Aulas do curso de Célculo III (MA311) na Unicamp ministrado pela Professora Ketty
A. de Rezende: Cursos Unicamp - Calculo 111

Séries de Poténcias e de Taylor:

1) Séries de Poténcias - Parte 1

2) Séries de Poténcias - Parte 2
3) Série de Poténcias em Ponto Ordinario - Parte 1
4) Série de Poténcias em Ponto Ordinério - Parte 2
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https://www.youtube.com/watch?v=uTkn4KJPSr0&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=40&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=MSqsEiOUwWU&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=49&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=M3Ve6qPsY9I&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=52&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=ldOL7jfU9aI&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=53&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=hQfM2tF1VQg&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=50&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=sDUW26Yhmf8&list=PLxI8Can9yAHeOiMYCBlkyCALloROQ58OY&index=51&t=0s
https://www.youtube.com/playlist?list=PLFBA21F349930F92F
https://www.youtube.com/watch?v=w1M69ifBFX4&list=PLFBA21F349930F92F&index=42&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=PXmcPSLZxmQ&list=PLFBA21F349930F92F&index=43&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=8STPRjedg44&list=PLFBA21F349930F92F&index=44&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=C1FRI5CRQIo&list=PLFBA21F349930F92F&index=45&t=0s
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3 o n(1-1 7687 14
64 e g —— 167
" d) -or h) o
Y g 3 ’
i) 1627 3) a) 5; ¢) 2m
3 4 Zl
j) <2 22>7T b) 3 ) 3
3T
b 5 9 B
1767
) —— 2
) 6 . 5) a) L3h ¢) mh(R*+ Rh+1?)
T
SRS o
24T 2247
P v =
6) a) 8w
3) a) 9 o) 1537
) 2 5
1087 27T
b =5~ 9 5
/
Capitulo 4
~ 2
Secao 4.1 ) —t—cos(ﬁt)—l—Q—Zsen(ﬁt)—&—%cos(ﬁt)—kc

B B B
d) (2®+2z)sen(z) + (2z + 2) sen(z) — 2sen(z) + C

1 1
1 1 16 16
1) a) =2 sen(bzx) + % cos(bx) + ¢ e) 6P In(p) + 367 +C

b) —xe™ —e™"+C f) m(ln(x))2 —2zIn(z)+2zx+¢



g) %tg(Qt) - iln|sec(x)| +C

h) 1—13@2’” (2sen(3x) — 3cos(3z)) + C

i) 6In(9) —41n(4) —4

LT —2
) 0

6
k) ——+3

e

32 o 64 62
™3 T 1
1

n) ztg(z) — In|sec(x)| — 5952 +C

3) s=2—e"(t?+ 2t + 2) meter
6) A=3e1-1

7) A integral é convergente e vale 2.
8) 2m(1-1In(2)).

9) a) 1 c) g(€2+9)

Secao 4.2

1) a) —% cos(xQ) +C

1
b) §@x+x%%+c
1
1—ev
1

d) == cos®(z) + C

&) 3(n(x)?+C

+C

f) —ﬁ cos(5") + C

g) e't@ 10
h) In(|arcsen(z)|) + C

i) —;(cotg(x))% +C

L o5t
u) ﬁ@ +1)
45
v) %5
w) 3
arctg(3x)
2

1
1
y) 1 tg*(0) + C
1
2 —
) ) .
b) 1—cos(1)

3) 2—2In2

4) a) 2y/xsen(y/z)+ 2cos(yv/x) + C
b) %x [sen(lnzx) — cos(lnzx)] + C

c) 1
d) zarctg(v/z) — vz + arctg(vz) + C =
arctg(vz)(x+ 1) — Vo +C

5) a) sen(5)+ %sen(x) 3C

b) e +C
243 242
il P i
c) z n3 o
s 1
d)—ﬂ+§%§

e) 1+ (nz)2+c

f) ef —e %

322



g) %ﬂ+m%&7ﬂ+m%+C

1 _.s
h) —ge—w(x3+1)+—c

) 5(r—2)

P leln(Vz) - Vr+ K
6) 1—2In2

7) a) divergente

b) converge para 0

c) converge para ~1
d) divergente

-2
e) Converge para —
e

Secao 4.3
1, 1.

1) a) —3 cos () + £ €08 (x)+C
b) 2 sen’(s) - 2 sen’(a) +C

7 sen’ (z) — sen’(z

1
) 120

3

d) T+ g\/g
e) gﬂ'

1, 1 1
f) Zt - Zt sen(2t) — = cos(2t) + C

g) sen (sen(d)) — g sen’ (sen(0)) + %sen5 (sen(d)) +C

1
h) =5 cos(z) + C

1 2 1

i) —tg?(x)+ = tg7(a:) + —tg°(z) + C
9 7 5

. 117

)

1 1
k) ~% cos(3x) — % cos(13z) + C
1) % tg?(z) + C
m) i sect(z) — tg?(z) + Injsec(z)| + C

(1 - ()

N | =

)

2) 5= (1—ct;s:(wt))
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3) Divergente.

Secao 4.4

1) a)
1

4

c) In(v224+16+2)—In(4)+C
g

16

2
5
T \/g
Pyt

1
e)BthW—M+m

81 m 7
f) Z(§+1—6\/§—1)

9 -2 1
g) = arcsen (w) + 5(3:—2)\/54—435—332 +C

2 3
/2 _ 1 -
B) In t 26t+3 t23 Lc

5) (V48 — arcsec(T7))

6) A drea dentro do circulo e acima da pardbola é
271 + %e a 4rea dentro do circulo e abaixo da parabola é

i

7) A integral é divergente.

Secao 4.5

1) a) 2lnjz+5—Inlz—2|+C
3

b) 21n(§)

c) g—i—ln(g)

)
d) 101n|x—3|—91n\x72|+m+0

e) gw



1 1 T
f) 2In|z| — = In(z® + 3) — —= arctg(—=) + C d) 6In(9) —4In(4) —4
) 2Ina| - 5 Ina® +3) - — arets( ) ) 6h(s) —4in(y
—24+3
g) ln\x—1|+%—%ln(xz—kl)—i—arctg(m)—i—C °) 6+
T —
1
h) f) ficos(acz)JrC
11| 1] 11(2++1) ! t<1(2 +1)>+C 1
—Injz—1|—= In(z*+z+1)— — arctg | —=(2x
3 2 B o\B g (@)’ +C
L1 1 1 te()
= Infa] - o In(a® +4) + ———— h) 5@ 4 C
) gInlel = 55 n(® + )+8(x2+4)+0 )

i) In(]arcsen(x)|) + C
j) —te(cos(x)) +C
1

j) Inlz| —Injz -1+ In|z -1+ C

( :z+2)2 2 5 1 2 3
2) ln(eem+1)+0 k) g(x +1)2—§(x +1)2+C
) 2
4) (x—%)ln(wQ—x+2)—2x+\ﬁarctg(2%1>+C m) L(251+1)
153
5 A — 11 1 7 L o5
5) =—-1+35In2 n) - sen (x)fgsen (z)+C
1 3T
6) a) converge para i In5 o) 8
2 1
b) Divergente p) sen(sen(f)) — 3 sen®(sen(6)) + £ sen®(sen(f)) + C
x 2
8) a) et —1 q) 5
1
b) —=cos®(z) + = cos’ (z) — = cos®(z) + C T V3 1
7 9 M) =dhe— =
4 8 4
— L@
) = s) In(v/a2+ 16+ ) —In(4) + C
d) t) 116a4
24 24
e) ?31713—2—53 u) 2njz+5/—lnjz—2|+C
3
5 i 0 2
7 2
1 L z
g ;U+a)i-(1+aDir0 W) TG
)
1 1 —3|— o4+ 2
h) 2arcsen(x; )+x42r 3 22— 224 C x) 10ln|z —3|—9In|z 2|+$_2+C’
3
! y) =m
l) 1 8
; 1= g2 3 42
j) warccos(x) 1-z24+C 3) &) s(t) = % B % s
1 1
k) ——tcos(2t) + = sen(2t) + C 1
4 8 b) %m/s
1) flz) = M
~ 1 — p—
Secao 4.6 ¢
5) V14214
7 16
1 1 ] MO0 p = —
1) a) gxsen(f)x) + %005(5@ +e 6) a) Pontos criticos: z = —-1ex =1.
. . b) f é crescente no intervalo (—1,1) e decrescente nos
b) épﬁ In(p) + %pG +C intervalos (—oo, — 1) e (1, 00).

c) 7) s(t) = —et(t2+2t+2)+ K



1 —cos®(wt)

8) S= 17) A=2
) 3w )
100
10) mab 19) 5
1) A=2 20) a) lh2
b) 0
In(4 _
12) a) Vi =1- 24 c) ~2fe.
T
1 d) A integral é divergente.
b) 6(4\/3 — aresec(7)) e) A integral é divergente.
14) A= 11 21) A érea converge e vale 1
24
15) A=1s 22) A=1
16) A=1 23) A integral é divergente.
%
Capitulo 5
= 6a 6(—1/3) 2
Secao 0.2 _ Bas__ _ 2
§ T 641 7 7
u Tar 7(—2/7) 2 1
8 = = —— =
7T+1 8 8 4
2) *
m=-t| = =0 o= S8 8 _ 1
= 1 T8 +1 9 9
o_l-n| _1-2 1 ~ 9ay  9(=1) 1
2T | L, 22 T4 T S TV T
1—n 1-3 2
a3 = 2 =S SEEES
32 9
o s 6)
_ 2
1-n 1-4 3 an =n"—1
as = = = ——
U 42 16 Verificando
4) am=m-1) =12-1=12-1=0
a; = -2 il
1(11 -2
=777 "3 1 az=(n?-1)| =22-1=22-1=3
n=2
20y 2(-1) 2
BT%F1 "3 T3 as=m2-1)| =32-1=32-1=38
n=3
wr 3az  _3(=2%p) 2 1
SR 4 4 2 as=(Mm2-1)| =42-1=42-1=15
n=4
day 4(-1/) 2
a5 = = = ——
4+1 g g as=(m?-1)| =5-1=5-1=24
_ Bas _5(=2k) 2 1 =5
= 5] 6 6 3 Obs: sem a informacao de que a sequéncia é formada por



“Quadrados dos inteiros positivos menos 1”7, nao existe
uma solugdo tnica para o problema. A expressao
polinomial a seguir é outra solugao possivel para gerar os
valores listados

1 1 2
—§n4 §0n3 = %n2 + %n =

ap =

8) Os termos dessa sequéncia assumem os valores 0 e 2
alternadamente, portanto ela nao converge.

9) Iniciamos calculando o limite

lim <11> :limlflimlzlf():l
n n

n—oo

Tomando os termos pares e impares separadamente temos
: : 2n 1
lim ag, = lim [(—1) 1——
n— o0 n— o0 on
(- 2)
n—roo

. 1
= lim
2n
1
= li 1—-=-]=1

1
. __ g _1)\2n+1 —
e 21 = 1, {< ! <1 2n+1>}
1
n—o0 2n

=1 1 1 =-1
i k)

Como cada subsequéncia converge para um valor
diferente e o limite é inico quando existe concluimos que
a sequéncia diverge.

10) O método de Newton ¢é usado para encontrar os
zeros de fungdes reais, f(x) = 0. Se o valor inicial
estiver préximo o suficiente da raiz temos a garantia de
convergéncia do método.

a) A funcdo usada nesse caso é f(z) = 2% — 2 que possui
raizes em = = ++/2, portanto se a sequéncia convergir
deve ser para um desses valores. Calculando os primeiros
termos obtemos

Tn
1,000 000 000
1,500 000 000
1,416 666 667
1,414 215686
1,414213562
V2 1,414 213 562

=W Ny = O3

Observamos que a sequéncia converge para
1,414 213562 ~ /2.

b) A fungdo usada nesse caso é f(x) = tg(x) — 1 que
possui raizes em x = 7/a + 27k, para qualquer k € Z,
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portanto se a sequéncia convergir deve ser para um desses
valores.
B

1,000 000 000

0,837277 868

0,788 180293

0,785405918

0,785 398 163

m/a 0,785398163

=Wy = o 3

A sequéncia converge para 0,785 3981635 ~ 7/4

c) A fungao usada nesse caso é f(z) = e® que nao possui
raizes, portanto a série nao pode convergir. A sequéncia
diverge, assumindo os valores
1,0,—1,—2,—3,—4,—5,...

11) a) 2 ¢) Diverge para mais
b) 1 infinito
1 h) Diverge para mais
c) infinito
d) Dlverge para menos i) Diverge
infinito
¢) —5 j) Diverge
k) 1/2
b o )
1) 6
13) a) 8 d) 4 g) V2
b) e) 5 h) 145/
c) 4 f) 9

Secao 5.4

2) Para determinar que a sequéncia é crescente vamos
verificar que a,, < Gn41

a, < Ap41
2n+3)!  (2(n+1)+3)!
(n+1)! ((n+1)+1)!
(2n+3)!  (2n+5)!
(n+1)! (n+2)!
n+2)!  (2n+5)!
(n+1)! " (2n+3)!
n+2)(n+1)!  (2n+5)2n+4)(2n+ 3)!
(n+1)! (2n + 3)!

(n+2) < (2n+5)(2n+4)
n+ 2 < 4n® + 8n + 10n + 20
n+42 < 4n? + 18n + 20

0 < 4n?+17n+ 18



Como todas esses desigualdades s@o equivalentes (<)
concluimos que a sequéncia é crescente e portanto
mondétona.

Para verificar se ela é limitada vamos desenvolver a
expressao do termo geral

_ (2n+3)!
R Y
2n+3)2n+2)---(n+2)(n+1)!
(n+1)!
=2n+3)2n+2)---(n+2)

Observamos que o termo geral nao é limitado.

Secao 5.5

1) Tentando calcular o limite temos

—1)"
lim a, = lim M
n— 00 n
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[
:mnP+ij]

A sequéncia constante igual a 1 converge, temos que
verificar se a sequéncia (=1)"/n também converge.
Observe que para todo n temos

lg(_w Si
n n n

Como —1/n e 1/n convergem para zero, pelo teorema do
confronto para sequéncias temos que (—1)"/n também
converge para zero. Podemos, entdo, escrever

—1)"
lim an:lim[l—l—( ) ]

Capitulo 6

Secao 6.1

3) Observamos que os termos da série sdo

o O 9 (LN
100" 100 \ 100

ou seja, essa ¢ uma série geométrica com

ae 2 o9
~ 100 ~ 100

a féormula para as somas parciais de uma série geométrica
é
g a(l —r™)
=7
Il =

substituindo os valores de a e r temos

‘9P ('1>"}
100 100
Sp = T
1— —
100

calculando o limite

mb%:hmﬁigiﬁiﬁl
n— o0 _ 1

n—oo n
1)
=lim1+ lim ( )
n

=14+0=1

9 9
_ _ 100 _ _100

100—1 99

10 100
9 100 9 1
100 99 99 11

-1)° (=D | (=1)?
="ttt
=1 1+:l+
- 5 25

Observamos que essa série é uma série geométrica, com
|r| =1/5 < 1, podemos entao usar a formula da soma,
porém precisamos primeiro corrigir as poténcias e indices

SO

n=0

Temos @ =1 e r = —1/5 e portanto
3 <1> __ 1 B
—=\5 1-(-15) 6

7) Expandindo os temos das somas somas parciais



percebemos que esse é uma série telescépica

Calculando o limite temos

1
lim S, = lim (1— ):1
n—00 n—00 n-+1

portanto a série converge para 1.

Secao 6.3

1) Aplicando o teste da divergéncia temos

1

. \/ﬁ . xT2
lim = lim
n—oo Inn

Como o termo geral nao vai para zero a série diverge.

2) Calculando o limite do dos termos da série temos

) nin+1) ) n?+n
lim ——————— =lm——————
n—oo (n+2)(n+ 3) n?+5n+6

—lim72n+1
N 2n+5
2
=lim— =1
2

em cada passo foi identificado que o limite gerava uma
indeterminagao do tipo ®/s € usado o método de
L’Hoépital. Como o limite do termo geral néo é zero a
série diverge.

3) a) 24++2 h) Diverge o) 4

b) Diverge i) 2/9 p) Diverge
c) 1 N/t q) Diverge
d) Diverge k) 3/ r) Diverge
e) Diverge 1) Diverge 8) Tr—e

f) 5/ m) Diverge t) Diverge

n) Diverge
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Secao 6.4

1) Podemos aplicar o teste da integral pois a fungao
flx) = x% é positiva, continua e decrescente para x > 1.
Calculando a integral temos

| b
/ —de:lim dx
1

% b—oo J; X2

. ( 1 )
= lim [ ——
b—o0 x b

= lim (—1+1> =1
b—o0 b

Como a integral converge a série também converge.

1

Note que

Y=l ~16449#1
—n 6

. x
2) A fun(;a.o flz) = 21 .
x > 1. Precisamos verificar se ela é decrescente, para isso
calculamos sua derivada

é positiva e continua para

(2 +4) —z(2z)  4-—2?
(332 _|_4)4 - (x2 _|_4)4

f(w) =

Verificamos que f/(z) < 0, e portanto f é decrescente,
para todo x > 2, note, porém, que essa propriedade nao
vale para x = 2. Como precisamos de um niimero inteiro
N a partir do qual a funcao seja decrescente escolhemos
N =3.

Podemos, agora, aplicar o teste da integral. Primeiro
calculamos a primitiva de f usando a substituicao

u=a>+4 e du = 2xdx

T 1
/7932—1—4(“7 ﬂdu

1
zilnu—i—C

1
:§ln(x2+4)+0

Calculando a integral imprépria temos

fo%) b
/%dm: lim %daj
3 24 +4 b—oo 3 %+ 4

1 3
= lim ( In(z? + 4))
b—oo \ 2 b
2 _ 2
~ ( In(b* +4) — In(3% + 4) )
b—o0 2
= 00

Como a integral diverge a série também diverge.



4) Esse é uma série convergente pois é uma série
geométrica com r = e~ ! ~ 0,3679. Sua soma é

6_1

T1_el e—1

S ~ 0,5820

Alternativamente podemos usar o teste da integral com
funcdo f(z) =e™*

s} b
e ¥dr = lim e “dx
1 b—oco 1
1

= )

b

= lim (fe*b + el)

b—o0

— e~ 2,7183

8) Sabemos que a série é convergente e que a funcdo
f(x) = 2~ satisfaz as condigoes do teste a integral.
Nesse caso o erro, ou resto, é limitado por

* 1
Rn:S—sn</ dx
n

211

Calculando a integral temos

> 1 b1
/ dr = lim dx

a5 b—oo f, xll

n

. 10
1m I
b—o0 20,1 b

o (20, 10
Jm (=g * o

10
XY

Impondo a condi¢ao

10
—51 < 0,00001

10

0,1

0 —— =1

> 0.00001 000000

n

n > 1000000" = (10%)" = 10%
Se um computador somasse um termo a cada

nanosegundo (1079 s) ele levaria 2,3 - 1033 vezes a idade
do universo para concluir essa conta.

Secao 6.5

1) Sabemos que |cosz| < 1, portanto

0 < cos’z <1
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3 7 ang
como n’/? é sempre positivo para n > 1 temos que

cos? 1

nz = i

Analisando a série

>
3/2
n=1 n
percebemos que é uma série p com p = 3/2 > 1 e portanto

é convergente. Concluimos, assim, que a série original é
convergente.

2) Analisando o comportamento dos termos da série
para n grande percebemos que eles se comportam como

@ _a

b — | & =
" nd  n’P

onde o é uma constante. A série com termos b,, ¢ uma
série p com p = 3/2 > 1 e portanto convergente. Vamos
tentar mostrar que a,, < b,, 0 que garantiria a

convergéncia da série original.

an < by
n+4 «
I S
nt+4 =\ nd
n+4 o
AL
nt4+4 — nd
n3(n + 4)
— L <
nt4+4
n* + 4n?
— <«
nt+4

Temos que verificar se a fungao

xt 4 423

Py ==

possui limitante superior para x > 1. Se esse limitante
existir escolhemos um valor qualquer maior do que ele
para « e teremos demonstrado que a,, < b,.
Primeiro observamos que a funcao é continua para todo x
e que f(0) = 0 entéo calculamos o limite

zt + 423

1+4
a:lﬁrgo 1—|—4/r4 o

Como f é continua para todo z > 0, f(0) =0 e tem
assintota horizontal y = 1, concluimos que ela nao pode ir
para infinito e portanto tem um limitante superior, o que
comprova a desigualdade a,, < b,. Portanto, pelo teste da
comparagao concluimos que a série converge.

Uma solugao alternativa é adivinhar que a comparacao
deve ser feita com a série

— V5
Z n’/?

n=1




A demonstracao de que a, é menor do que b, é feita pelo
desenvolvimento
n? < nt
4n® < 4n?
n* + 4n3 < 5nt
n* +4n3 < 5n* +20 = 5(n* +4)
4 3
n* +4n <5
nt+4 —
(n+ 4)n3

<5
nt+4 —

<7
nt4+4 " nd
n+4 <£

nt4+4 — nd
- 5
= V3

Com a desigualdade demonstrada podemos concluir que a
série converge.

n+4
nt +

1
3) Como Z e é convergente e

1 < 1
n+3* 3"

a série converge pelo teste da comparagao.

5) A série harmonica
o0
>,
n=2 n

é divergente, pois é uma série p com p = 1. Os termos da
série original e da série harmonica sao sempre positivos
para n > 2. Aplicando o teste da comparacao no limite ,
temos

Qn

lim — =
n—o0 by,

= lim x =

Concluimos que a série diverge.
Observe que n = 1 nao pode fazer parte da série pois
Inl1=0.
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6) Os termos da série sdo calculados por uma funcao
racional cuja maior poténcia de n no numerador é 3 e a
maior no denominador é 5, ou seja, para n
suficientemente grande a,, deve se comportar como

A série com termos b, = f(n) é uma série p com

p =2 > 1 e portanto convergente. Além disso, a,, e b,
sdo maiores do que zero para todo n suficientemente
grande. Usando o teste da comparacao no limite temos

5n3 — 3n
2( _ 2
lim 2% = i n(n—2)(n® +5)
n—oo by, n— 00 1
n2?
5n3 — 3n

:1.
oo (1 — 2)(n2 + 5)

. 5n3 — 3n
= lim
n—oo M3 —2n2 + 5n — 10
. 523 — 3x
= lim
z—oo 3 — 222 + 5x — 10
I 1522 — 3
= lim ———
z—oo 3x2 —4x +5
= lim 730:17
T a0 6x —4
.30
=26 =0

Portanto a série original converge.

Secao 6.6

1) Pelo teste da razao

1

Ap+1
—-<1
3

Qnp

lim

portanto a série converge.

Secao 6.10




oo o0 1
) Y b= —
n=1 n=1
o0 o0
ii) Zan = Zln (1+2>
n=1 n=1
i) ; ‘b‘—: - n:1n2 In (1 I nlz>
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Capitulo 7

Secao 7.1

1) a) Centro da série a = 0. Usando o teste da razao
para determinar o raio temos
a 1
il (14 2) 1ol] = 1o
ay n—o00 n

lim = lim
n—oo

portanto R = 1. Quando x = %1, a série diverge pelo
teste do m-ésimo termo, pois |a,| = n. Assim o intervalo
de convergéncia é (—1,1).

b) Centro da série a = 0. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos

an+1
Qn

lim = lim ¢
n— oo

portanto R = 1. Quando x = 1 a série
n=1 \3/’5

converge pelo teste da série alternada. Quando z = —1 a
série

=1

diverge pois é uma série p com p = 1/3. Assim o intervalo
de convergéncia é (—1,1].

c) Centro da série a = 0. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos

. 2n -1
= lim |z| | = |z]

portanto R = 1. Quando z =1 a série

=1
ZQn—l

n=1

an+1
Qnp

lim
n—oo

diverge pelo teste da comparacao com a série

oo

1
= 2n

Quando x = —1 a série
2n—1
n=1

converge pelo teste da série alternada. Assim o intervalo
de convergéncia é [—1,1).

d) Centro da série a = 0. Usando o teste da razao para

determinar o raio temos
2
") Jal| = |a|
n+1

portanto R = 1. Quando x = 1 a série

converge pelo teste da série alternada. Quando x = —1 a
série

3
Il
-

converge pois é uma série p com p = 2. Assim o intervalo
de convergéncia é [—1, 1].

e) Centro da série a = 0. Usando o teste da razdo para
determinar o raio temos

portanto R = co e o intervalo de convergéncia é
(=00, 00).



f) Centro da série a = 0. Usando o teste da raiz para
determinar o raio temos

lim {/|a,| = lim n|z| = c
n—oo

n—oo

portanto R = 0 e o intervalo de convergéncia é apenas o
ponto zero, {0} = [0, 0].

g) Centro da série a = 0. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos

2
1
= lim [x| (1 o )
n— o0 2 n
portanto R = 2. Quando x = +2 a série
> (x1)™?
n=1

diverge pelo teste do n-ésimo termo. Assim o intervalo de
convergéncia é (—2,2).

_ el
2

An 41
Qn

lim

n—oo

h) Centro da série a = 0. Usando o teste da razdo para
determinar o raio temos

n . 10

lim |24t = g 202 10|z|
n—00| Gy n— 00 (1 + 1/n)3

portanto R = 1/10. Quando x = —1/10 a série

3
n=1 n
converge pelo teste da série alternada. Quando x =1/10 a
série
IE
n3
n=1

converge pois é uma série p com p = 3. Assim o intervalo
de convergéncia é [—1, 1].

i) Centro da série a = 0. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos

n \3/2
= lim [—356‘ <> ] = 3|z

portanto R = 1/3. Quando x = 1/3 a série
5o
3
n=1 n &

converge pelo teste da série alternada. Quando z = —1/3
a série

=1
Z n3/2

n=1

Ap+1
Qn

lim
n— oo

converge pois é uma série p com p = 3/2. Assim o
intervalo de convergéncia é [—1/3,1/3].

j) Centro da série a = 0. Usando o teste da razao para
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determinar o raio temos

= limm " :m
n—oo 3 \n+1 3

portanto R = 3. Quando x = 3 a série

=1
>,

n=1

Ap+1
Qp

lim

n—oo

diverge pois é a série harmonica. Quando x = —3 a série
oo
3 ="
n
n=1

converge pois é uma série harmoénica alternada. Assim o
intervalo de convergéncia é [—3, 3).

k) Centro da série a = 0. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos

1
lim %+l :M lim ﬂ:m
n—oo| G, 4 n—ooIn(n+1) 4
portanto R = 4. Quando z = —4 a série
=
Inn
n=2

diverge pelo teste da comparacao com a série
>
n=2 e

Quando = = 4 a série
oo
T
o Inn

converge pelo teste da série alternada. Assim o intervalo
de convergéncia é (—4, 4].

n

1) Centro da série @ = 0. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos

CC2

= lim =0

n—oo (2n + 3)(2n +2)

An+1
an

lim

n—oo

portanto R = oo e o intervalo de convergéncia é
(=00, 00).

m) Centro da série a = 2. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos

an+1
Qn

portanto R = 1. Quando x =1 a série

2
—=n +1

converge pelo teste da série alternada. Quando z =3 a




série
o0
Y=
n2+1
n=2
converge pela comparacao com a série p com p = 2
o
]
n=1 n
Assim o intervalo de convergéncia é [1, 3].

n) Centro da série a = 3. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos
2n+1

= |z — 3| li =|z—3
o =3 lim o =lo—3]

Ap41
Qn,

lim

n—oo

portanto R = 1. Quando =z = 2 a série

oo

1
ZQn—Fl

n=0

diverge pela comparagao no limite com
>1
n=1 n

ou pelo teste da integral. Quando x = 4 a série
frd 2n+1

converge pelo teste da série alternada. Assim o intervalo
de convergéncia é (2,4].

0) Centro da série a = —4. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos

3 4
lim |22 = lim Sz + 4lvn = 3|z + 4|
n—0o0| Ay n—oo /m+ 1
portanto R = 1/3. Quando z = 71—33 a série

-~ (=1"

converge pelo teste da série alternada. Quando x = f%
a série

o0

>

n=1 \/ﬁ
diverge pois é uma série p com p = 1/2. Portanto o
intervalo de convergéncia é [—13/3, —11/3).
p) Centro da série a = —1. Usando o teste da razao para

determinar o raio temos

Ap41
Qn,

_ im |z +1|(n+1) |z + 1]

lim =
n—oo
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portanto R = 4. Quando x = —5 ou & = 3 a série

> (=)™
n=1

diverge pelo teste do n-ésimo termo. Assim o intervalo de
convergéncia é (—5, 3).

q) Centro da série a = 2. Usando o teste da raiz para
determinar o raio temos

-2
lim "/an‘ — lim |l’ | _

n— 0o n— 0o n

0

portanto R = oo e o intervalo de convergéncia é
(=00, ).

r) Centro da série a = 1/2. Usando o teste da razdo para
determinar o raio temos

2¢ — 1
lim |2t — gy 122U [
n—o00 Qp, n—00 5 n + 1
a1l
5
portanto R = 5/2. Quando z = —2 a série

_1)’ﬂ
1 Vn

M2

3
Il

converge pelo teste da série alternada. Quando z =3 a
série

M2
Sl-

1

3
Il

diverge pois é uma série p com p = 1/2. Assim o intervalo
de convergéncia é [—2, 3).

s) Centro da série a. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos

. 1\ |z —a|l |z—aq
-1 14 = -
portanto R =b. Quando x = a — b ou x = a+ b a série
oo
> n
n=1

diverge pelo teste do n-ésimo termo. Assim o intervalo de
convergéncia é (a — b,a + b).

an+1
Qn

lim

n—oo

t) Centro da série a. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos

Ap+1
Qn

. . blz—allnn
lim = lim ———
n—oo In(n+1)

n—oo

= b|lz — a

portanto R = 1/b. Quando z = a + 1/» a série

= 1
2 tom
n=2

diverge pelo teste da comparacao com a série p com



p=1. Quando x = a — 1/b a série
5o
Inn
n=1

converge pelo teste da série alternada. Assim o intervalo
de convergéncia é [a — /b, a + 1/b).

u) Centro da série a = 1/2. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos

an+1
Qn

lim
n—oo

= lim (n+1)]2n — 1| = 0

n— 00

portanto R = 0 e o intervalo de convergéncia é
{12} = /2, /2.

v) Reescrevendo o termo da série temos

ap =

27(n —1)!

Centro da série a = 0. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos

An+1
an

1
= lim (ks m:

n—oo 1 2

lim 0
n— oo

portanto R = oo e o intervalo de convergéncia é
(=00, 00).

w) Centro da série a = 4/5. Usando o teste da razdo para
determinar o raio temos

3
= lim 5m—4|< o )
n—o00 n—+1

= |5z — 4]

an+1
Qnp

lim

n—oo

portanto R = 1/5.
o~ (D"
>
n=1

converge pelo teste da série alternada. Quando x =1 a

Quando = = 3/5 a série

Capitulo 8

série

oo
I

=)

n

n=1
converge pois é uma série p com p = 3. Assim o intervalo
de convergéncia é [3/5, 1].
x) Centro da série a = 0. Usando o teste da razdo para
determinar o raio temos

2 n(In n)2 — 2

(n+1Dn(n+1)2

portanto R = 1. Quando x = +1 a série

i 1
= n(lnn)?

converge pelo teste a integral. Assim o intervalo de
convergéncia é [—1,1].

y) Centro da série a = 0. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos

|z]

lim =
n—oo 2n + 1

lim =

n—oo

an+1‘

an

portanto R = co e o intervalo de convergéncia é
(=00, ).

z) Centro da série a = 0. Usando o teste da razao para
determinar o raio temos
(n+Dlz| _ |2

= 1. _— =
rimtoo 201 1 2

Ap+1
Qap

lim

n—oo

portanto R = 2. Quando z = £2 a série

n! 2"

1-3:5---(2n—1)

lan| =

(1.2-3.-..n)2"
1-3:5----(2n—1)
2.4.6----2n

p— 1
135 - (@n-1)"

diverge pelo teste do n-ésimo termo. Assim o intervalo de
convergéncia é (—2,2).

Secao 8.1

1) a) Calculando as derivadas

FO(D)= (=2}

fO@)=2(1—2)°
fP@)=2-31-x)*
fO)=2-3-41—2)7°
fM (@) =(@n+1)(1-2)"?



Avaliando as derivadas em zero

0 =1
fO0) = 2!
F2(0) =3!
F2(0) = 4t
F(0) = (n+1)!

Série de Maclaurin

f@) =% (”Zﬂ = (n+1)a"
n=0 ' n=0

Usando o teste da razao para determinar o raio de

convergencia
. An+1 . n+2
lim |—*| = lim ( |z| = |z|
n—oo| @, n—00 n-+1

portanto R = 1.

b) Calculando as derivadas

fO(z) =In(1 + 2)
fD@)=01+2)"
@) =-(1+a)7?
@) =201 +2)7°
f®(z)=-2-301+x)"3
fO(2) = ()" -1+ 2) 7"
Avaliando as derivadas em zero
F90) =0
0 =1
f2(0) = -1
7O(0) =2
fO(0) = -6
F00) = (=1 n — 1)!

Série de Maclaurin

oo

f@) = S (-1 - pZ

n!
n=0

—1,.n

(-1 g
:Z( )n
n=0

Usando o teste da razao para determinar o raio de

convergencia
= lim i = |z|
n— 00 1 —+ 1/71

portanto R = 1.

Ap41
Qnp

lim
n—oo

c¢) Calculando as derivadas

fO(z) = sen(nz)

fO(z) = 7 cos(mx)
@ (z) = —x? sen(rz)

O (z) = =73 cos(mz)

Avaliando as derivadas em zero

O =0
f0) =x
=0
F@(0) = -

Série de Maclaurin

- n 7r2n+1 n
f(x) = ;(—1) me i

Usando o teste da razao para determinar o raio de
convergéncia

an+1
Qn

lim
n— oo

n2z?
= lim =0
n—oo \ (2n + 3)(2n + 2)

portanto R = oo.

d) Calculando as derivadas

FO0) =1
fO(0) = -2
F®(0) = 4
f®(0) = -8
™) =16

Usando o teste da razao para determinar o raio de

convergeéncia
. |any1 . 2|z
lim [ = lim J =0
n—oo| Ay n—oo \ n + 1

portanto R = oo.

e) Calculando as derivadas

2
fO(z) =2°(In2)
2



90 =1
fB0) =1n2
F®(0) = (In2)?
F®(0) = (In2)?
F(0) = (In2)

fl) =Y oy s = 3 L2 o

Usando o teste da razao para determinar o raio de

convergéncia
In2
lim |22 = Jim <(n )x|> =
n—oo| QAp n—o00 n—|—1

portanto R = oo.

f) Calculando as derivadas

()
fO(z) = —zsenz + cosz
f@(z) = —zcosz — 2senx
fO)(z) = zsenz — 3cosx
f®(z) = zcosx + 4senz
fO)(z) = —xsenz + 5cosx

(@)

(z)

Avaliando as derivadas em zero
0) 0
1) 0
2) 0

3)0

( 0
0)=1
( 0
(
@
®(
(
(

6)0
7)0
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convergencia
2
lim |2 = lim > =0
n—oo| ay n—oo \ (2n+2)(2n +1)

portanto R = oco.

g) Calculando as derivadas

Série de Maclaurin

2n+1

g 2n +1)!

Usando o teste da razao para determinar o raio de
convergencia

Ap+1
QAp

lim
n—oo

= ((3n - 3??271 + 2)) =0

portanto R = oco.

h) Calculando as derivadas

O (z) = cosh(x)
O (z) = senh(x)
@ (z) = cosh(x)
@) (z) = senh(x)

r90) =1
F(0) =0
1?0 =1

(0)=0

f(")(O) _ {1 n Par




Usando o teste da razao para determinar o raio de
convergencia

An 41
Qn

lim

n—roo

= m <(2n n 2??271 n 1)) =0

portanto R = oo.

2) a) Calculando as derivadas no centro da série

fO@)=a*—322 +1 O =-
fV(z) = 423 — 6z V1) =-2
f@(z) =122 -6 f@P1)=6

O (z) = 242 f®a) =24
FO(z) =24 FOQ) =24

[ (@) =0 fM)=0 n>5

Série de Taylor

f(x) = -1-2(x— 1)+ 3(z — 1)°
+4(z — 13+ (z - 1)*

portanto R = oo.

b) Calculando as derivadas no centro da série

fO@) =z -2° FO-2)=6
fO(z) =1 — 322 fO(=2)=-11
F®(z) = fA(-2)=21
F®(2) = f®(-2)=-6
F®(z) = fM(-2)=0 n>4

Série de Taylor
flx)=6—-11(z+2) +6(x +2)% — (z +2)3

portanto R = oo.

c¢) Calculando as derivadas no centro da série

O)(x) Inz
fO(z) =1/
F®(@) = -1/2?
fO(z) = 2/2°
fH (@) = -6/
F® () = 24/a°
fO2) = ()" —1)l/z" n>1
FO(2) =1n2
M) =1/2
FA@) =-1/22
7@ = 3
F9@2) = -6/24
(2)
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F™©@) = (—1)"(n-1)/2" n>1

Série de Taylor

“n— iz -2
=1In2
e Z 27n/!
- Nz —2)"
=1In2
e nz::l 2500
Usando o teste da razao para determinar o raio de
convergéncia
n -2 —2
lim Gntl) _ lim " 2 | = @ |
n—oo| Ay n—oo \ N+ 1 2 2

portanto R = 2.

d) Calculando as derivadas no centro da série

FOz) =1/ FO(=3)=-1/3
O (z) = -1/ FD(-3) = -1/8
fO(z) = 2/=* F@(-3) = —2/3°
F®(z) = -6/ F®(-3) = —6/3*
f@(z) = 24/a° f®(=3) = —24/3°
f™(z) = (-1)"n!/z" fM(=3) = —nl/3"

Série de Taylor

o0 o0

—nl(z + 3)" (x +3)"

IO =2 —gr ~ X Tm
n=0 n=0

Usando o teste da razao para determinar o raio de

convergéncia

An+41
Qn

. Jz+3] |z+3
= lim =

n— 00 3 3

lim

n—oo

portanto R = 3.

e) Calculando as derivadas no centro da série

FOa) = e* FO@E) =e
f(l)(x) = 2% f(l)(?)) = 2¢8
f(2)(x) — 92,20 f(z)(S) — 92,6
f(3)(x) — 93p2x f(3)(3) — 93,6
f(4) (z) = 94 o2 f(4)(3) _ 94,6
f(5)(x) — 95g2x f(5)(3) — 9546
F™ () = 2me* F(3) = 27eb

Série de Taylor

= neb(p — 3"
foy =y FAE=A

n!
n=0

Usando o teste da razao para determinar o raio de



convergencia
. Ap41 2lx — 3
lim |——| = lim | | =0
n—0o0| Gy n—oo N+ 1

portanto R = oo

f) Calculando as derivadas no centro da série

O (z) = senz fO ) =1
fO(z) = cosz fOxR)=0
f@(z) = —senx f@(nf) = -1
f®(z) = — cosz f@ (/) =0
F@ (@) = senz fOR) =1
fO(z) = cosz ) =0

Série de Taylor

- n (@ = 7/2)%"
f(z) = ;(—1) W

Usando o teste da razao para determinar o raio de
convergencia

2
|z — /2|

e ((2n+2)(2n+ 1)) =0

Ap+1
Qn,

lim
n—oo

portanto R = oo

g) Calculando as derivadas no centro da série

FO(z) = cosx fOr) = -1
fO(z) = —senzx V@) =0
f®(x) = —cosx A =1
fO®(z) =senz @) =0
f®(x) = cosx @) =-1
Série de Taylor

= n ({E — 7T)2n

flz) = n;o(il) HW

Usando o teste da razao para determinar o raio de
convergencia

An+1
an

lim

n—roo

. |z — pil®
s ((2n+2)(2n+ 1
portanto R = oo

h) Calculando as derivadas no centro da série

FO(z) = £/ FO(16) = 4
D) = 3a72 000 = 33
fO@ =707 P00 =15
fO@) = 3077 906 =25

151

15
()= —Zp77/2 =

4) —
= Fo(e) =

Série de Taylor

flz) =4+ é(x — 16)

Nt 41:3---(2n—3) (x — 16)"
1
+ Z(_l)n 25n—5 -
n=0

Usando o teste da razao para determinar o raio de

convergéncia
—16|(2n —1
lim Gntl] _ lim —|x o)t )
n—oo| Ay n—oo 25(n—|—1)
_ 216
- 16

portanto R = 16

Secao 8.3

1) a) Calculando as derivadas de f

f(o)(m) — gl/2 1 (4) =2
FO() = 5272 W=7
fO@) = 327" FOW= -2
FO@) = 2072

Polinémio de Taylor
£ S To(e) =2+ (5~ 4) - gl — 4

Pelo teorema de Taylor

M
Ra@)] < grlo — 4P

Majorando o médulo
4<x<4.2
2
-4/ <02=—
-4 <02=
23
lz— 4 <

=103
Precisamos de M tal que

’ng/z <M Veel

3
Como §$_5/2 ¢é decrescente em 7

3 3 3
M= 45%2=-__-_"
8 §.25 ~ 28



portanto

3 1 23
Ro(m)| € o
Re(@) < 55373 708
1
26103

~ 0,000 016

b) Calculando as derivadas de f

Y e)= fO@=1
fO(z) = —227° P =-2
;&) =6oy* FRAI=16
f®(z) = —242~°

Polinémio de Taylor

flx) = To(z) =1—2(x — 1) + 3(z — 1)°

Pelo teorema de Taylor

M
Ra(@)| < gplo— 1P

Majorando o médulo

09<z<1,1
|z —1] <0,1
1

1P <

Precisamos de M tal que
M>|-2427% Vzel
como |f®)(z)| é decrescente em T

24 23.3.10°

M =5 =
(0,9)> 9°
portanto
23.3.10° 1 1
< - -7 - =
a0 < —gr— 3310
22102
=5
~ 0,006 774

c) Calculando as derivadas de f

fO (@) = 2 fO) =
@) = 207 F00) =
FO@) = —ga~1P o) = -
FO(e) = oo
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Polinémio de Taylor

f(@) S Ty(e) =1+ 3 (@ 1) = g~ 1

Pelo teorema de Taylor

M
|Ro(@)| < Srle =1

=30
Majorando o médulo
08<x<1,2
|z —1] <0,2
2\° 28
\x—1|3§ (10> =108
Precisamos de M tal que

Veel

8
M > |—g"7/3
’271

como |f®)(x)| é decrescente em T

8
M= --(0,8)"7/3
57(0:8)

8 /10\"?
-5 (%)

107/3
33813

107/3
=

portanto

1073 1 93
<
1B2(2)| < 3 or 35 10

1
~ 319271(2/3
~ 0,000 665

d) Calculando as derivadas de f

7O (@) = sen(x) FO(fe) = 1/2
IO (@) = cos(a) FO () = V3/2
7 (@) = — sen(a) FO(fe) = —1/2
O (@) = — cos(a)

Polinémio de Taylor
f(z) = Ta(x) =
Pelo teorema de Taylor

|Ra(2)| < o7 |z — =

M‘ 7|3
3! 6

Majorando o moédulo

0<x<

wl =



T T
’x——<f
61~ 6
T3 we
-5 <%

Precisamos de M tal que
M > |- cos(z)| Ve el

como |—cos(x)| é decrescente em T
M = cos(0) =1

portanto

3

1
IRy (z)| < 676;3 ~ 0,023925

e) Calculando as derivadas de f

fO () = sec(z)

fO (@) = sec(z) te(x)

f@(x) = sec(z)(2sec?(z) — 1)

@ (@) = sec(z) tg(x) (6 sec?(z) - 1)
FO0) =1

f0) =0

@) =1

Polinémio de Taylor

2

flo) = To(a) =1+ %
Pelo teorema de Taylor

|Ro(a)] < Sl
Majorando o médulo

—-0,2<2<0,2

|z] <0,2
s _ 23

- 103
Precisamos de M tal que

|z
M > ’bec ) tg(z)(6sec? (x) — 1)’ Veel

Como f®) é uma funcao impar e crescente on intervalo
[0;0,2]

M = f®(0,2)

portanto
|Ra(2)] <

f) Calculando as derivadas de f
fO ()

= 1In(1 + 2z) f@@1)=mn3

340

fO(x) =2/(1+22) FO(1) =2/3
f@(z) = —4/(1 + 22)* fP1) =-4/9
) =16/ + 22)°

Polinémio de Taylor

f(@) = Ty(z) =
Pelo teorema de Taylor

Re(@)] < Srlo—11°
Majorando o médulo

05<z<15

lz—1/ <05
1
23
Precisamos de M tal que

o —1]° <

16

M>|—
_‘(1+2x)3

Veel

como f®) ¢ uma funcio decrescente em 7

_ 16 _9
(142053
portanto
2 1 1

g) Calculando as derivadas de f

Pelo teorema de Taylor

|[Ra(2)] < |33|3

Majorando o médulo

0<z<01 = |2/]<0,1 = |z]°< <13

Precisamos de M tal que

M > e (122 +82%)| Vzerl



como f(3) ¢ uma funcio crescente em T

M = f®(0,1)
=e(12.0,1 4+ 8- (0,1))
~ 1,2201
portanto
1,2201
[Ra(2)] < 2= o5 ~ 0,000203

h) Calculando as derivadas de f

fO2) = zln(z) fOm=0
fH (@) =n(z) +1 =1

fP@)=1/x =1
@) = ~1/2?

Polinomio de Taylor

f@)=Te(x)=(x—1)+

Pelo teorema de Taylor

| Ra() o —1f°

B

Majorando o médulo

05<z<1,5
|z —1] <05
1

3
|z — 1] Sﬁ

Precisamos de M tal que
M>|-1/z*| Vzel

como ‘ f (3)’ é uma fungao decrescente em 7

M:‘ ®) (0, ‘: — 92
f (0 5) 0752
portanto
| Ra( )|<zi— 0,083 333
2 =398 32"

O (z) = zsen(x)

fV(z) = sen(z) + x cos(z)
@ () = 2cos(z) — zsen(x)
f®(z) = —3sen(z) — z cos(x)

Polinémio de Taylor

f(z) = Ta(z) = 2°
Pelo teorema de Taylor

M

Ro(a)] < 57

El
Majorando o médulo
-1<z<1 = |z/<1 = |z°<1
Precisamos de M tal que
M > |—3sen(z) — x cos(x)] Veel
Ap6s alguns célculos elaborados obtemos
M = 3,065
portanto
| Ro(z)| < 3,065
j) Calculando as derivadas de f

O

(z) = senh(2z) Q=0

f(l)(m) = 2cosh(2z) fO0) =2

@ (z) = 4senh(2z) @0 =0
f®(z) = 8 cosh(2z)

Polinémio de Taylor

f@) = Th(z) = 22

Pelo teorema de Taylor

|Rale)| < o

<3
Majorando o médulo

~1<z<1 = [z/<1 = |2’ <1
Precisamos de M tal que

M > |8 cosh(2x)| Veel

M = 8cosh(2) ~ 30.098
portanto

IRo(2)] < % ~ 50163
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Secao 8.4



1) a) Pela série geométrica (razao = x — 4):

1 1 .
5z 1 (z—4) =2 (@-4)

para |z —4| <1

q(z) =

b) Pela série de Taylor da exponencial, substituindo
xr — —2? e integrando a série (ndo afetam o raio, por ser
infinito):

=0+, (27(z_+1 )1)11!‘”'“"%1

para z € R.

c) Pela série de Taylor do cosseno, substituindo x — 2z

(néo afeta o raio, por ser infinito):

(2
(2n)!

n

d(x) = cos(2x) = Z

342

para x € R.

2) a) Por calculo direto, z =1/3 e . =1/2,
respectivamente.

b) Pela série de poténcias do logaritmo, substituindo
x — —x e somando as séries (nao afetam o raio):

L(x) = Z %x" — Z 7(771)7150"

x2n+1
para |z| < 1.
c¢) Substituindo os valores obtidos no item (a) na série
do item (b):

2
RSy (2n + 1)327+1

1
m3=S——
n3=>, (2n +1)22n
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