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Convergéncia da Série de Taylor
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Polinomios e Séries de Taylor

Se f é k-derivavel, em x = a, temos o Polinémio de Taylor

™ (g
Pk(x):Zf ()(x_a)n

n!
n=0

Se f é infinitamente derivavel, em x = a, temos a Série de Taylor

< £ (g
S(x) = Z—f n!( ) (x— ar
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» Qudo proximo o polindmio Pi(x) esta da funcdo f(x) ?
> A série converge, isso é, S(x) existe?

» Se S(x) existe, qual sua relacdo com f(x) ?
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Contraexemplo

Considere a funcio
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Contraexemplo
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Contraexemplo

Suas derivadas em x = 0 sdo zero

fMO)y=0 n=01,2,...

Sua Série de Taylor converge para

T(x)=0 VxeR
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Teorema de Taylor
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Teorema de Taylor

Sejam

» f:7 — R uma funcdo com n + 1 derivadas continuas em 7
> agxcl

Entdo existe ¢ entre a e x tal que

(m+1) (¢
f ( ) (X— a)n+1

f(x) = Pu(x) + Ra(x)  onde  Ru(x) = (n+1)!

R,(x) é o Resto (ou Erro) de Ordem n
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Convergéncia da Série de Taylor

Se R,(x) - 0 quando n— oo paratodo x €7

A Série de Taylor de f converge para f no intervalo 7
—~ [ (a) "
f(x)IZT(x—a)
n=0

Uma funcéo igual a sua Série de Taylor é chamada Analitica
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Estimativa de Erro

Seexistir M tal que |f"""(¢)| <M paratodo t entre x e a, inclusive

f(n+1) (C)

S el Py

(x —a)
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Exemplos
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Estimar o erro ao aproximar e, no intervalo [—1, 1], por seu Polindmio de Taylor
centrado em zero
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Série de Taylor da exponencial

f=35

n=0

Erro ap6s a soma de n termos, P,(x)

(n+1)
f (C) RS

Ralx) = (n+1)!

Para algum c entre zero e x
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Nao temos como saber o valor de ¢, mas sabemos que
f("H)(c) =e<e pois c¢<1

Portanto

|xn+1| e

Ral) < 0 < v 1
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Exemplo 2

Mostre que a Série de Taylor de e* converge para a e* para todo x € [—1, 1]
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Exemplo 2

Verificamos que para qualquer x € [—1,1]

R.(x)| < =1,2,3,...
ROI< ooy 7
Como

e
lim —— =0
oo (n+ 1)

O Teorema do Confronto garante que lim R,(x) =0
n—o0o

A Série de Taylor da exponencial converge para a exponencial para x € [—1, 1]
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Exemplo 3

Mostre que a Série de Taylor de e* converge paraa e* paratodo x € R
Sabemos que f"*V(c) = ¢ para c entre x e 0

Se x>0,ce0,x] e f(c)=¢e" <eé
Se x<0,cc[x0 e f(c)=e <e < e
Portanto

£ (e)] < para todo x € R
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Exemplo 3

Para qualquer x € R

‘f(nJrl)(C)l

ol

Rn N R S | n+1 < - n+1
Rl = Tmr M S G
Como
e|x| 41 +1 1
lim x|" = e*|x|™" lim =0
n—co (n+ l)! n—0o (n—l— l)!

o Teorema do Confronto garante que lim R,(x) =0
n—o0

A Série de Taylor da exponencial converge para a exponencial para x € R
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Exemplo 4

Mostre que a Série de Taylor de cos(x) centrada em zero converge para a cos(x)
paratodo x € R
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Exemplo 4

Série de Taylor da funcio cos(x)

T(x)=Z<(;));xz":1—x—2+x—4—x—+

2 4] 6!

Erro apds a soma de n termos, P,(x)

f(n+1) (C) n+1

Ralix) = (n+1)!

Para algum c entre zero e x
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Exemplo 4

Sabemos que

drt! +sen(x) ou
(n+1) _ _
I (x) = s cos(x) = {

Portanto

F"()] <1  VneN VceR
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Exemplo 4

Assim
- ‘f("+1)(c)| nt1 |x|thl
[Ru(x)| = “—— 2" <
(n+1)! (n+1)!
Como
n+1

lim —|x| =
o Teorema do Confronto garante que lim R,(x) =0

n—o00

A Série de Taylor do cosseno converge para o cosseno para x € R
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Exemplo 5

Qual o grau do Polindémio de Taylor necessario para aproximar cos(x)

no intervalo [—1,1] com erro menor do que 10~°
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Exemplo 5

Ja verificamos que

[Ru(x)] <

|x’n+1

(n+1)!

Como x € [—1,1]

[Ru(x)] <

1n+1

1

(n+1)!

(n+1)!

Precisamos que

—6
(n+1)! <10

(n+1)! > 10°

Como 10! = 3628800 temos

n=9
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Lista Minima
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Lista Minima

Estudar a Secdo 8.2 da Apostila
Exercicio: 2

Atencdo: A prova é baseada no livro, ndo nas apresentagdes
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