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Prefacio

Este texto ainda estd em construcao e, portanto, esta incompleto e contém
erros, ele nao é um substituto para as aulas e livros da bibliografia.

Essa apostila foi idealizada para apresentar o contetido programatico previsto para a
disciplina de Matematica Basica no CEFET-MG.

O conteudo dessa apostila esta distribuido nos seguintes capitulos:

Pensamento Matematico
Funcoes
Funcoes Polinomiais

= B DS =

Funcoes Definidas Por Partes e Funcao Modular
Funcoes Exponenciais
Funcoes Inversas e Funcoes Logaritmicas

N o o

Trigonometria e Funcoes Trigonométricas
Cada capitulo apresenta a teoria, exemplos e exercicios sobre o topico correspondente.

Como os textos mateméaticos costumam ser muito densos em informacao, nao absor-
vemos todas as sutilezas apenas em uma leitura. Por isso, fazer exercicios é parte



fundamental do processo de aprendizado, ao manipularmos os conceitos no processo
de resolucao do exercicio somos forcados a utilizar os resultados e a explorar suas
sutilezas. A regra geral é que cada passagem da resolucao precisa ser embasada
em um resultado verdadeiro explicitamente descrito antes, essa é a razao pela qual
0s textos numeraram os resultados e férmulas. Mesmo que nao escrevamos essas
referéncias, precisamos estar plenamente conscientes delas.

Uma sugestao é utilizar os exemplos contidos no texto como exercicios, tente resolver
o problema proposto antes de ler a resolucao apresentada. Depois dessa tentativa
leia a resolucao e a compare criticamente a sua resposta. Seu resultado coincide com
o apresentado? Se sim verifique se vocé apresentou todos os argumentos necessarios
para embasar sua resposta. Quando os resultados ou argumentos nao coincidirem
revise sua resolucao e verifique se ela corresponde a uma solucao alternativa ou contém
algum erro. Nas disciplinas de Matematica, na maioria das vezes, a argumentagao €
muito mais importante do que o resultado.

Alguns exercicios possuem resposta no final da apostila, nesses casos o link [resp| no
enunciado do exercicio leva para sua resposta. Para retornar ao enunciado clique no
nimero da resposta. Em alguns casos a resposta consiste apenas do resultado final,
em outros toda a resolucao esta escrita.



Sumario

1 Pensamento Matematico

2.7 Transformacao de Fungoes
2.8 Funcao composta . . . . .

2.9 Exercicios . . . . ... ..

3 Funcoes Polinomiais
3.1 Introducao. . .......

3.2 Funcao Afim ou do 1° grau

1.1 Proposicao, Teoremas . . . . . . . . . . . . . ..o
1.2 Tipos de demonstracao . . . . . . . . . . . v o i
1.3 Demonstracao direta . . . . . . . . . . ...
1.4 Demonstracao por contraposicao . . . . . . . . . . . . ... ..
1.5 Demonstracao por reducao ao absurdo ou por contradicao . . . . . .
1.6 Exercicios . . . . . . . . . e
2 Funcoes
2.1 Funcoes . . . . . ..
2.2 Simetria . . . . ... e
2.3 Zerosde Funcao . . . . . . . . . ...
2.4 Monotonicidade . . . . . . ...
2.5 Funcao Injetora . . . . . . . . ...
2.6 Algumas Funcoes Usuais . . . . . . . . . ... ... .. ... .....

------------------------

10

12
12
17
18
19
20
0
28
31
32



3.3 Funcao do segundo grau ou funcao quadratica . . . . . . ... .. ..
3.4 Inequacao do Segundo Grau . . . . . . . ... . ... ... ... ..
3.5 Divisao de polinomios . . . . . . . . ... ... oL
3.6 Produtos notaveis . . . . . .. . ...
3.7 Fatoracao . . . . . . . . e
3.8 Exercicios . . . . . . ..

Funcoes Definidas Por Partes e Funcao Modular

4.1 Funcao definida por partes . . . . . . . . .. .. ... ... ...
4.2 Funcaomodular . . . . . . . . ... L
4.3 Equacoes e Inequacoes modulares . . . . . . . .. ...
4.4 EXercicios . . . . . . . e e

Funcoes Exponenciais

5.1 Poténcias . . . . . .. L
5.2 Poténcias de nimeros negativos . . . . . ... ...
5.3 Funcoes Exponenciais . . . . . . . . . ...
5.4 Esbocar o Grafico da Funcao Exponencial . . . .. .. ... .. ...
5.5, O Nimerode Euler (e) . . . . .. ... .
5.6 Equacgoes exponenciais . . . . . . . . ...
5.7 Inequacgoes Exponenciais . . . . . . . . . ... ... ... ...
5.8 Exercicios . . . . . . ... e e

Funcoes Inversas e Funcoes Logaritmicas

6.1 Funcoes Inversas . . . . . . . . ..o
6.2 Funcao Logaritmica . . . . . . . . .. .. .. ...
6.3 Propriedades . . . . . . ...
6.4 Equacoes Logaritmicas . . . . . . . . . ... ... ... ...
6.5 Exercicios . . . . . . . .

70
70
71
78
81

83
83
87
89
91
93
94
97
99



7 Trigonometria e Funcoes Trigonométricas
7.1 Introdugao . . . . . . . ...
7.2 O conceito de Angulo ...........................
7.3 Relacoes no Triangulo Retangulo . . . . .. .. ... ... ... ...
7.4 Generalizacao da Nocao de Angulo ...................
7.5 Circulo Trigonométrico Unitario . . . . . . . . . . . ... ... ....
7.6 Foérmulas de reducao ao primeiro quadrante . . . . . ... ... ...
7.7 Graficos de Funcgoes Trigonométricas . . . . . . . . . . . .. ... ..
7.8 Outras Funcoes Trigonométricas . . . . . . . . . . . . .. ... ....
7.9 Identidades Trigonométricas . . . . . . . . . . . ..o
7.10 Equacoes Trigonométricas . . . . . . . . . . . . . ...
7.11 Funcgoes Trigonométricas Inversas . . . . . . . . .. .. .. ... ...

7.12 EXErcicios . . . . . . o o o e e e e e e e e
Respostas

Indice Remissivo

121
122
123
125
130
131
134
139
144
146
150
156
163

166

177



Pensamento Matematico

1.1 Proposicao, Teoremas . . . . . . . . . . ...
1.2 Tipos de demonstragao . . . . . . . . ..o
1.3 Demonstracao direta . . . . . . . . ..o

1.4  Demonstragao por contraposicao . . . . . . . . . ..o L e

© oo ot ot =

1.5 Demonstragao por reducao ao absurdo ou por contradicao . . . . .. . . ..

1.6 EXercicios . . . . . . . 10

Resolver problemas matematicos vai além de “fazer contas”. E necessério saber
argumentar e justificar cada passagem e o que estamos assumindo como verdade.
Sendo assim, resolver um exercicio de matematica consiste na construcao de um texto
argumentativo onde é fundamental que o aluno pense na resolucao como uma redagao
argumentativa. Pensando nisso, é inevitavel que os estudantes tenham em mente
alguns conceitos referentes a logica matematica que irao auxiliar-los na construcao
do pensamento matematico.

1.1 Proposicao, Teoremas

Uma Proposicao é uma oragao afirmativa, cujo valor légico é falso ou verdadeiro,
sem dar espago para uma terceira alternativa. Considere, como exemplo, as seguintes
proposicoes:

a) Todo triangulo é retangulo;

b) A soma de todos os angulos de um triangulo é 180°;
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Pensamento Matematico 2

¢) A soma de dois niimeros pares é sempre um numero par;
d) Todo Brasileiro é carioca;

¢) Se a > 1 entao a* < a.

Note que as afirmagoes (a), (d) e (e) sao falsas. Para verificar que, de fato, que uma
proposicao é falsa, utilizamos o que chamamos de contraexemplos. Contraexemplos
sao casos que contrariam uma proposicao, ou seja, um exemplo que refuta uma
determinada afirmacao universal.

Um triangulo cujos angulos interno sao 120°, 40° e 20° nao é um triangulo retangulo,
uma vez que nao possui um angulo interno de 90°. Logo esse contra-exemplo refuta
a proposi¢ao (a) mostrando que tal afirmacao é falsa. Para verificar a veracidade
da afirmacao (d) terfamos que consultar o registro de todos os brasileiros e verificar
se nasceu no Rio de Janeiro, mas isto é falso, pois o conhecido escritor Graciliano
Ramos é um brasileiro nascido em Alagoas. Do mesmo modo, se escolhermos a = 2,
podemos ver que a? = 4 > a e, portanto, esse contraexemplo contradiz a afirmacao
feita em (e), mostrando que essa também é falsa.

Por outro lado, as proposigoes (b) e (c¢) s@o verdadeiras e para nos convencermos
precisariamos demonstrar usando argumentos mateméaticos. Adiante falaremos mais
um pouco sobre isso. Observe que a proposigao (e) é do tipo “Se P, entao 7, onde
P e () sao sentengas. No item (e), por exemplo, temos que

P:a>1
Q: a® < a.

Isso significa que estamos assumindo que P é verdade e usando este fato devemos
verificar se () é verdade ou nao. Uma proposicao condicional ou implicativa é uma
nova proposicao formada a partir de duas proposicoes P e ), que é escrita na forma:

Se P, entao () ou P implica @)

Denotamos a expressao P implica () por P = @

No caso, a sentenca P é chamada de hipotese e a sentenca () é denominada de tese e
a validade da hipotese implica na veracidade da tese.

A reciproca de uma proposicao condicional ou implicativa é a proposicao:

Se (), entao Pou Q = P
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Pensamento Matematico 3

A Contrapositiva ou Contrareciproca de uma afirmacao condicional é a expressao :
Se ~ (@, entao ~Pou ~Q =~P

Vale ressaltar que a contrapositiva tem o mesmo valor 16gico da proposicao a ela
associada, ou seja, dizer que P = () é o mesmo que dizer ~ () =~ P. Vamos
chamar o modo em enunciamos uma proposicao de forma positiva.

Para que fique claro, considere a seguinte proposicao:
Se como laranja entao gosto de fruta.

Na proposicao enunciada acima temos que a hipotese é “como laranja” e a tese é
“gosto de frutas”. Por outro lado a reciproca dessa proposicao é

Se gosto de frutas entao como laranja.

Por fim, a contrapositiva é

Se nao gosto de frutas entao nao como laranja.

Mais a frente veremos que a forma contrapositiva de uma proposicao podera ser,
eventualmente, uma forma indireta muito eficaz de verificar resultados em Matema-
tica.

A teoria matematica é construida pelo Modelo Axiomatico, isso significa que partimos
de alguns conceitos primitivos e afirmacoes basicas (axiomas ou postulados) que
aceitamos como verdadeiras, isto é, sem que sejam demonstradas. Os conceitos
de ponto, reta e plano sao conceitos primitivos. Quando afirmamos que “Por dois
pontos passam uma Unica reta”’, temos um exemplo de um axioma. A partir desses
conceitos, todos os outros conceitos podem ser definidos e todas as outras proposicoes
demonstradas. Assim, definicoes conceitos dados em funcao de termos considerados
previamente conhecidos.

Existem apenas duas categorias de enunciados: as proposicoes primitivas (axiomas),
que sdo proposigoes aceitas sem demonstracao (ndo havendo preocupagao se sao
evidentes ou nao); e as proposigoes demonstradas (teoremas, proposicoes, corolarios
e lemas) por meio de raciocinios logicamente corretos, a partir dos postulados e
definicoes pertinentes.
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Pensamento Matematico 4

Nesse sentido, entendemos por demonstracao Matematica, o processo de raciocinio
l6gico e dedutivo para checar a veracidade de uma proposicao condicional. Nesse
processo sao usados argumentos validos e definicoes, ou seja, aqueles que concluam
afirmacoes verdadeiras a partir de fatos que também sao verdadeiros.

As proposicoes que podem ser demonstradas sao chamadas de Teoremas. Em geral,
denominamos de Teorema apenas certas proposicoes que sao de grande importancia
matematica, chamando-se simplesmente de proposicao ao resto das proposicoes
verdadeiras que admitem uma demonstracao. Para que um Teorema seja verificado,
as hipdteses tem que ser cuidadosamente satisfeitas. Um famoso Teorema é o Teorema
de Pitagoras, que enunciaremos a seguir:

TEOREMA 1.1: TEOREMA DE PITAGORAS

Em um triangulo retangulo a soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado
da hipotenusa.

Note que o teorema de Pitagoras nao esta na forma “Se P entao Q”. No entanto,
podemos reescrevé-lo nesse formato.

TEOREMA 1.2: TEOREMA DE PITAGORAS NO GRADADO

Se T' é um triangulo retangulo de catetos b e ¢ e hipotenusa a, entdo a? = b+ c2.

No Teorema de Pitagoras temos que as hipdteses sao “T é um triangulo retangulo de
catetos b e ¢ e hipotenusa a” e a tese é “a® = b*> +c? 7. Existem algumas sentencas que
sao diretas consequéncias de um determinado teorema sao chamadas de Corolarios,
ja resultados auxiliares que sao usados para demonstrar uma determinada proposi¢cao
ou teorema sao chamados de Lemas.

Quando em uma sentenca temos que P = ) e () = P, escrevemos P < () e o
simbolo & ¢ lido como “se e somente se”. Em algumas proposicoes e teoremas
matematicos vale a reciproca, mas nem sempre isso ¢ verdade.
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Pensamento Matematico

1.2 Tipos de demonstracao

Como ja vimos anteriormente, a demonstracao é um processo construido afim de
constatar a autenticidade de uma proposicao. Durante o processo de demonstracao as
hipéteses sao assumidas e através de definigoes, dedugoes feitas a partir das hipdteses
ou uso de outros resultados e axiomas temos o objetivo de chegar ao resultado, isto
é, chegar a tese. Aqui serao apresentadas 3 tipos de demonstracoes, a saber:

1. Demonstracao direta;

2. Demonstracao pela contrapositiva;

3. Demonstracao por contradicao ou reducao ao absurdo.

1.3 Demonstracao direta

A demonstracao direta é aquela que, por meio de uma sequéncia logica, parte das
hipdteses e com argumentacoes coerentes concluimos a veracidade da tese.

PROPOSICAO 1.3: QUADRADO DE NUMERO PAR

’ ~ 2 7z
Se x é par, entao x* é par.

Demonstracao

Essa proposicao nos diz que se um numero x € par, entao o seu quadrado
também ¢é par. Note que dizemos que um numero inteiro é par, se ele tem o
formato 2k, com k € Z e dizemos que um numero inteiro é impar, se ele tem o
formato 2k 4+ 1, com k € Z. Vamos inicialmente destacar a hipdtese e a tese
dessa proposicao:

Hipétese: x é par.

2

Tese: z“ é par.

Assim, partindo da tese, se x é um nimero par, entao x = 2k, onde k é algum
numero inteiro. Assim,

r? = zx = (2k)(2k) = 4K* = 2(2K?)
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Pensamento Matematico

Chamando p = 2k?, e notando que 2k? é um ntimero inteiro, temos que x> = 2p,
entao podemos concluir que x? é, também, um ntimero par.

Agora vamos provar o famoso Teorema de Pitagoras

TEOREMA 1.4: TEOREMA DE PITAGORA

Se T' é um triangulo retangulo de catetos b e ¢ e hipotenusa a, entdo a® = b? + 2.

=

b

Figura 1.1: Triangulo T

Figura 1.2: Quadrado formado pela juncao de 4 triangulos retangulos
iguais.
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Pensamento Matematico

Demonstracao

Aqui ja sabemos que as hipétese sao que T' é um triangulo retangulo de catetos b
e c e hipotenusa a e a tese, que é o resultado que queremos chegar é a? = b? + 2.
Logo, considere um triangulo retangulo T conforme a Figura 1.1:

A partir disto, vamos pegar 4 triangulos iguais os da Figura 1.1 e posicionar
estes triangulos de modo que formem um quadrado de lado b + ¢. Note que
formamos também um quadrado interno de lados cujos lados sao as hipotenusas
a dos triangulos, conforme ilustra a Figura 1.2.

Podemos calcular a area desse quadrado formado de duas formas. A primeira é
notando que o lado desse quadrado é b+ ¢, assim:

Aquadrado = (b + c)? = b? 4 2bc + (1.1)

Por outro lado, podemos calcular a area desse quadrado maior somando a area
dos 5 objetos que o compoem: 4 triangulos retangulos iguais e um quadrado
menor de lado a. Ora,

bc
Atriangulo = E

2
Aquadrado menor — @

Assim,

b
Aquadrado = 456 +a? = 2bc + a® (1.2)

Igualando as expressoes obtidas em (1.1) e (1.2) chegamos que
b* + 2bc + ¢* = 2bc + a®
organizando os termos e fazendo os cancelamentos necessarios, obtemos

a’ =b + .

1l
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Pensamento Matematico 8

1.4 Demonstracao por contraposicao

Sabemos que as proposicoes
P=@Q e ~Q=~P

sao equivalentes, ou seja,
P=0Q < ~Q=~PFP

Nesse caso entao iremos demonstrar de forma direta a sentenca ~ ) =~ P, que
implica na demonstracao de P = (). Vamos demonstrar as proposicoes que seguem:

PROPOSICAO 1.5: NUMERO E PAR SE SEU QUADRADO FOR PAR

Se z% é par, entdo x é par.

Demonstracao

Inicialmente é importante observar, que nesse caso fica dificil fazer a demons-
tragao direta (Verifique!). Vamos demonstrar a veracidade dessa afirmagao
usando a contrapositiva. Nesse caso, temos:

P: 2% é par.

Q: x é par.

Sendo assim,
~ @): x é impar.
~ P: 2% é fmpar.
Assumindo que = é impar, temos que x = 2k + 1, k € Z. Assim,

° = (2k+ 1) =4k* + 4k +1 = 2(2K* + 2k) + 1

Chamando p = 2k? + 2k e notando que 2k? + 2k é um nimero inteiro, temos
que 22 = 2p + 1, que é o mesmo que dizer que z? é fmpar.
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Pensamento Matematico 9

1.5 Demonstracao por reducao ao absurdo ou por
contradicao

O método de reducao ao absurdo, utiliza a negacao da tese para chegar a uma
contradicao da hipdétese ou de alguma verdade matematica e é baseado na lei do
terceiro excluido que diz que uma afirmacao que nao pode ser falsa, devera ser
consequentemente verdadeira. Vamos ver na pratica como essa técnica funciona na
pratica provando a demonstracao que segue:

PROPOSICAO 1.6: DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Se a e b sao numeros reais nao-negativos, entao

a;bz\@.

Demonstracao

Inicialmente, vamos destacar a hipotese e a tese:

Hipétese: a,b € R,

Tese: a;—bZ\/%

Comecamos a demonstracao negando a tese até chegar em algum absurdo.
a-+b .
< Vab. Desta maneira

Assim, vamos supor que

b
‘L; < Vab

a—|—b<2m
a—2Vab+b <0
(Va—vb)? <0

Deste modo essa conclusao é um absurdo, ja que nenhum numero real ao
quadrado pode ser negativo. Portanto,

‘“2”?<m
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Pensamento Matematico

é falsa e
b
L > Vab
é verdadeira.

Vamos usar a reducao ao absurdo para provar a seguinte proposicao.

PROPOSICAO 1.7: IRRACIONALIDADE DE RAIZ DE 2

O ndmero v/2 é irracional.

Demonstracao

Vamos negar a tese, ou seja, vamos supor que v/2 é racional. Isso significa dizer
Y Y

que podemos escrever v/2 na forma de fracio irredutivel, isto é, v/2 = P/q, com

p e ¢ primos entre si (ndo possui divisores comuns além do 1). Dessa maneira

2
V=l = 2:]9—2 = p’ =2
q q
onde a ultima igualdade nos diz que p é um numero par, em outras palavras
p = 2k, k € Z. Assim, retornando para a tultima igualdade

PP=2¢ = (2k)?=2¢ = 4*=2¢" = ¢F=2k

Dessa maneira concluimos que ¢ também é um nimero par. Ora, sendo p e ¢
nimeros pares, entao 2 é um divisor comum de p e ¢, o que é um absurdo, visto
que estamos supondo de p e ¢ sao primos entre si. Portanto, é um absurdo

supor que v/2 é racional e sendo assim, v/2 é irracional.

1.6 Exercicios

1) [resp] Nos Teoremas e proposigoes a seguir,
destaque a hipdtese e a tese.

a) Se a,b e ¢ sao lados de um triangulo e Ao
angulo oposto ao lado a, entao
a? = b% + c® — 2bccos A

b) Toda fungao diferencidvel em = = a é

continua em x = a. (Ou de modo equivalente: Se
f é uma funcao diferenciavel entao f é uma
funcao continua em = = a.)

¢) Se T é um triangulo equildtero entao () é um
triangulo isésceles (Ou de modo equivalente :
Todo triangulo equildtero é isésceles).
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Pensamento Matematico

d) Se z =1, entao 2? =1

2) [resp| Para as sentencas a seguir, dé a
reciproca e a contrapositiva das proposicoes que
seguem:

a) Se k é um nimero par primo entao k = 2.

b) Toda fungao diferencidvel em = = a é
continua em r = a

c) Se T é um triangulo equilatero entdao 7' é um
triangulo isésceles (Ou de modo equivalente :
Todo triangulo equilatero é isésceles).

d) Se z =1, entao 2? =1

3) [resp|] A reciproca da proposi¢ao apresentada
na questao anterior, item e é verdadeira?
Justifique.

4) [resp| Demonstre, de duas maneiras diferentes,
as seguintes proposicoes. Em cada item, voce
deve escolher dois tipos de demonstracao para
fazer dentre: demonstracao direta, reducao ao
absurdo e usando a contrapositiva.

a) A soma de dois numeros pares é sempre um
nimero par.

11

b) A soma de dois nimeros impares é sempre
um nuimero par.

¢) O produto de dois niimeros impares é sempre
um nimero impar.

d) Se z? é impar, entdo x é fmpar.

e) Se x + y é divisivel por 2 entdo x — y é
divisivel por 2.

5) [resp| Demonstre, usando redugao ao absurdo,
que v/3 é um ndmero irracional.

6) [resp] Todas as proposigoes abaixo sao falsas.
Deé um contra-exemplo que invalide cada uma
das afirmacoes.

a) Em todo triangulo, de lados a,b e ¢, e com a
sendo o maior lado, vale que a? = b* + 2.

b) Se a e b s@o nlimeros nao-negativos entao

Vatb=+a+ b

¢) Se a é um nimero real qualquer, entao
a’ > a.

d) Todo nimero natural impar é primo.

e) Todo triangulo é retangulo.
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Esse capitulo serd dedicado a apresentar o conceito de funcao e apresentar algumas
funcoes usuais. Esses conceitos sao importantes e servirao de base para o estudo de
funcoes especificas nas aulas posteriores.

2.1 Funcoes

As fungoes surgem quando uma quantidade (Grandeza) depende de outra. Por
exemplo, podemos dizer que a area de um quadrado estd relacionada ao comprimento
do lado, isso quer dizer que uma vez conhecido o comprimento do lado, x, conseguimos

calcular a 4rea usando a funcao f descrita pela relacio f(z) = 2.

E possivel representar uma funcao de quatro maneiras:
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verbalmente descrevendo-a com palavras
numericamente por meio de uma tabela de valores
visualmente através de um grafico

algebricamente utilizando-se uma férmula explicita

DEFINICAO 2.1: FUNCAO

Uma funcao f: D — C' é uma relagao que associa a cada elemento x de um
conjunto D, chamado dominio, um tnico elemento f(z) (ou y) de um conjunto
C, denominado contradominio.

Quando o dominio de uma funcao f nao for especificado, entao o dominio
(natural) de f é o conjunto de todos os valores de x para os quais f estd

definida.

Devemos ter cuidado ao analisarmos o dominio de uma funcao, quando essa é
originada de um problema real. Se, por exemplo, a fungao f(z) =z + 1, f(x)
representa o valor a ser pago em uma corrida de taxi em funcao do nimero de
quilometros rodados x, entao o dominio de f sera

D:{:I:GR / xZO},

uma vez que o numero de quilometros rodados é sempre nao-negativo.

Note que o contradominio C' de uma funcao f pode ser qualquer conjunto que
contenha, dentre outros elementos, os valores de f(z). Sendo assim, em muitas
situacoes estamos interessados em trabalhar apenas com o conjunto que contém
apenas os valores gerados por f, ao qual damos o nome de conjunto imagen.

DEFINIGAO 2.2: IMAGEM

Dada uma funcao f: D — C, o valor f(x) para x € D é chamado imagem de z.
O conjunto de todas as imagens da funcao f é denominado conjunto imagem
(ou simplesmente imagem) e denotado por Im(f), ou seja,

Im(f):{f(x) / xED}.
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DEFINICAO 2.3: GRAFICO

O grafico de f é o conjunto dos pontos (z,y) do plano cartesiano que satisfazem
y = f(z), ou seja,

G(f) = {(z, f(z)) / z e D}.

x —>  f — f® B
(entrada) (saida)

imagem // y = fix) |
|
— |
I |
l l
0o -~ X
- | dominio
Y4 (x, f(x))

filx)

0

Figura 2.1: Figura retirada do livro Célculo 1, James Stewart.

2.1.1 (Quando uma aplicacao nao é funcao?

EXEMPLO 2.1.1: Verifique se a equacao 3%+ 2> — 16 = 0 permite uma definicao
de y como funcao de .

Inicialmente vamos ver se conseguimos explicitar y como funcao de x.
y? =16 — 2
y==£16 — 22

Logo, para cada x € R, temos dois valores para y. Portanto, a equacao
y? + 22 — 16 = 0 nao permite uma definicao de y como funcao de =.

Nos exemplos a seguir vamos explorar como o dominio natural das funcoes pode ser
estudado.
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EXEMPLO 2.1.2: Faca o estudo do domfnio da Funcao f(z)=1— z*

Note que f esta bem definida para todo z € R, logo

D(f) =R
— = 1
EXEMPLO 2.1.3: Faga o estudo do dominio da Fungao g(x) = o]
%

Nesse caso temos que g esta definida quando

r+4#0

x # —4,

logo

D(g) =R — {4}
ou

D(g)={z€R / z# —4}.
EXEMPLO 2.1.4: Faga o estudo do dominio da Fungao h(z) = V9 —x

Para que h seja bem definida

9—2x2>0

logo

D(h)={zeR / z <9}

V2 -+t
V2t —6

EXEMPLO 2.1.5: Faga o estudo do dominio da Fungao f(t) =

Para que f esteja bem definida teremos que ter

24+t=>0
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20— 6> 0
t> 3,

fazendo a intersecao desses intervalos temos que

D(f)={z€R / >3}

EXEMPLO 2.1.6: Faca o estudo do dominio da Funcao f(z) = v2x —3

Como o indice a raiz é impar, entao

D(f) =R

EXEMPLO 2.1.7: Facga o estudo do dominio da Funcao p(z) =

Para que p esteja bem definida teremos que ter

r—1>0
x>0
(&
2 —5x 46 #0

que corresponde a

rT#2 e x#3,

portanto

Dipy=feice R /-o>1 o2 £33}

1l
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2.2 Simetria

Se uma funcao f satisfaz f(—z) = f(x) para todo nimero x em seu dominio, entao
f é chamada funcao par. Por outro lado, se f satisfaz f(—z) = —f(x) para cada
nimero x em seu dominio, uma f é funcao impar.

4

EXEMPLO 2.2.1: Verifique se a fungao f(z) =1— 2" é par, impar ou nem par,

nem impar
Como
fl=2) =1~ (=2)' = 1+2a* = f(a),

logo f é par.

EXEMPLO 2.2.2: Verifique se a funcdo g(z) = 2° + 2 é par, fmpar ou nem par,
nem impar

Como

logo g é fmpar.

EXEMPLO 2.2.3: Verifique se a funcao h(z) = 2z — 2® é par, impar ou nem
par, nem impar

Nesse caso temos que

h(1)=2-1-1*=1

logo h nao é nem par, nem impar.
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as \

Figura 2.2: Gréfico das fungoes f(z) = 1 — 2, g(z) = 2° +z e
h(x) = 2z — 22, respectivamente.

2.3 Zeros de Funcao

Os valores de x que satisfazem a equacao f(x) = 0 sdo chamados zeros de f. Esses
valores correspondem aos interceptos-z do grafico da funcao.

EXEMPLO 2.3.1: Encontre os zeros da funcao f(z) = 2° + 22% — 5z

Para encontrarmos os zeros de f precisamos resolver a equagao
3+ 222 — 52 =0
Colocando x em evidéncia, obtemos
z(z® + 2z — 5) = 0,
o que implica que
z —10 ou 2 +22 —5=0.
Para resolver a equacao do segundo grau
2 +2r—5=0

usamos a férmula de Bhaskara

ENEYE: = Vb2 — 4ac

2a

X

Substituindo os coeficientes (a = 1, b = 2, ¢ = —5), obtemos

r=—1+6.
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Logo, f possui tres zeros, a saber

x1:0, $2:—1+\/6 € 563:—1—\/6.

2 —4

r+3

EXEMPLO 2.3.2: Encontre os zeros da fungao g(x) =

Para encontrarmos os zeros de g precisamos resolver a equagao

x2—4

=0
T+ 3

Note que, para resolver equagoes do tipo

P_y

q
basta igualar o numerador a zero, desde que o denominador seja diferente de
zero (q # 0).

Assim, fazemos

2 —4=0,
o que resulta em z = 2 ou x = —2. Como nenhum desses valores anula o
denominador (z + 3), a fungao g possui dois zeros: x; = —2 e 11 = 2.

2.4 Monotonicidade

DEFINICAO 2.4: MONOTONICIDADE

Seja f uma funcao definida em um intervalo I, dizemos que
f ¢ crescente em I se, dados quaisquer x; e 9 em [

T < Ty = f(.%‘l) < f(wg);
| ¢ decrescente em [ se, dados quaisquer x1 e x9 em [

Ty <wmy = f(x1) > f(29);
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f ¢ constante em [ se, dados quaisquer z; e 9 em [

f(x1) = f(x2)

f(x) 4

>

f decrescente

f crescente

f decrescente

| crescente

f constante

I
L
X

a b c d e g

Figura 2.3: f é crescente nos intervalos (a,b) e (d, e), decrescente
nos intervalos (b, c) e (e, g) e constante no intervalo (¢, d). Figura
retirada do livro pré-célculo do autor Francisco Magalhaes Gomes.

2.5 Funcao Injetora

DEFINICAO 2.5

(Funcao Injetora): Uma funcdo f, definida em seu dominio D é injetora quando

dados quaisquer valores reais x1, 2 € D, se x1 # xo, entdo, f(x1) # f(x2).
Em outras palavras, se f é uma funcao injetora entao,

f(x1) = f(x2) & 21 = 22

Teste da reta horizontal: Uma fungao é injetora se e somente se nenhuma reta
horizontal intercepta seu grafico mais de uma vez.

EXEMPLO 2.5.1: Verifique se a funcdo f(x) = 2% ¢ injetora

f néo é injetora pois f(—1) = f(1) = 1.
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f(x1) flxa)

Figura 2.4: Grafico de uma fungao que nao ¢ injetora, uma vez que

f(xl) = f(ZEQ) para T # o.

Observacao sobre Contraexemplos: Muitas vezes, é mais simples demonstrar que
uma funcao nao possui determinada propriedade do que provar que ela possui.
Para mostrar que uma funcao nao é injetora, por exemplo, basta apresentar um
contraexemplo.

Um contraexemplo é um caso especifico que invalida uma afirmagao geral. No exemplo
anterior, para mostrar que f(z) = x* nao é injetora, bastou encontrar dois elementos
distintos (1 = 1 e 23 = —1) que resultam na mesma imagem (f(1) = f(—1) = 1).
Se a regra falha para um par, ela deixa de ser valida para todo o dominio.

EXEMPLO 2.5.2: Verifique se a funcdo f(x) = 2* ¢ injetora

Suponha que

f(x1) = f(x2)

temos entao que

rd =23
T} = /z3
r1 = I,

logo f € injetora.

EXEMPLO 2.5.3: Verifique se a funcao y = = é injetora
5
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Suponha que

fla1) = f(a2)
temos entao que
3 ] 3
5ry—2  Hrg — 2
3(5(15‘1 - 2) = 3(5$2 — 2)
5$1 — 2= 5$2 —2

Ir1 = T2.

Logo, y ¢ injetora.

2.6  Algumas Funcoes Usuais

A seguir serao apresentados algumas funcoes usuais, onde algumas delas serao
estudadas com mais detalhes em aulas posteriores.

2.6.1 Funcao Potencia

A funcao

fx) = 2",

n é um numero natural, é chamada de funcao potencia. A Figura 2.5 mostra o grafico
de algumas funcoes poténcias.

Figura 2.5: 777
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O dominio de uma fung¢ao poténcia é R.

O conjunto imagem é R se o expoente for impar e é [0, 00] se o expoente é par.
H4 um tnico zero em x = 0.

Quando o expoente é par, f é par, quando o expoente é impar, f é impar.

Quando o expoente é par, f é decrescente para x < 0, e crescente para x > 0, quando
o expoente é impar, f é crescente em (—o00, ).

2.6.2 Funcao Polinomial

A funcao

1

f(2) = apz™ + ap_12" 4+ - - 4 ag2® + a1z + ay,

onde n é um numero inteiro nao-negativo e aq, aso, ..., a, sao constantes reais.
O dominio de f é R.
Pode ter até n zeros.

As fungoes do primeiro grau e quadraticas sao exemplos de fungoes polinomiais.

2.6.3 Funcao do 1, Grau

E uma funcao do tipo
f(x) =ax 40,

com a,b € R. O grafico de uma funcao do 1° grau é uma reta. a é o coeficiente
angular da reta e b é a intersecgao com o eixo y. Para encontrar a equacao de uma
reta precisamos de dois pontos, em particular se encontrarmos os interceptos com os
eixos conseguimos obter a equacao da reta.

|l
A
>
v



Funcoes

a>0
Funcgéo crescente

~b

a<0

Funcgao decrescente

24

a

—b

a

Figura 2.6: Grafico de uma funcao do primeiro grau.

2.6.4 Funcao Quadratica

E uma funcao polinomial de grau 2, ou seja, tem a forma

f(z) = azx® + bz +

com a,b,c € Rea#0. O grafico desse tipo de funcao é sempre uma parabola e tem

concavidade para cima se a > 0 e concavidade para baixo se a < 0. O grafico de

uma parabola pode ser construido a partir de translacoes da parabola az?. A figura

a seguir mostra o exemplo de duas parabolas.

Figura 2.7: Grafico das funcoes y = 2> + v+ 1 e —22% + 32 + 1.

2.6.5 Funcao Raiz

E uma funcao do tipo

com n sendo uma constante natural maior que 1.

O dominio é R se o indice n é impar e é [0, 00)

se o indice ¢ par.
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O conjunto imagem é R se o indice n é impar e é [0, c0) se o indice é par.
H& um tnico zero em x = 0.
A funcao é crescente em todo o dominio.

Quando o indice é impar, f é impar.

E 1
/

Figura 2.8: Graficos das fungoes y = y/x e /x, respectivamente

2.6.6 Funcao Reciproca

E uma funcao do tipo

flz) =

zn’

com x # 0.
O dominio inclui todos os valores reais, exceto o zero.

O conjunto imagem é (—00,0) U (0, 00) se o expoente é impar e (0,00) se o expoente
é par.

A funcao nao tem zeros.
Os exemplos a seguir ilustramQuando o expoente é impar, a funcao é decrescente em
todos os pontos do dominio. Ja quando o expoente é par, f é crescente para x < 0 e

decrescente para x > 0.

Quando o expoente é par, f é par. Quando o expoente é impar, f é impar.

|l
A
>
v



Funcoes

1

T

Figura 2.9: Gréfico da funcao

26

2.6.7 Funcao Racional

E uma funcao do tipo

2y P
@) =22

onde p(x),q(z) sdo polinomios e g(x) # 0.

Por exemplo, a funcao

2t — 22+ 1
2 —4

fx) =

¢ uma funcao racional e seu dominio é {x eR / x # :|:2} :

2.6.8 Funcao exponencial

E uma funcao do tipo

f(x) =a".

onde a é uma constante positiva.
O dominio de f é R (ou (—o0, 00)).

A imagem ¢ (0, 00).
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A funcao nao possui zeros;

Se a > 1, a funcao é crescente em todo o dominio e se 0 < a < 1 a funcao é
decrescente em todo o dominio.

A funcao nao é par nem impar.

A Figura 2.10 mostra o grafico das fungoes y = 2% e y = (0.5)"

Figura 2.10: Graficos das fungoes y = 2* e y = (0.5)*. Figura
retirada do livro Célculo 1 do autor James Stewart.

2.6.9 Funcoes Trigonométricas

As funcoes trigonométricas sao fungoes angulares obtidas através do auxilio do circulo
trigonométrico. As principais funcoes trigonométricas sao as funcoes

y = sen(zx), y=-cos(x) e y=tg(z).

Essas funcoes sao periddicas, ou seja, os valores da funcao x) = y) se repetem
1 Y J b1

para determinados valores da variavel x, ou seja, para cada periodo determinado

pelos valores de x, iremos obter valores repetidos para a funcao.

O dominio de ambas fungdes y = sen(z) e y = cos(z) é R.

A Tmagem de ambas fungoes y = sen(x) e y = cos(x) é [—1,1], ou seja, —1 <
sen(z) <1le —1<cos(z) <1

A fungao y = sen(x) é impar e a funcao y = cos(x) é par.
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_ Dominio= R
§(@) = cos(x) Imagem= [-1,1]

Figura 2.11: Grafico da fungdo y = sen(z) e y = cos(x), respectiva-
mente.

2.6.10 Funcgoes Definidas por Partes

Uma funcao definida por partes é uma funcao que tem mais de uma lei para o seu

dominio.
A funcao
22—z, sex<l1
flz) =
r—1, sex>1

é um exemplo de funcao definida por partes.

2.7 Transformacao de Funcoes

Nessa secao usaremos translagoes, expansoes e reflexoes para fazer o esboco de
grafico de algumas fungdes a partir de fungoes ja conhecidas (segao anterior). Abaixo,
listamos algumas transformagcoes nas variaveis x e y e como elas afetam o grafico de
um funcao y = f(z).
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Translacao direita

29

f(z) — f(—=) Reflexao em torno do eixo y
f(z) — —f(z) Reflexao em torno do eixo x
f(z) = f(x +a) Translagao horizontal
direita se a < 0, esquerda se a > 0
fx)— f(z)+a Translagao vertical,
abaixo se a < 0, acima se a > 0
f(x) — f(ax) Mudanga de escala horizontal
contracao se a > 1, expansao se 0 < a < 1
f(x) — af(x) Mudangca de escala vertical, a > 0
expansao se a > 1, contracao se 0 < a < 1
Original Reflexao em y Reflexao em x
v/ TN
y = f(z) y=f(-x) y=—f(z)

/

\Y

Translacao esquerda

Translacao acima

A/
Y%

Translacao abaixo

l
o/

y=flz+a)a<0 y=flr+a)a>0 y=f(r)+aa>0 y=f(r)+aa<0

Expansao horizontal Contragao horizontal Expansao vertical

>

y= flax),0 <a<1

va

y= flax),a >1

Contracao vertical
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EXEMPLO 2.7.1: A partir do grafico de f(x) = +/x, use transformacoes para
obter os graficos de

a) y=+vr—1
b) y=+vz 2
c) y=—Vr
d) y=2vz
e) y=v-z

Cada item representa uma transformacao geométrica especifica aplicada a funcao

base f(x).

a)

Deslocamento Vertical: O gréfico de y = \/x — 1 é obtido deslocando o grafico
de f(x) em uma unidade para baixo.

b)

Deslocamento Horizontal: O grafico de y = v/x — 2 é obtido deslocando o grafico
de f(x) em duas unidades para a direita.

c)

Reflex@ao no eixo z: O grafico de y = —y/x é a reflexao do grafico de f(z) em
relagdo ao eixo das abscissas (eixo z).

d)

Alongamento Vertical: O grafico de y = 21/« é obtido multiplicando as ordenadas
de f(x) por 2, o que resulta em um alongamento vertical.

)

Reflex@o no eixo y: O grafico de y = /—x é a reflexdo do grafico de f(z) em
relacdo ao eixo das ordenadas (eixo y), alterando o dominio para x < 0.
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2.8 Funcao composta

DEFINICAO 2.6: FUNCAO COMPOSTA

Dadas as funcoes f e g cujos dominios sao A e B, respectivamente, definimos a
funcao composta f o g por

(fog)(z) = f(g(x))

O dominio de f o g é o conjunto dos valores de = € B tais que g(z) € A

EXEMPLO 2.8.1: Se f(x) = 22 e g(x) = x — 3, encontre as compostas fog e

gof.
Por definicao
fog=fly9(x))

_ f@-3)
= (z — 3)?

EXEMPLO 2.8.2: Se f(z) = xil’ g(x) = 2'% e h(x) = z + 3, encontre
fogoh.
fogoh=f(g(h(z)))
= f(9(z +3))
= f((z+3)")
(z+3)1°
(2 + 30+ 1
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Devemos esta atentos ao calcularmos o dominio da funcao composta. Segundo
a defini¢ao 2.6 para que sejamos capazes de calcular f(g(x)) é preciso que:

1. x pertenca ao dominio de g;

2. g(x) (o valor de g em z) pertenga ao dominio de f;

Para deixar mais clara a definicao do dominio da fungao composta, veremos como
obteé-lo de forma pratica no exemplo a seguir.

EXEMPLO 2.8.3: Sejam dadas as funcoes

1 1 1 ’
f(g(z)) =f<;) - T T 11— 1—564:(:2'
R maN N

Pela Observagao, para que f(g(z)) esteja bem definida temos que ter:
1. x pertenca ao dominio de g, isto é, x # 0.

2. g(x) pertenga ao dominio de f, isto é

1
1—422 40 = x;é—§ e x#ﬁ
Logo

D(f(gN) = {reR [ a2 0.0# 5.0 4]

2.9 Exercicios

1) [resp] Uma companhia de turismo cobra com z < 70, cada integrante paga apenas
R$1200,00 por um pacote turistico individual,
mas d4 um bom desconto quando os turistas C(z) = 1200 — 12z.

viajam em grupo. Se um grupo tem x pessoas, .
Sabendo que a receita da empresa em cada grupo

¢ dada pelo produto do valor pago por pessoa
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pelo nimero de membros do grupo.

a) escreva a fungao R(z) que fornece a receita
obtida pela empresa de turismo com o grupo de
T pessoas

b) trace o grafico da fungao para x € [10, 70]

¢) indique qual o tamanho do grupo fornece a
maior receita

2) [resp] Calcule
f(z) = f(a)

para as funcgoes e os valores de a fornecidos a
seguir. Simplifique os resultados e suponha
sempre que os denominadores sao diferentes de
zZero.

a) f(r)=3x+4,
b) f(z) = 2%+ 6,

a=2
a=4

3) [resp| O gréfico da fungao
flz)=vV—-a22+22+3

¢ mostrado a seguir.

2
Ts
'
/
e e ] s
o fla

Determine:

a) Os valores de f(0), f(0,5) e f(2)
b) O dominio de f

¢) O conjunto imagem de f

d) Os zeros de f

e) Os intervalos de crescimento e decrescimento

)
f) Os pontos de maximo e minimo absoluto

4) [resp| Encontre o dominio das seguintes
funcoes:

33

b) f(z)=vVz+2++Vr -5
V2z —3
2?2 -5z +4
1
Va? =5z
5) [resp| Verifique algebricamente se as fungoes a

seguir sao pares, impares ou nao possuem
simetria.

c) flz)=

d) h(x)=

a) flz)=2*>-3

b) f(z) = -2

) J@) =

d) flz)=2 -+
e) y=xvx

£) fz) =2z 1

a) Verifique se cada uma dessas fungoes sao par,
impar ou nem par nem impar

b) Verifique se essas fungdes sao injetoras

c) Esboce o grafico dessas fungdes, encontre o
conjunto imagem e os intervalos de crescimento e
decrescimento

g(1) = f(0) = h(3)

d) Encontre o valor de

e) Calcule g(h(2))

f) A partir do gréfico de y = 2%, esboce o grafico
de y = 2f ()

7) [resp] (Cercando um pasto) Um fazendeiro
pretende usar 400 m de cerca para delimitar uma
area retangular que servira de pasto. Responda
os itens a seguir, lembrando que a area de um
terreno retangular com largura [ e profundidade
p é dada por Ip, e que o perimetro desse terreno
retangular ¢é igual a 21 + 2p.

a) Relacione a profundidade com a largura do
pasto, considerando o uso dos 400 m de cerca.

b) Escreva uma fungao que fornega a drea
cercada em relagao a largura do pasto.

c¢) Calcule a drea do pasto, supondo que sua
largura é 75 m. Faca o mesmo para uma largura
de 150 m.
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d) Determine o dominio da fungao area que vocé
obteve.

e) Esboce o gréfico da fungao érea.

f) Indique os intervalos nos quais a fungao é
crescente e em quais ela é decrescente.

g) Com base no grafico, indique se é possivel
cercar uma area de 12000 m?2.

h) Ainda com base no grafico, determine a
maior drea que pode ser cercada e as dimensoes
do terreno nesse caso.

8) [resp| A partir do grafico de f(z) = 2, esboce
o grafico das seguintes fungoes:

a) g(z)=2*>-3
b) h(z)=3z> -8
c) p(z)=—2*+6

Q) qlx) = 5z -2

9) A partir do gréfico de f(z) = /z, esboce o
grafico das seguintes fungoes:

a) g(z)=vVzr+3

34

f) I(z)=V2zx -1

10) [resp| Dadas as fungoes f e g a seguir, defina

flg(x)), g(f(x)), f(f(z)) e g(g(x)).

22
2 f@)=dr, glx)= "
b) f@)=vF, g(&)=3
11) [resp| Dadas as fungoes f(z) = . i 1€

g(z) =%,
a) Defina f(g(z)) e g(f(z)) e seus dominios.
b) Calcule f(g(=3)) e g(f(7)).

12) [resp| Na cidade de Salicilina, o nimero de
casos de determinada doenca viral varia ao longo
do ano, sendo dado aproximadamente por

d(t) = 1,9245t* — 53,485¢°
+ 450,18¢* — 1081,5¢ + 837,37,

em que t é o més do ano. Por sua vez, o custo
em reais do tratamento dessa doenga ¢ dado pela
funcao c(z) = 600z 4+ 12000, em que z é o
nimero de pessoas infectadas.

a) Determine c(d(t)).

b) Indique o que essa fungao composta
representa.

c¢) Calcule o custo aproximado de tratamento
dos salicilinenses infectados no meés de abril.
(Use uma calculadora).
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3.1 Introducao

Conforme vimos no capitulo anterior uma funcao polinomial tem a forma
-1 2
f(x) = apx™ + ap_12" " + -+ 4 a2x” + a1z + ag

onde n é um numero inteiro nao negativo e é o grau do polinomio e a1 ,a9, ..., a,
sao constantes reais, com a,, # 0.

Vejamos alguns exemplos de polinomios.

Uma funcao Afim é um polinémio de grau 1:

flz)=3x+1
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tem coeficientes ag = 1 e a; = 3.

Uma funcao quadréatica é um polindmio de grau 2:
flz)=2>—z+2
tem coeficientes ag = 2, a1 = —1 e ay = 1.

Um polinomio de grau sete:

fla)=a"~1
tem coeficientes ag = —1, a7 = 1 e os demais iguais a zero.
A funcao

3 4
flz) =22+ — + = =2z +3z7% + 4x"
o
nao ¢ uma funcao polinomial, pois os expoentes nao podem ser negativos.

A funcao
g(x) = 32 — Ba? + 2

nao é uma funcao polinomial, porque os expoentes nao podem ser fracionarios.

3.2 Funcao Afim ou do 1° grau

Nao sei se voce ja observou, mas o preco a pagar por uma corrida de taxi depende
do numero de quilometros que se percorre, além disso, adicionamos a esse valor uma
taxa fixa, a chamada “bandeirada”. Se considerarmos, por exemplo, que a bandeirada
custa R$ 4,70 e cada quilémetro rodado custa R$ 0,90, entao o valor a ser pago por
uma corrida de taxi é dado pela funcao

f(z) = 0,90z 4 4,70.
Essa fungao é um exemplo de funcao afim, que serd estudada neste capitulo.

Uma fungao é dita Afim (ou do 1° grau) se puder ser escrita na forma

f(z) = azx + b, (3.1)
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em que a,b € R, a # 0.Uma funcao quadratica é um polinomio de grau 2:

As funcoes
y = 3x — 9, Yy = 3x e y = —6x — 1989

sao exemplos de funcoes do 1° grau.

Os coeficientes a e b recebem o nome respectivamente de coeficiente angular e
coeficiente linear. O coeficiente angular determina a inclinagao da reta e o coeficiente
linear determina o lugar em que a reta toca o eixo y uma vez que (0,b) € G(f).
Considere uma fungao f(x) = ax + b e sejam P e @) dois pontos quaisquer do grafico
de f, ou seja, P = (x1,11) e Q = (z2,y2) satisfazendo y; = ax; + b e yo = axs + b,
conforme o grafico da Figura ?7.

Figura 3.1: 777

Figura 3.2: Representacao grafica de uma funcao afim e a inclinacao
da reta (6).

Segue que a divisao da variacao em y pela variacao em x nos fornece

A _ _
Y _ Y2 — 1 _ ary — aly — (3.2)

Axr  x9 — 21 To9 — T

Isso quer dizer que podemos obter o valor do coeficiente angular da reta a partir
de dois pontos quaisquer da reta. Conforme representado na Figura 3.2, essa razao
representa a tangente do angulo # dado pela inclinagao da reta em relacao ao eixo x.
Se (z,y) é um ponto genérico dessa reta, entao

Yy— U

r — T
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que pode ser reescrito como

y — iy = a(r — 1)
y = a(r — 1) + 1.

Quando b = 0, dizemos que a funcao é Linear.
3.2.1 Como determinar a equacao de uma reta dado dois pontos

Levando em consideracao qualquer reta (diferente das retas © = ¢, com ¢ constante)
é determinada pela equagao (3.1), que é a equacao da reta com coeficiente angular a
e coeficiente linear b. Além disso, dois pontos determinam uma tnica reta, entao se
tivermos dois pontos de uma reta P = (x1,41) € @ = (22, y2) podemos determinar
essa equacao de duas maneiras praticas:

12 modo: Como P = (z1,y1) e @ = (x2,y2) pertencem a reta, entdo suas coordenadas
satisfazem a equacao 3.1, com isso podemos encontrar a e b resolvendo o sistema

ar; +b =1,
axrs + b= 1o

2% modo: Encontramos o coeficiente angular através a expressao

Y2 — U1

Lo — X1

e depois encontramos o coeficiente linear b através de uma da equacao y = ax + b,
substituindo um dos pontos dados P e Q).

Se r e s sao duas retas paralelas entao ambas possuem o mesmo coeficiente
angular.

Se r e s sao duas retas perpendiculares, sejam a, e as os coeficientes angulares
das retas r e s respectivamente. Temos que

al’," — __c
Qs
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EXEMPLO 3.2.1: Determine a equagao da reta que passa pelos pontos P = (2,1)
e @ = (3,—1). (Faga dos dois modos).

1° modo:

Como P e () pertencem a reta que estamos querendo encontrar (y = ax + b),
entao precisamos resolver o sistema

2a+b=1

3a+b=-1
cuja solucao é a = —2 e b = 5, logo a equacao da reta pedida é y = —2x + 5.
2° modo:

O coeficiente angular da reta pedida é

Y2t Y=L
a = = = —2.
To — I 3—2

Como a reta passa pelos pontos P e (), podemos escolher qualquer um desses
pontos para substituir na equacao da reta y = —2x + b, para encontrarmos o
valor de b. Substituindo o ponto P, temos que

1=-2-2+5b
entao b = 5 e a equacao da reta pedida é

y = —2x + 5.

EXEMPLO 3.2.2: O numero de veiculos de uma cidade cresceu linearmente a
partir do ano 2000. Sabendo que a cidade tinha 150 mil veiculos em 2004 e 210
mil veiculos em 2012.

Defina uma fungao que fornega o nimero de veiculos (em milhares) em relacao
ao tempo (anos) transcorrido desde o ano 2000.

Inicialmente vamos considerar que x = 0 corresponde ao ano 2000, x = 1
corresponde ao ano 2001, z = 2 corresponde ao ano 2002 e assim sucessivamente.
Seja y a quantidade de veiculos (cada mil) dessa cidade e que cresce linearmente
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(a fungdo é uma reta). Temos dois pontos dados no enunciado P = (4, 150),
que quer dizer que em x = 4 (ano de 2004) a cidade tinha 150 mil veiculos e
Q = (12,210), que quer dizer que em x = 12 (ano de 2012) a cidade tinha 210
mil veiculos. Logo, o coeficiente angular dessa reta sera

= — =175
To — I 12 -4 8 2 ’

a

Para encontrarmos o valor de b, substituimos o ponto P (poderia ser o @), tanto
faz) na equacgéo

y = 17,5 + b,
logo
150 = 47,5+ b
entao b = 120, logo a equacao da reta pedida é

y = 7,5 4+ 120.

Determine aproximadamente o niimero de veiculos no ano 2000.

O ano 2000 corresponde a x = 0, entao
y=7,5-04120 = 120.

Logo em 2000 o ntimero de veiculos era 120 mil.
Determine em que ano a cidade tera 360 mil veiculos.

Nesse caso, basta substituirmos y por 360, na equacao encontrada, logo
360 = 7,52 + 120

entao r = 32. Logo, a cidade tera 360 veiculos no ano 2032.
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3.2.2  Zero e Monotonicidade da funcao Afim

Para determinarmos o zero de uma funcao afim, basta resolver a equacao ax + b = 0,
supondo que a # 0, temos que o zero de uma funcao do 1° grau é

Quanto a monotonicidade de uma funcao afim se a > 0 a funcao é sempre crescente,
se a < 0 a funcao é sempre decrescente. Por definicao, uma funcao do 1° grau exige
que a # 0. Caso o coeficiente a seja igual a zero, a funcao resulta em f(x) = b, sendo
classificada apenas como uma funcao constante, nao possuindo inclinacao nem sendo
considerada uma funcao de 1° grau.

a>0

= a<0
Funcao crescente

Funcéo decrescente

~b

Figura 3.3: Representacao grafica da monotonicidade da funcao afim,
destacando o comportamento crescente, a > 0, e decrescente, a < 0,

b
e os respetivos zeros da funcao r = ——.
a

3.2.3 Gréafico de uma funcao Afim

Como ja sabemos que o grafico de uma funcao do 1° grau é uma reta, precisamos de
apenas dois pontos pertencentes a essa reta para o esboco do grafico. Em particular,
se tivermos os interceptos com os eixos coordenados

(L) o o

conseguimos fazer o esboco do grafico com muita facilidade.

EXEMPLO 3.2.3: Construa o grafico da funcao f(x) = 2z — 6.
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Crescimento
Como a =2 (a > 0), a funcado é crescente.
Zero da Funcao (Intercepto no eixo )

Fazemos f(z) =0

20— 6 =0
2r =6
r=3

O intercepto no eixo das abscissas é o ponto (3,0).

Intercepto no eixo y

E o valor do coeficiente linear b. Como b = —6, o ponto é (0, —6).

fx)=2xz—6

EXEMPLO 3.2.4: Construa o grafico da fungao g(z) = —z — 4.

Crescimento
Como a = —1 (a < 0), a funcdo é decrescente.

Zero da Funcao (Intercepto no eixo x)

42
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Fazemos g(z) = 0:

—x—4=0
—x =4
x=—4

O intercepto no eixo das abscissas é o ponto (—4,0).

Intercepto no eixo y

Como b = —4, o ponto é (0, —4).

\
5
2

3

g(x) =—w+4

EXEMPLO 3.2.5: Construa o grafico da fungao h(zx) = 2.

Crescimento
Como a =2 (a > 0), a funcao é crescente.

Zero da Funcao (Intercepto no eixo )

20 =0

O ponto é (0,0).

Intercepto no eixo y
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Como b =0, o ponto também é (0,0).
Nota Didatica

Como a reta passa pela origem, utiliza-se um ponto auxiliar, como x = 1,
h(1) = 2, resultando no ponto (1, 2).

h(z) =2z

3333333333

3.2.4 Algumas retas particulares:

Retas Horizontais Retas Verticais

y=b z=a

Figura 3.4: Gréfico da reta horizontal y = b e da reta vertical x = a.

3.3 Funcao do segundo grau ou funcao quadratica

Uma funcao é dita quadratica se pode ser escrita na forma de um polinomio do 2°
grau

f(z) = az® + bz +

em que a,b,c € Rea#0. O grafico de uma funcao quadratica é uma parabola e é
possivel esbog¢é-lo a partir de sua(s) raiz(es), caso exista(m), ou das coordenadas do
vértice.
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3.3.1 Encontrando zeros e as coordenadas do vértice da parabola

Para que possamos deduzir os zeros de uma funcao quadratica, vamos completar
quadrados.

ar’ +bx+c=0 colocando a em evidéncia
, bx ¢
alz"+—+-]=0 sendo a # 0
a a
, bx ¢
r+—+-=0 completando quadrado
a a

Definindo
A = b — 4dac

temos que a equacao ax? + bx + ¢ = 0 possui raiz real se e somente se A > 0 e nesse
caso

b A
T+ — = :I:£.
2a 2a

Resumindo.
Se A < 0, a equagao nao possui raizes reais (as raizes sao complexas).

Se A > 0, a equagao possui duas raizes reais distintas:

_=b—vVA _—b+vA

r=—— e To
2a 2a

Se A = 0, a equagao possui uma unica raiz real de multiplicidade 2 (raiz dupla)

_b_

1‘1:—_
2a

ZT9.
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Em ambos os casos, f(z) = ax? + bz + ¢ pode ser reescrita como

f(2) :a<x+i)2 A

2 )  4a

Logo, o grafico de f pode ser pensado como uma dupla translacao de

g(x) = ax’.
Transladamos
—A
4a

no eixo y e
—b
2a

no eixo x. Como ¢ possui vértice (0,0), f possui vértice

—-b —A
(%7%) = (%’E)

e seu grafico é simétrico em relacao a reta x = x,,.

Se a > 0 entao a parabola tem concavidade voltada para cima, além disso f tem um
unico ponto de minimo dado por

—b

2a

e o valor minimo é dado por

_—A
Yo = 1o

Se a < 0 entao a parabola tem concavidade voltada para baixo, além disso f tem
um unico ponto de maximo dado

—b

2a

e o valor maximo ¢ dado por

—A

W=
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A Figura a seguir ilustra o que foi discutido nessa secao.

a>0 a<0
I )
T 'CUQ
A>0
1 = T2
T1 = T2
A=0
A <0

Se tivermos as coordenadas dos vértices, os zeros e o interceptos com o eixo y
podemo fazer o esbogo do grafico de uma equagao do segundo grau com muita
facilidade.

EXEMPLO 3.3.1: Considere a seguinte funcao
f(z) = 2® — 5z +6.

Encontre os zeros, as coordenadas do vértice, o intercepto com o eixo y e use
esses dados para fazer o esboco do grafico de f.

Zeros

1l
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Para encontrarmos os zeros precisamos resolver a equacao

f(z)=0
2 -5z +6=0,

cujo

A=(-52-4-1-6=1

AN @R ENNAT

2-1

r=

obtendo x = 2 ou x = 3, portanto temos os pontos P, = (2,0) e P, = (3,0),
esses pontos sao os interceptos com o eixo .

Vértices
-b —(-5) 5
T T 2.1 2
e
—A —1 1

Intercepto com o eixo y

Para encontrarmos o intercepto com o eixo y, temos que encontrar
f(0)=02=5---04+6 =6,

logo temos o ponto Py = (0,6).

Grafico

O gréfico dessa funcao esta esbocado na imagem a seguir.
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ExXEMPLO 3.3.2: Faca o esboco do grifico da pardbola y = 2° — z + 2.

Zeros
Para encontrarmos os zeros precisamos resolver a equacao

flz) =0
xQ—x+2=O,

cujo
A=(-12-4-1.2=-7<0,
logo a funcao nao possui zeros, com isso nao intercepta o eixo x.

Vértice

Intercepto com o eixo y
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Para encontrarmos o intercepto com o eixo y, temos que encontrar
f(0)=0>—0+2=2,

logo temos o ponto P; = (0,2).

Note que temos apenas 2 pontos para marcar no grafico, para que possamos ter
uma idea melhor da parabola vamos escolher outro ponto do dominio. Como
j& temos o ponto P, cuja coordenada z estd (na reta real) antes do x,, vamos
calcular f(2) =4 e dai temos o ponto P, = (2,4).

Grafico

O grafico dessa funcao estd esbocado na imagem a seguir.

EXEMPLO 3.3.3: Faca o esboco do gréfico da pardbola y = —z% + 4z .

Zeros

Para encontrarmos os zeros precisamos resolver a equacao

flz) =0
—x?+4x =0,

como essa equagao é incompleta (¢ = 0), vamos resolver fatorando, ou seja,

—2’ 4+ 42 = 2(—x + 4)
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portanto z = 0 ou # = 4. Assim, temos os ponto P, = (0,0) e P, = (4,0).

Vértice
—b —4
x’U = —— — 2
2a 2(—1)
e
—A 16
o= —— = ———— =14,
4a 4(—1)
logo
V = (2,4)

Intercepto com o eixo y

Para encontrarmos o intercepto com o eixo y, temos que encontrar
f(0)=—-0>4+4-0=0,
logo temos o ponto

Py= P = (0,0).

Grafico

O grafico dessa funcao esta esbocado na imagem a seguir.

'
Pl P2
I | Ieaer JaaaE) 5
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3.4 Inequacao do Segundo Grau

Para resolver uma inequacao do segundo grau, vocé deve resolver a equacao do
segundo grau correspondente e fazer o estudo do sinal.

EXEMPLO 3.4.1: Resolva a inequacao 2% — 5z + 6 > 0

Inicialmente devemos resolver a equacao do segundo grau
2 -5z +6=0,

cujas raizes, obtidas pela férmula de Bhaskara sao x = 2 e x = 3. Portanto,
temos uma parabola com concavidade para cima (a > 0) e tocando o eixo x
em dois pontos. Entao “fora da parabola” colocamos o sinal de a e dentro sinal
contrario a a como mostra a figura.

]-1

Logo, a solucao da inequacao é

{reR / z<2o0uz>3}

EXEMPLO 3.4.2: Encontre os valores de x que satisfazem a desigualdade 9 < 2.

Note que 9 < z? é equivalente a —2% + 9 < 0. Portanto, precisamos resolver a
inequacao do segundo grau

—224+9<0.
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A equacao do segundo grau correspondente é
—2*+9=0,

onde a=—1,b=0e c=9. As raizes dessa equacao sao r = -3 ex = 3. O
estudo do final é mostrado na figura.

- 3 + 3 -

/ \

Logo, a solucao pedida é

{r eR / r < -3 oux >3}

3.5 Divisao de polinomios

Dividir um polinomio f(z) de grau n por um polindémio g(x) # 0 de grau menor que
n é encontrar dois polinomios ¢(z) e r(x) tais que

O grau de r(x) é menor que o grau de g(z).

EXEMPLO 3.5.1: Dividir f(x) = 62° — 22> + x + 3 por g(z) = 2> — z + 1.

6x3 — 222+ z+3| 22— z+1
— (623 — 622 + 62) 6z + 4
472 — 5 + 3
—(42% — 4z + 4)
—x—1

|l
A
>
v



Funcoes Polinomiais 54

Logo,

62> —22° + 2+ 3= (2> —x+1)(6x+4) —z — 1.

No exemplo anterior, realizamos a divisao do polinomio
P(z) =62 —22° + 2+ 3

pelo divisor
D(z)=2*—2z+1.

Para tornar o processo mais didatico, seguimos as etapas:

1. Primeiro Termo do Quociente:
Dividimos o termo de maior grau do dividendo pelo de maior grau do divisor

63

—- = 6.
12

Multiplicamos 6z por todo o divisor e subtraimos o resultado do dividendo
original, obtendo o primeiro resto parcial

42% — 5x + 3.

2. Segundo Termo do Quociente:
Repetimos o processo com o novo resto

472

Multiplicamos 4 pelo divisor e subtraimos novamente. O resultado final dessa
operacao ¢

—x — 1.

o

. Condigao de Parada:

Como o grau do resto

R(z)=—-x—1
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¢ menor que o grau do divisor
D(z) =2 -z +1,
a divisao estd concluida.
Resultado Final: A relagao fundamental da divisao nos mostra que:
62> —22° + 2+ 3= (2> -2+ 1)(6z+4) + (-2 —1)

Onde o quociente é Q(z) = 6x + 4 e o resto é R(z) = —x — 1.

3.6 Produtos notaveis

Alguns produtos de expressoes algébricas sao encontrados tao frequentemente, que
sao chamados de produtos notaveis. Embora possamos calcular esses produtos usando
a propriedade distributiva, acabamos, com o uso, decorando as férmulas empregadas
em sua obtencao. Segue abaixo alguns casos de produtos notaveis. Em todos os
casos considere que a e b sao nimeros reais, variaveis ou expressoes algébricas.

Quadrado da soma de dois termos

A expressao (a+b)? representa a area de um quadrado de lado (a+b). Ao expandirmos,
vemos que

(a+0b)? = (a+b)(a+b)
= a? + ab + ba + b*
= a® + 2ab + V.

Assim,
(a+b)* = a®+ 2ab+ b° (3.3)

Regra Pratica: O quadrado do primeiro termo, mais duas vezes o produto do primeiro
pelo segundo, mais o quadrado do segundo termo.

Quadrado da diferenca de dois termos
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Funciona de forma idéntica a soma, mas com atencao ao sinal negativo no termo
central

(a—b)2:(a—b)(a—b)
=a’—ab—ba+b
= a® — 2ab + V.

Assim,
(a —b)? = a® — 2ab + b? (3.4)

Regra Pratica: O quadrado do primeiro termo, menos duas vezes o produto do
primeiro pelo segundo, mais o quadrado do segundo termo.

Produto da soma pela diferenca

Esste é um dos mais tteis para simplificacoes e fatoracao, pois os termos centrais se
anulam

(a+b)(a — b) = a* — ab + ba — b?

=a® - b’
Assim,
(a+b)(a—b) =a*—b* (3.5)

Regra Pratica: Resulta sempre na diferenca entre os quadrados dos dois termos.
Cubo da soma de dois termos

Para desenvolvermos o cubo da soma (a + b)3, seguimos os seguintes passos. Escreve-
mos como o produto do quadrado pela base

(a+b)* = (a+0b)*(a+b).

Substituimos o resultado ja conhecido do quadrado da soma,
(a+b)® = (a® + 2ab + b*)(a + b).

Aplicamos a distributiva termo a termo

(a+b)® = a® + a®b + 2a%b + 2ab?® + ab?® + b’
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Somamos os termos semelhantes para chegar na férmula final

(a+b)* = a® + 3a%b + 3ab® + b (3.6)
Cubo da diferenca de dois termos

(a —b)® = a® — 3a*b + 3ab* — b’ (3.7)

EXEMPLO 3.6.1: Calcule o produto notével (2z + 5)*

Nesse caso temos o quadrado da soma de dois termos (3.3), entao

(22 + 5)* = (22)* + 2 - 225 + 5°
=424 11202425

EXEMPLO 3.6.2: Calcule o produto notavel (z —2)(x + 2)
Aqui temos o produto da soma pela diferenga (3.5), logo

(z — 2)(z + 2) = z* — 2°

=z2—4

EXEMPLO 3.6.3: Calcule o produto notavel (y -+ 4)*

Usando a férmula do cubo da soma de dois termos (3.6),

(y+4)° =y’ + 3y°4 + 3y4> + 4°
= o° + 12y + 48y + 64

4\ 2
EXEMPLO 3.6.4: Calcule o produto notavel <5 — —)
Y
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Aqui temos o quadrado da diferenga de dois termos (3.4), portanto

7 A 4[4\’
5——) =52—2.5-4 (=
y vy \y

EXEMPLO 3.6.5: Calcule o produto notavel (\‘/5 — 1)3

Nesse caso temos o cubo da diferenca, entao

(vz—-1)° = (Va)’ -3 (¥a)’ 1+3¢z 12 - 1°
=1 —3V22 + 3¢z — 1

3.7 Fatoracao

Na secao anterior, usamos a propriedade distributiva para expandir uma expressao
algébrica (produtos notaveis). Nessa segao faremos o processo inverso, tomaremos
uma expressao algébrica expressa na forma expandida e reescreveremos em produtos
de fatores mais simples, a esse processo daremos o nome de fatoracao. A seguir serao
apresentados algumas maneiras de fatorar expressoes algébricas.

3.7.1 Fator Comum

Fator comum

ax + bx = x(a + b)

EXEMPLO 3.7.1: Fatore a expressao 322 — 6.

Primeiramente identificamos o fator comum, note que podemos escrever

322 — 62 = 3xx — 2 - 31
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Com isso, os fatores 3 e x aparecem nos dois termos. Colocando o termo 3z em

evidéncia, obtemos
322 — 6z = 3x(z — 2),

que é a forma fatorada do polinémio.

3.7.2 Agrupamento

Agrupamento

ax + bx + ay + by = z(a + b) + y(a + b) = (a + b)(z + y)

EXEMPLO 3.7.2: Fatore a expressao 2xy — 12z + 3by — 18b.

Note que 2z é fator comum dos dois primeiros termos e 3b é fator comum nos
ultimos dois. Portanto, colocando em evidéncia, chegamos que

2xy — 12z + 3by — 18b = 2x(y — 6) + 3b(y — 6)
Agora temos que (y — 6) é fator comum. Colocando em evidéncia, obtemos
2zy — 122 + 3by — 18b = 2z(y — 6) + 3b(y — 6) = (y — 6)(2z + 3b)

que é a forma fatorada do polindémio.

3.7.3 Diferenca de Dois Quadrados

Diferenca de dois quadrados

a* —b* = (a+b)(a—b)

EXEMPLO 3.7.3: Suponha que precisamos fatorar a expressao 4z — 9.
Bata notar que

422 — 9 = (22)% — 32
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Portanto,

42 — 9 = (22)° — 3% = (22 — 3)(2x + 3).

3.7.4 Trinomio Quadrado Perfeito

Trinomio quadrado perfeito

a® £ 2ab+ b* = (a £ b)?

EXEMPLO 3.7.4: Fatore a expressao z2 + 4z — 4.

Basta notar que

2’ —dr+4=2"—2-20+2°=(z—2)°

3.7.5 Soma e Diferenca de Dois Cubos

Soma e diferenca de dois cubos

a® + b = (a £b)(a® F ab + b?)

EXEMPLO 3.7.5: Fatore o polindmio 2723 + 64.

Se notarmos que
2723 4 64 = (32)% 4 43
entao
2723 + 64 = (3z)° 4+ 4° = (32 + 4)(92* — 12z + 16)

é a forma fatorada do polinémio 2722 + 64.
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3.7.6 Fatoracao de Polinomios Usando Suas Raizes

Seja f(x) um polinomio de grau n e a € R. Sabemos que a divisdo de f(z) por z —a
nos fornece um polindémio g(x) de grau n — 1 e resto f(a), ou seja,

f(@) = (x = a)q(z) + f(a).

Logo, um polinomio f(x) de grau n possui uma raiz real a € R, se e somente se,
f(x) = (z — a)q(x) em que g(x) possui grau n — 1.

Um polinomio
-1
f(x) =apz" +ap12" " + -+ ag
possui n raizes reais 11, 19, ..., Ty, Se € somente se, pode ser escrito na forma fatorada

fl@)=an(x —r)(x —719) - (T —1p).

A dificuldade em fatorar um polinémio é exatamente em encontrar suas raizes. Para
polinomios de grau 1 e 2 essa missao é simples, mas para polinomios de graus
maiores é mais complicado. Temos uma ferramenta para determinar raizes de alguns
polinomios que possuem raizes racionais:

TEOREMA 3.1: FATORAGAO DE POLINOMIOS
Seja

1

f(SU) = Ty + ap_12" "+ -+ aqg

um polinomio com coeficientes a,,, a,_1, a,_o, ..., ag inteiros. Se essa equacao
possui uma raiz racional na forma P/g, com p e ¢ nimeros inteiros e r/q fragao
irredutivel entao ag é divisivel por p e a, é divisivel por q.

O Teorema 3.1 nao garante que a equacao polinomial tenha raizes racionais, mas caso
elas existam, o teorema permite identificar todas as raizes racionais do polinomio.

Se a, = 1 e os outros coeficientes sao todos inteiros, as candidatas as raizes do
polinomio sao inteiras.
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EXEMPLO 3.7.6: Queremos fatorar o polinémio f(z) = 2® — 3z + 2.

Pelo Teorema 3.1, as possiveis raizes inteiras de f sdo {£1,+2} que sdo os
divisores de ay = 2. Como

f)=1-3+2=0,
e 1 é uma raiz de f. Dividindo
flz)=2° -3z +2
por x — 1 obtemos
2?4z —2
que pode ser reescrito como
(x — 1)(z + 2).
Logo, f pode ser fatorado como

f@)=(z-1)*(z+2).

EXEMPLO 3.7.7: Fatore o polinémio p(z) = x* — 92* + 262 — 24

Nesse item, temos um polinomio de grau 3, vamos verificar se esse polinomio
possui raizes racionais. Segundo Teorema 3.1, essas possiveis raizes tem a forma
P/q, onde p sao os divisores do termo independente, no caso os divisores de —24
e ¢ sao os divisores do coeficiente do termo de maior grau, no caso 1. Logo, as
possiveis raizes inteiras sao

{£1, £2, +3, £4, +6, +£8, +£12, +24}.

62

Vamos testar alguns desses valores para tentarmos encontrar uma raiz racional.

Note que
p(1)=1-9426—24—-6=—-6#0,
logo x = 1 nao é uma raiz.

p(2) =8 — 36+ 52 — 24 =0,
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logo # = 2 é uma raiz. De posse dessa raiz vamos dividir o polinémio p(x) por
T — 2.

23— 9124260 —24| £ —2
—(z3 — 22?) r? — Tr + 12
—72% + 262 — 24
—(—751:2 + 14z)
120 — 24
— (122 — 24)
0

Para encontrar as outras raizes, basta resolver a equacao
2 —Tr 412 =0,
cujas as raizes (por Bhaskara) sdo © = 3 e x = 4. Logo o polinémio fatorado é

p(z) = (z = 2)(x = 3)(x —4).

EXEMPLO 3.7.8: Fatore o polinémio p(z) = 2z* — 10z + 12

Nesse caso temos um polinomio de grau 2, cujas raizes podem ser encontradas
facilmente, usando a férmula de Bhaskara. As raizes saox =2 ez =3 e o
polinomio fatorado é

p(z) = 2(xz — 2)(z — 3).

EXEMPLO 3.7.9: Fatore o polinémio p(x) = 4z — 342® — 18 (Equacdo
Biquadrada)

Para encontrarmos os zeros de p precisamos resolver a equagao p(z) = 0. Uma
equacao biquadrada tem a forma

azt +bzx? + ¢ =0,

para resolvermos fazemos a mudanca de varidvel y = z2. No nosso, ao fazermos
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essa mudanca, chegamos na equacao

4y? — 34y — 18 = 0,
Dyt — 17y —9 =0,

que é uma equacao do segundo grau e, para resolvermos usando a formula de
Bhaskara.

A= (=172 — 4-2(—9) = 361

que nos leva a

17+ /361

Y A

portanto, y =9 ou y = —1/2. Sey =9

2 =9
= =3
Se y = —1/2
2

que nao tem solucdo real, pois o polindémio z2+1/2 é irredutivel, logo ele “entrar4”
dessa forma na fatoragao. Logo, o polinomio fatorado é

p(z) = 4(x — 3)(z + 3) <x2 - %) .

3.7.7 Simplificacao de Expressoes

A fatoracao é muito til para simplificar expressoes. Nessa subsecao usaremos os
casos de fatoracao, expostos anteriormente, para simplificar expressoes. Vejamos os
exemplos a seguir.

EXEMPLO 3.7.10: Simplifique a expressao

20 — 6
r—3
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fatorando os termos, caso necessario. Suponha que o denominador nao é nulo.

No numerador vamos colocar o niimero 2 em evidéncia, uma vez que é comum
a todos os membros. Assim

2c — 6  2(z — 3)

r—3 z—3
2
—M usando que = # 3

=3
=2

Note que, podemos cancelar o termo x — 3, pois é nos dito no enunciado que os
denominadores sao nao nulos, ou seja, x — 3 # 0 e, portanto, x # 3.

ExXEMPLO 3.7.11: Simplifique a expressao fatorando os termos, caso necessario.

2 + zt
33

Suponha que o denominador nao é nulo.

2

Nesse caso, vamos colocar x* em evidéncia no numerador.

2 4+ 4 B (1 + z?)

3x3 3x2x

ZZ(1 4 22)

=— usando que x # 0
3273 q -

_1+a:2
3z

EXEMPLO 3.7.12: Simplifique a expressao fatorando os termos, caso necessario.

2 —9

x? — 3w
Suponha que o denominador nao é nulo.

Nesse exercicio devemos notar que no numerador temos uma diferenca de dois
quadrados, uma vez que

19— g 35— (1 3V(p 3
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Além disso, podemos colocar o termo x em evidéncia no denominador, ou seja,
r? — 3z = z(x — 3).

Logo,
-9 (z—-38)(z+3)

2 -3z  z(z-—3)
) +3)

xr(r—3)
x+3

usando que = # 3

X

Mais uma vez vale ressaltar que para fazermos o cancelamento do termo x — 3,
terfamos que ter a informacao (ou supor) que z — 3 # 0, isto é, x # 3. Como no
enunciado temos a informacao que o denominador é nao nulo, temos que

2 —3x 40
x(x—3)#0
x#0 e x #3.

EXEMPLO 3.7.13: Simplifique a expressao

2 —bxr+4
r—4

fatorando os termos, caso necessario. Suponha que o denominador nao é nulo.

Inicialmente, devemos lembrar que se temos um polinomio de grau 2, do tipo
p(x) = ax® + br +c,

a sua forma fatorada é
p(z) =alz —r)(x —19),

onde 71 e 9 sao suas raizes, podendo acontecer que r; = ro. Quando o polindmio
nao tiver raizes, dizemos que ele é irredutivel, ou seja, nao conseguimos fatora-lo.
Sendo assim, como no numerador, é um polinémio de grau 2, cujas raizes sao
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r1 = 1 e ry = 4 (confira usando Bhaskara). Portanto, sua forma fatorada é

> —5r+4=1(z—1)(z—4) =(z - 1)(z—4).

Logo,
?—bz+4 (z—4)(z-1)
t—4 x—4
(z—4)(z — 1)
i usando que x #
=z 1.

EXEMPLO 3.7.14: Simplifique a expressao

x2 —4xr — 12 20+ 1
T+ 2 x—06

fatorando os termos, caso necessario. Suponha que os denominadores nao sao

nulos.

Como 2?2 — 4z — 12 é um polinoémio de grau 2, cujas rafzes sio x = —2 e & = 6,
sendo assim, a forma fatorada é

r? —4x — 12 = (z + 2)(z — 6).

Portanto,

<x2—4x—12> (2az+1) (x+2)(x —6) 2z +1

T2 x—6 x+ 2 Z16
2 1
=(z—6) $+6 usando que x # —2
SU_
=2z + 1. usando que z # 6

3.8 Exercicios

1) [resp|] Determine a equagao da reta que passa  2) [resp| Um clube vem perdendo sécios a um

pelos pontos dados: ritmo constante ano apds ano, tendo registrado
14 mil sécios em 2004 e apenas 8 mil sécios em

a) (4,1)e(2,3) 2013.

b) (1,2) e (—2,-4) a) Defina uma fungao linear (ou afim) S(t) que

= 4 A >
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forneca o nimero de socios do clube no ano t,
supondo que t seja zero no ano 2000.

b) O clube pretende fechar as portas se o
numero de sécios chegar a 2 mil. Usando a
fungao encontrada no item a), determine em que
ano isso ocorrera.

c¢) Construa o grafico de S.

1
3) [resp] Sejam dadas as fungoes f(x) = 5%~ 2
2
e g(x) =3 — 3%

a) Exiba os grificos de f e g no mesmo plano
cartesiano.

b) Determine para que valores de x a
desigualdade f(x) < g(z) é verdadeira.

4) [resp] (Minimizacao da érea cercada) Um
fazendeiro pretende usar 500 m de cerca para
proteger um bosque retangular de comprimento
x e largura y, as margens de um riacho.

a) Usando o comprimento da cerca, escreva o
valor de y em funcao de x.

b) Com base na expressao encontrada no item
a), escreva a fungao A(z) que fornece a drea
cercada com relagao a x.

¢) Determine o valor de x que maximiza a area
cercada. Determine também o valor de y e a area
maxima.

d) Trace o grafico de A(z).
5) [resp|] Dada a fungao f(z) = 2 — 3,
) Determlne algebricamente os pontos no quais
) =

a
i
b) Determlne algebricamente os pontos no quais
flz

) =

c¢) Esboce o gréfico da fungao no plano
coordenado, indicando os pontos que foram
obtidos no item anterior.

d) Determine graficamente a solugao da
inequagao f(z) > —2. Confirme sua resposta
resolvendo analiticamente a inequacao.

6) [resp] Dada a funcao f(z) = 1522 +z — 2,

a) Determine algebricamente os pontos no quais

f(@) =0,
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b) Determine algebricamente os pontos no quais

fl2) < —2.

c¢) determine algebricamente os pontos de
minimo ou maximo de f.

d) Esboce o grafico de f

7) [resp] O lucro (em milhoes de reais) que uma
fabrica obtém com a venda de um produto é
2

dado pela fungdo L(z) = —% +3x 464, em

que x é o valor gasto (também em milhdes de
reais) com propaganda de televisao. Calcule o
valor que a empresa deve gastar com propaganda
para obter o lucro maximo. Determine o lucro
nesse caso.

8) [resp] Faga o esbogo das parabolas a seguir.

b) f(z)=—22°+ 3z +2
¢) f(z)=2x+z?
d) f(z)=-2*-4
e) f(z)=(z—-4)(z+1)
f) f(z)=—-22*+8

9) [resp| Deve-se construir um tanque de ago em
forma de um cilindro circular reto de 3m de
altura com dois hemisférios nos extremos. O raio
r ainda esta por determinar. Expresse a area S
da superficie do tanque em funcao de 7.

10) [resp| Desenvolva as expressoes:
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11) [resp| Simplifique as expressoes, fatorando os
termos, caso necessario. Suponha sempre que os
denominadores sao nao nulos.

) 2z — 6
a
z—3
b) x? — 3
x
) x? —3x
© wm—12
Q) 222 — 50
3 + 5x?
3
-8
e) *
r—2
f 22y — 112
zy
x2—9
g) 2 — 3z
4 4
)
r—y
. x2—5r+14
1) r—4
r—9

69

12) [resp| Encontre as raizes dos polinomios a
seguir e escreva-os na forma fatorada.

a) p(x) =9z* — 102 + 1

b) q(z) = x> — 42®> — 172 + 60

c) g(zx) =22 —3z® — 23z + 12
d) f(z) =2*—42® + 52 — 2z

13) [resp| Encontre o resto e o quociente da
divisao dos seguintes polinomios

a) p(z) =22% —32* + 6 por d(z) =2z — 4
b) p(x) = 62* + 523 — 22 por d(z) = 3z — 2
¢) g(z) =62%+ Tz +9 por 22% — 5z + 1

14) [resp| Resolva as inequacoes

a) 3z —5<0
b) (z+2)(x—3)<0
c) 2 -3z >0

d) —4r*+122-9<0

r— 2
<0
r+3

T+ 8
fy — <0
) 224+ T7r+12 —
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4.1 Funcao definida por partes

A tarifa mensal de um plano de telefonia fixa tem duas faixas de preco

<& Os clientes que usam até 400 minutos mensais em ligagoes pagam um valor
fixo de R$40,00 por més;

¢ Para cada minuto adicional (ou seja, que excede os 400 minutos) paga-se

R$0,05.

Se consideramos que um cliente fale  minutos por meés, podemos encontrar uma
funcao que fornece o valor a ser pago (por més) da conta telefonica.

Primeiramente note que se suas ligacoes ultrapassarem 400 minutos, o tempo adicional
equivalera a x — 400.
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Para determinar a funcao f que fornece o valor mensal da conta, devemos considerar
as duas situacgoes previstas no plano

se x < 400, entao f(z)
se x > 400, entao f(x)

0;

4
40 + 0,05(z — 400).

Em sintese, temos a seguinte funcao definida por partes

40, se x < 400,
f(z) =
40 + 0,05(x — 400)  se = > 400.

DEFINICAO 4.1: FUNCAO POR PARTES

Um funcao é dita definida por partes quando sao definidas por mais de uma
expressao.
EXEMPLO 4.1.1: Esboce o grafico da funcao definida por partes

2¢+3, sex <O,
f(x) =< 22, se 0 <z <2,
; se x > 2.

EXEMPLO 4.1.2: Esboce o grafico da funcao definida por partes

2
—4
nd ,  sex F#2,
gz)=§ 2-=
1, se r = 2.

4.2 Funcao modular

Antes de definirmos funcao modular, precisamos do conceito de valor absoluto.
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DEFINICAO 4.2
Dado um numero real z, definimos o valor absoluto, ou modulo de  como

a xr, sex >0,
al| =
—x, sex <0.

Note que a definicao de valor absoluto é feita por partes. Se x é um niimero positivo,
o valor absoluto é seu préprio valor. Logo, |4] = 4. Em contrapartida, se x é um
valor negativo, o valor absoluto é obtido eliminando o sinal. Assim,

|—10] = —(—10) = 10.

ExXEMPLO 4.2.1: Elimine o moédulo da expressao usando a definicao de

valor absoluto.

EXEMPLO 4.2.2: Elimine o médulo da expressao —|—5| usando a definigao de
valor absoluto.

Sabemos que |—5| = 5, entdo —|—5| = —5.

EXEMPLO 4.2.3: Elimine o moédulo da expressao ‘3 —2V/3 ‘ usando a definicao

de valor absoluto.

Voce deve atentar que
3-2v3<0,
logo

‘3—2\/5(:—(3—2\/5)
= 2v/3 - 3.
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EXEMPLO 4.2.4: Elimine o médulo da expressao |2z + 1| usando a defini¢do
de valor absoluto.

Nesse caso, usando a definicao de modulo, temos

2x + 1, se2x+12>0
22 + 1| =
—(2x+1), se2x+1<0

2c4+1, sexz>-—1lp
—2r—1, sex < -—1p

A seguir seguem algumas propriedades do valor absoluto, considerado a e b niimeros

reais.
ja] > 0 (1)
—a] = o (42)
|ab| = |a] [0] (4.3)
yg:%% b0 (4.4)
la"| = a" se n é par (4.5)
|+ 0] < af + [0] (4.6)
la—bl=a—-0b sea>b (4.7)
la—bl=b—a sea<b (4.8)
Va? = |af (4.9)

Portanto, funcao modular ou funcao valor absoluto é uma funcao definida por partes,
dada por

fu>|x{ noersl

—x, sex <O0.

A Figura 4.1 mostra o grafico da funcao modular, cujas caracteristicas sao:

< O dominio é R.
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s 8 -7 6 -5 -4 3 2

Figura 4.1: Grafico da funcao modular.

< O conjunto imagem é [0, 00).
& Hé4 um zero em x = 0.
& A fungao ¢ decrescente em (—o00,0) e crescente em (0, c0).

<& A funcao é par.
EXEMPLO 4.2.5: A partir do grafico de f(x) = |x| faca o esbogo do grafico da
fungdo f(z) = |z — 3| +4

Nesse caso, para construir o grafico de f basta deslocar o grafico 4.1 3 unidades
para a direita e 4 unidades para cima, conforme mostra a figura.

EXEMPLO 4.2.6: A partir do grafico de f(x) = |x| faca o esboco do grafico da
funcao f(x) = 2|x| — 2
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Aqui, precisamos expandir o grafico de y = |z| verticalmente por um fator 2 e
descer 2 unidades, conforme mostra a figura.

2

3 B N0 / 1111111
1
-2

Ao compormos uma funcao modular com uma funcao f qualquer, obtemos o moédulo
de f que é dado por

_J [fl=@), sef(z) =0,
@)= {f(:z:), se f(x) < 0.

Em outras palavras, para fazer o esboco do grafico da funcao |f(z)|, basta considerar
os pedacos do grafico de f que estao abaixo do eixo z e refleti-los com relacao ao
eixo .

Por outro lado, se quisermos fazer o esboco do grafico

f(@) = g(|=)),

ignoramos a parte do grafico de g(z) que esta a esquerda do eixo y e refletimos, com
relagdo ao eixo y, a parte do grafico de g(z) que esta a direita do eixo y e entao
obtemos o grafico da nova funcao. Funcoes obtidas dessa maneira sao sempre pares,

ja que f(z) = f(~2).

EXEMPLO 4.2.7: Faga o esbogo do grafico da fungao f(x) = |22 — 9.

Nesse caso, temos que

f(z) =g (h(x)), onde g¢g(zx)=|z|] e h(x)=2z-09.

|l
A
>
v



Funcoes Definidas Por Partes e Funcao Modular

Portanto, para obtermos o grafico de f, basta construirmos o grafico de h(x) =
2z — 9 e refletir o pedago desse grafico que esta abaixo do eixo x,com respeito

a0 elxo .

h(z) é uma fungao linear, cujo grafico é uma reta, que aprendemos a esbogar
no capitulo anterior.

A figura mostra o grafico de f.

EXEMPLO 4.2.8: Faga o esbogo do grafico da funcao g(z) = ‘xQ —3x+2|.
Do mesmo modo do item anterior, g(x) é a composicao de duas fungoes, ou seja,
g(x) =p(q(x)), com p(z)=lz| e q(z)=2a—3z+2

Logo, para construir o grafico de g, basta fazermos o esboco do grafico de g e
rebatermos a parte negativa com relacao ao eixo z.

Sabemos que ¢g(x) é uma fungao quadratica e seu grafico é uma pardbola com
concavidade voltada para cima e o procedimento para o esboco do gréafico de ¢
foi apresentado no capitulo anterior.

A figura mostra o grafico de g.
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EXEMPLO 4.2.9: Faca o esboco do gréfico da funcdo f(z) = |z|* — 4|z| + 3.

Note que
fx)=g(|z]), onde g(zx)=2a"—4z+3.

Para fazer o esbogo do grafico de f(x), ignoramos a parte do gréfico de g(x)
que esta a esquerda do eixo y e refletimos, com relagao ao eixo y, a parte do
grafico de g(x) que estd a direita desse eixo.

O grafico de g é uma parabola, com concavidade voltada para cima.

Sendo assim, a figura apresenta o esboco do gréfico de g.
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4.3 Equacoes e Inequacoes modulares

4.3.1 Solucoes de Equacoes Modulares

Dadas as expressoes algébricas A e B, as solugoes da equacdo |A| = B devem
satisfazer

B>0 e (A=B ou —A=B).

EXEMPLO 4.3.1: Resolva a equagao modular |5z — 2| = 13.

Observe que nesse caso temos uma equagao do tipo |A| = B, com B > 0.
Logo,
br—2=13 ou —(5z—2)=13,

resolvendo essas duas equacoes obtemos que o conjunto solucao da equacao
pedida é

s={-F.3}.
5!

EXEMPLO 4.3.2: Resolva a equacao modular |2z — 5| — |z — 2| =3z + 1.

Para resolver essa equacao modular, dividiremos a analise dos modulos em
etapas, analisando cada mddulo separadamente.

Primeiro caso |2z — 5|

|20 — 5| =2x —5,se2r —5>0— x >

DO | Ot

5
|2x—5\:—(Qx—5),362x—5<0—>x<§.

Segundo caso |z — 2|

lt—2|=2—-2,5ex —2>0—>z > 2.
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lt—2|=—-(x—2),sex —2< 0>z < 2.

Fazendo a analise nos intervalos

(—00,2) 2,52) [/, 00)

|22 — 5| —(2x—-5) —(2x-5) 2x-5

|z — 2| —(z —2) x—2 x—2

|22 — 5] — |z — 2| —z+3 —3z+7 T3

Intervalo (—o0, 2)

—r+3=3r+1
—4xr = -2
1
T = -
2

Note que x =1/2 pertence ao intervalo (—oo,2).

Intervalo [2,5/2)

—3Br+7=3x+1
—6z = —6

=11

Note que x = 1 néo pertence ao intervalo [2,5/2), logo nao pode ser solucao da
equacao.

Intervalo [5/2, 00)

r—3=3x+1
—2x =4

L= =2

Note que © = —2 nao pertence ao intervalo [5/2,00), logo nao pode ser solucao
da equacao.

Portanto a tnica solucao da equagao é S = {1/2}.
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4.3.2 Solucoes de Inequacoes Modulares

Dada a constante real ¢ > 0 e a expressao algébrica A, temos

Inequacao  Condicao equivalente
|A| < ¢ —c< A<c
Al > ¢ A<—c ou A>c

EXEMPLO 4.3.3: Resolva a inequagao |2z + 3| > 4.

Resolver a inequacao
2z + 3| >4
¢ equivalente resolver as inequacoes
2r+3< -4 e 2x+3>4
Resolvendo a primeira inequagao
2r+3< 4=2r < -T=zx< —;
Resolvendo a segunda inequacao

20 +3>4=2x>1=x>

| —

Fazendo a uniao dos intervalos encontrados obtemos que a solucao da inequacao
pedida é

7 1
eR < —= > — 5.
{x / TS-5 ouzT2 2}
EXEMPLO 4.3.4: Resolva a inequacao ‘4&;2 — 1} <z+2.

Nesse caso, primeiro temos que impor que = + 2 > 0, isto é x > —2. Resolver
a inequacao |4z% — 1| < x + 2 é equivalente resolver a inequagao simultanea
—(z+2) <4’ —1<z+2.

. —x—2<42? 1= 4224+ 2+ 1> 0, que é uma inequacao do segundo
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grau (Veja no Cap.2 como resolver), cuja solugao é todo o conjunto dos
ndmeros reais, isto é, 51 = {x € R}.

2. 42%—1 < 4+2 = 4x2—2-3 < 0, cujasolugio é Sy = {x € R|—% <z <1}

Fazendo a interseccao desses intervalos, temos que a solucao geral da inequacao

modular é S = {z € R| — 2 <z <1}.

EXEMPLO 4.3.5: Resolva a inequagao |z — 3| — |5z — 2| > x — 2.

4.4 Exercicios

1) [resp| Elimine o médulo das seguintes
expressoes:

a) |8+ ] =3
b) [vV8—4]

lresp| Resolva as seguintes equagoes
modulares

a) |b—4dz|=1

b) |5¥|=5+4g

c) =7 -3z -1=—-z+3
d) 422 +1] =10

e) v+ 3x+1 =3z +§

f) |z|* = 8lz|+7=0

3) [resp| Resolva as seguintes Inequagoes
modulares

a) |5br — 8| <2

b) 20 -3|>7

c) |22 —9|+x2<3

d) |z —=2|+|z+8>2x+12

4) [resp] Considere a func¢do f : R — R, definida
por f(z) = |2z — 5.

a) Encontre os zeros de f, caso existam.

b) Verifique se f é par, impar ou nem par nem
impar.

c) f é injetora?
d) Faga o esbogo do grafico de f.

e) f possui um valor méximo? f possui valor
minimo?

5) [resp| Faga o esbogo do grafico da seguintes
funcoes:

a) f(z)=|2* -4z +3|
b) f(z)=|z]> — 4|z[+3

) f(x):{ dr —3sex >0

22 —3x+2sex <0

14+22sez<0
d) f(x)=X 2—xse0<z<2
(x —2)? se x > 2
e) f(x)=|r—5]+1
f) f(z)=|z—1|+ |2z — 4

lsex <1
|z — 1] sex >1
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6) [resp] Dada a fungao

1+22sex<0
2—xse)<axz<2 Calcule o valor
(x—2%)2 sex>2
da expressao f(—2) + f(1) — f(4).

7) [resp|] Na cidade de Pindaiba, a conta de dgua
e esgoto tem duas faixas de preco. Quem
consome até 10m? por més pega um valor fixo de
R$40,00. Para cada metro ctbico adicional no
meés, o consumidor paga R$6,50.

fx) =

a) Escreva a funcao c¢(v) que fornece o custo
mensal de agua e esgoto em Pindaiba, com
relagao ao volume de dgua consumido (em m?).

b) Determine o valor da conta de uma casa no
qual o consumo mensal é de 16m?.

c¢) Trace o grafico de c¢(v) para v entre 0 e 20 m?.

8) [resp| Duas locadoras de automdveis oferecem

82

planos diferentes para a diaria de um veiculo
economico. A locadora Saturno cobra uma taxa
fixa de R$30,00, além deR$0,40 por quilometro
rodado. Ja a locadora Merctrio tem um plano
mais elaborado: ela cobra uma taxa fixa de
R$90,00 com uma franquia de 200km, ou seja, o
cliente pode percorrer 200km sem custos
adicionais. Entretanto, para cada km rodado
além dos 200km incluidos na franquia, o cliente
deve pagar R$0,60.

a) Determine func¢do que descreve o custo didrio
de locagao (em reais) de um automével em
ambas locadoras.

b) Para cada locadora, esboce o gréfico da
fungao que descreve o custo diario de locacao em
termos da distancia percorrida no dia.

¢) Determine para quais intervalos cada
locadora tem o plano mais barato.
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5H.1 Poteéencias

DEFINIGAO 5.1: POTENCIA

Seja a um numero real positivo chamado base. Definimos para todo n € N, a
Potencia de a elevado a n, como

a= aaa - a.
—_————

n vezes

Em particular,

a = a.
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Segue da Defini¢ao 5.1 que para todo m,n € N as seguintes propriedades sao validas

ama" =am"" (5.1)
(a™)" =a™ (5.2)
Se b > 0, entao (ab)™ = a™b™ (5.3)

Fixada uma base a, queremos estender a Definicao 5.1 para o conjunto dos ntimeros
reais, ou seja, definir a* para todo x € R, de tal forma que as propriedades acima
continuem validas.

Observe que fixamos uma base a, ou seja, a por definicao é maior que zero. Posteri-
ormente falaremos do porqué dessa escolha.

Faremos essa extensao gradualmente.

Como definir a"?

Fazendo m =0en =1 em (5.1) temos que

Como a # 0, dividimos ambos os lados da equacao por a = a!

a’ = 1. Portanto, definimos

e concluimos que

a’ = 1. (5.4)
Observe que 0° é uma expressao nao definida, ou seja, 0° ndo ¢ um ntimero real.

Como definir =™ para m inteiro positivo?

Novamente aplicando a propriedade (5.1) e utilizando que a” = 1, temos que
—-m m -m+m __ 0 1.

a a =a =a =

Portanto, definimos
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EXEMPLO 5.1.1: Avalie a poténcia 372,

AESuE| BN N
32 3.3 9

2\ 3
EXEMPLO 5.1.2: Avalie a poténcia (§> ]

5) - @1)3

Observem que se a e b sao nimeros positivos, entao
a\ " b\"
— =(-] . 5.6
<b) (a) (5.6)
Como definir a” para x € Q7
Inicialmente faremos um exemplo.

EXEMPLO 5.1.3: Avalie a"2.
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Usando a propriedade (5.2) temos
n n n 2 n
o' a"? = (a /2) =a?2? = qg".
Como o produto de Q" por ele mesmo resultou em a”, concluimos que

a? = \an.

De forma andloga, a propriedade (5.2) pode ser utilizada para definir a"/™ para todo
n/m € Q, a partir da fungao

Como a” ja estd definida para todo n € N e ao multiplicarmos a"/™ por si mesmo m
vezes, obtemos

m n
\a/m---a/mjz(a/m> =a"m =a",
m%zes
temos que
a"™ = X/an. (5.7)

EXEMPLO 5.1.4: Avalie a poténcia 37 .

32 = /35 = /31.3 = 9/3.

—2/3
2
EXEMPLO 5.1.5: Avalie a poténcia (5) :

PANKLREY &AL EEnY T
3 N\ H4

Como definir a® para x € 17

Fixado x irracional, existe uma sequéncia de niimeros racionais x,, tal que os valores
dessa sequencia ficam cada vez mais proximos do ntmero irracional x. Por exemplo,

= 4 A >
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Se
z=m=23,141592653589. ..,

podemos considerar a sequéncia dada por

r1 =3

r9 = 3,1

r3 = 3,14

x4 = 3,141

x5 = 3,1415
xg = 3,14159
x7 = 3,141592

Nesse caso, dizemos que o limite quando n tende a infinito da sequéncia x,, converge
para z (estudaremos com mais detalhe a ideia de limite no préximo mddulo, nesse
momento, apenas note que quando n é muito grande o nimero z,, fica muito préximo
do nimero irracional x) e escrevemos

lim z,, = .

n—00
Para cada x,, a™ ja foi definido. A sequéncia y,, = a®™ converge para um valor (ou
seja, a medida que n cresce, os valores a® ficam muito préximos de um ntimero real
que chamaremos de a®). Definimos entao

5.2 Potencias de numeros negativos

Vimos acima que é possivel definir a” para todo a > 0 e x € R.

Por que nao definimos para a < 07
Faz sentido falar em a” para a < 07
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A resposta é positiva se x é um numero inteiro. Se x nao é inteiro, essa definicao nao
pode ser feita sem gerar inconsisténcias, ou seja, nao é possivel definir. Por exemplo,

(—4)"
nao esta definido, pois a definicao natural para esse niimero seria
v —4

que nao ¢ um nuamero real.

Aparentemente, poderiamos definir
(—8)"”

como

Mas ha um problema que surge da equivaléncia de fragoes. Sabemos que
2

1 _

3 6

logo teriamos que
(-8)" = (-8)""

mas

3y — /(-8 = VT —2.

Ou seja, uma poténcia de base negativa e expoente racional nao pode ser definida.
Consequentemente, a definicao de a” para x irracional também nao estd definida
para a < 0. Portanto

(-2)"” e (=3)¥3

nao sao numeros reais.
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5.3 Funcoes Exponenciais

Antes de definirmos as fungoes exponenciais, apresentaremos um exemplo para termos
noc¢ao como essas funcoes aparecem no dia a dia.

EXEMPLO 5.3.1: Heloisa contraiu um empréstimo de R$ 1000,00 em um banco
que cobra 6% de juros ao més. Se Heloisa nao saldar sua divida, quanto ela
devera ao banco apds quatro meses? Apds um numero x arbitrario de meses?

Observe que apés um mes que o empréstimo foi contraido a divida de Heloisa

sera

6
1000 + <1000 m) = 1000 + 1000 - 0,06

— 1000 (1 + 0.06)
= 1000 - 1,06.

Apos dois meses, a divida serd
(1000 - 1,06) 1,06 = 1000 (1,06)*
Apébs trés meses, a divida serd
(1000 (1,06)*) 1,06 = 1000 (1,06)*
E finalmente, apds quatro meses, a divida sera
(1000 (1,06)*) 1,06 = 1000 (1,06)* ~ 1.262,48
Generalizando a conta acima, apds x meses a divida de Heloisa sera

1000 (1,06)°.

DEFINICAO 5.2: FUNGAO EXPONENCIAL

A funcao exponencial com base a é definida por

fiR—>R

Tz — a”
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em que a > 0, a # 1 é um nimero real fixo chamado base e x é qualquer niimero
real.

Para a = 1, a funcao f(x) = 1% é a fungao constante f(z) = 1. Para a < 0, vimos na
secao anterior que nao faz sentido essa definicao.

Segue que a funcao assim definida satisfaz as seguintes propriedades, para todo
z,y € R,

a’a¥ =" (5.9)
(a”)? = a™ (5.10)
Se b > 0, entao (ab)” = a” b" (5.11)
a/ﬂ:

Lo gy

—=a (5.12)

As trés primeiras propriedades estao listadas acima para os naturais, aqui estendemos
para os reais.

A funcao exponencial pode ser classificada em crescente ou decrescente, a depender
do valor de a.

Figura 5.1: Grafico de f(z) = 2% (trago continuo) e g(x) = 4%
(tracejado).

Se a > 1 a fungao f(z) = a” é crescente (z < y < a” < a¥) e o seu grafico tem o
formato das curvas mostradas na Figura 5.1.

Se 0 < a <1 afungdo f(x) = a® é decrescente (x < y < a® > a¥) e o seu grafico
tem o formato das curvas mostradas na Figura 5.2.

Note que, uma vez que a’ = 1, para todo a # 0, entao o grafico da funcao a® sempre
intercepta o eixo y no ponto (0, 1).
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go(w) =1~

Figura 5.2: Grafico de f( )=2""=(} ) (trago continuo) e g(x) =
= i)x (tracejado).

5.4 Esbocar o Grafico da Funcao Exponencial

Se quisermos esbogar o grafico da funcao f(x) = a”, escolhemos um conjunto de
valores (3 ou 5 pontos) estratégicos para r e montamos uma tabelinha com esses
valores e sua imagem pela funcao. E comum escolhermos os valores

r=-2-1,01,2.

Vamos observar os seguintes exemplos.

EXEMPLO 5.4.1: Esboce o gréfico da funcao f(z)=2".
Para isso, vamos escolher os valores
r=-2,—-1,0,1,2

e montar uma tabela com 3 colunas: A primeira coluna esses valores de x, a
segunda coluna com a imagem desses valores pela fungao f(z) = 2% e a terceira
com o par ordenado (z, f(x)).

x fla) =2° (z, f(z))
-2 f(=9=2=1 (-2,
—1 f(=1)=2"=3 (=1,1/2)

0 Fo=12" =1 (0,1)

1 fD)=2=2 (1,2)

2 f2)=22=14 (2,4)

|l
A
>
v



Funcoes Exponenciais 92

Inserindo os pontos encontrados no plano cartesiano e sabendo que o a forma
geral do grafico da funcao exponencial obtemos o esboco

1 x
EXEMPLO 5.4.2: Esboce o gréafico da fungao f(x) = (—) :

2

Para isso, vamos escolher, novamente, os valores
r=-2,-1,0,1,2

e construir uma tabela com 3 colunas como no exemplo anterior.

x flx) = ()" (z, f(x))
—2 f(=2)=(f)" =2 (=2,2)
—1 D) =(0f) " =2 (=1,1)

0 £(0) = (1) = (0,1)

f(1)= () =1 (1,1/2)

2 f(2)=(f) =1/ (2,1/4)

Inserindo os pontos encontrados no plano cartesiano e sabendo que o a forma
geral do grafico da funcao exponencial obtemos o esboco
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5.5 O Nuamero de Euler (e)

Vimos que o grafico da funcao exponencial y = a” sempre intercepta o eixo das
ordenadas no ponto (0, 1), independentemente do valor da base a. No entanto, a
inclinacao da reta tangente ao grafico nesse ponto especifico muda conforme alteramos
a base.

Definicao Geométrica de e: Para tornar a definicao mais clara, vamos seguir este
raciocinio:

Considere a familia de fungoes f(x) = a”.

Se tomarmos @ = 2, a reta tangente ao grafico em (0,1) tem uma inclinagao
aproximada de 0,69. Se tomarmos a = 3, a reta tangente em (0,1) tem uma
inclinacao aproximada de 1,10.

DEFINICAO 5.3: NUMERO EULER

Existe um tnico nuimero real, denotado por e, tal que a inclinacao da reta
tangente a curva y = e* no ponto (0, 1) é exatamente igual a 1.

Este niimero é irracional e seu valor aproximado é
e~ 2,7182818284 . ..
A funcao

flx) = e
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é chamada de funcao exponencial natural. Sua importancia reside no fato de que,
nesta base especifica, a taxa de crescimento da funcao é igual ao préprio valor da
funcao em qualquer ponto.

Note que, como a inclinagao em (0,1) é 1, a reta tangente nesse ponto é
simplesmente a reta y = x + 1. Para qualquer outra base, essa relacao nao seria
tao “limpa”.

5.6 Equacoes exponenciais

As equagoes em que a incognita aparece nos expoentes sao chamadas de Equacoes
exponenciais. A seguir serao apresentados alguns exemplos de equagoes exponenciais,
juntamente com as resolugoes. Para resolveé-las usaremos o fato de que a funcao
exponencial é injetora, isto é:

T

a”' =a” = x1 =29

1 i
EXEMPLO 5.6.1: Resolva a equacao exponencial (§> =81

A ideia para resolver uma equacao exponencial desse tipo, transformamos a
equacao numa igualdade de poténcias de mesma base

136—5;1 = 3 =3
3) = =

Como a funcgao exponencial é injetora entao basta igualar os expoentes, o que
implica que

—r=4 = x=-4.
Logo,

S = {—4}.

EXEMPLO 5.6.2: Resolva a equacgao exponencial 5% — 125 =0,
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Podemos reescrever a equacao como
Tz _ =3
57 — 53,

ou seja, transformando em uma igualdade de poténcias de mesma base. Como
a funcao exponencial é injetora entao basta igualar os expoentes, o que implica
que z = 3. Logo,

S = {3}.

1 X
EXEMPLO 5.6.3: Resolva a equacao exponencial <§) = V4.

Note que
N 15
S =M
() -
2—% I (22)1/3
97 = 2%
2
—r = —
3
2
r=—=
3
Logo,

EXEMPLO 5.6.4: Resolva a equacdo exponencial 2773 4 2271 4 27 = 592,

Nesse caso, nao conseguimos transformar a equacao em uma igualdade de
mesma base. Desse modo, vamos reescrever a equacao, usando as propriedades
de potenciacao

2793 4 9791 4 9% — 59
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Colocando 2% em evidéncia

DTS 9D 9% =159

2T 1+1+1 = 52
8 2 T

29”?:52
2" =32
9T _ 9b
=19

Usamos que 32 pode ser escrito na base 2 como 2% = 2° Logo, a solucao da
equagao é

S = {51.

EXEMPLO 5.6.5: Resolva a equagao exponencial 2% — 9.2 4+8 =0.

Do mesmo modo do item anterior, nao conseguimos transformar a equacao em
uma igualdade de mesma base. Vamos reescrever a equacao da seguinte forma

(2°)?=9-2"4+8=0
Agora, vamos fazer a seguinte mudanca de varidavel y = 2%. Assim,

¥’ —9y+8=0
Que ¢ uma equagao do segundo grau, cujas as raizes sao y = 1 e y = 8.
Agora, precisamos encontrar os valores de x correspondentes.
Sey=1=2"=1=2"=20= 2 =0.
Sey=8=2"=2=z =3.

Logo o conjunto solucao da equacao é

S = {0,3}.
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5.7 Inequacoes Exponenciais

Para resolvermos uma Inequacao exponencial do tipo

SO < @ oy @ > @

— — Y

devemos lembrar que a fungao y = a® é crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1.
Portanto, antes de tudo, observamos a situacao das bases dos dois membros e, caso
as bases sejam diferentes, reduza-as as mesmas bases e depois monte uma inequagao
respeitando as seguintes condigoes:

1. Se a > 1 conserve o sinal original da inequacao. Isso se da pelo fato da funcao
exponencial ser crescente se a > 1.

2. Se 0 < a < 1 inverta o sentido da desigualdade. Essa fato, se da por conta da
funcao exponencial ser decrescente quando 0 < a < 1.

2x+2 z2-1
1
EXEMPLO 5.7.1: Resolva a inequacao exponencial (§> < <§) )

Note que nesse caso temos uma inequacao exponencial e como as bases de ambos
os membros sao iguais

1
al—1—
2

basta montarmos uma inequacao com os expoentes, invertendo o sentido da
desigualdade, visto que 0 < a < 1.

Assim, precisamos resolver a seguinte inequacao exponencial

2w +2>az—1
2 -2z -3<0,

que é uma inequacao do segundo grau, cuja solucao é

S={zeR / -1<z<3}.
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EXEMPLO 5.7.2: Resolva a inequacao exponencial 2°2 > 64 .

Inicialmente, observamos que 64 = 2°. Portanto, estamos interessado em resolver
a inequacao

2x+2 Z 26 ]

Como ja deixamos ambos os membros da desigualdade na mesma base entao
montamos uma inequacao com os expoentes mantendo o sentido da desigualdade
original, uma vez que a base a = 2 > 1.

Assim, temos que resolver a seguinte inequagao do primeiro grau

r+22>6
T > 4.

Logo, a solucao da inequagao pedida é

S={zeR [/ z>4}.

EXEMPLO 5.7.3: Determine o dominio D da fungao f(z) = v5* —125.
A fim de que exista f(z), devemos ter

57 — 125 > 0,
uma vez que, nao existe raiz quadrada de ntimero negativo. Assim,

5% —125>0
5% > 125
5% > 5°
x >3

Assim, o dominio da funcao é

D={zeR / z>3}.
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5.8 Exercicios

99

1) [resp|] Faga o esbogo gréfico das fungoes
abaixo

a) f(x)=2"-2

2) [resp| Encontre o dominio das seguintes
funcoes:

C) 83: —x 4x+1

d) 2382—330 4 -1

ROREONS

@

f) (10%)'~* — 0,000001 = 0

g) 922+l _ g 942 _ 39

h) 27745 4 9% = 144

1) 54x71 . 5495 . 54z+1 + 54x+2 — 480
i) 93z-2 _ 246 _

4) [resp| Resolva as inequagoes abaixo

d) 7% < 343

e) 1§(%)x§8

5) [resp] Se f(z) = 167"/ encontre o valor de
FED)+F(=2) + f(-4)
6) [resp] Calcule f(0) —

2%, se =1 <2 <1,
-]

f(3/2) sabendo que

=Y sex > 1.
x

7) [resp] Seja a fungao f: R — R definida por
f(z) = 2. Encontre o valor de f(a+ 1) — f(a)
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6.1 Funcoes Inversas

Retomaremos ao Exemplo 5.3, do capitulo anterior, para introduzir a ideia de fungao
Inversa e posteriormente definiremos a funcao logaritmica que é a inversa da funcao
exponencial.

EXEMPLO 6.1.1: Considerando a situacao descrita no Exemplo 5.3, se Heloisa
nao saldar parte de sua divida, em que momento ela devera o dobro do valor
que pegou emprestado?

Ja vimos que o valor a ser pago por Heloisa, f(x), apés = meses que ela contraiu o
empréstimo é dado por

1000 - 1,06".
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Essa fungao nos permite calcular o valor da imagem f(z), dado que temos o valor do
dominio z. Observe que o problema proposto nos pergunta qual o valor x do dominio
que é levado no valor f(x) = 2000 da imagem. Nosso problema sera facilmente
resolvido se tivermos uma fung¢ao que dado o valor de f(z) ela nos da o valor de z.
Essa fungao é chamada funcgao inversa, a qual passaremos a definir agora.

(a) Fungao f(z). (b) Funcao h(x).

Figura 6.1: Exemplos de funcoes.

A primeira pergunta a ser feita é: sera que todas as fungoes possuem inversas? Vamos
observar duas situagoes em que as funcoes nao possuem funcao inversa.

Na fungao f: A — B, da Figura 6.1a, nao existe x € A tal que f(z) = a. Logo, nao
é possivel definir uma fungao inversa ja que nao terfamos como definir f~(a).

Na funcao h: C'— D, da Figura 6.1a, h(3) = b = h(4). Logo, ndo é possivel definir
uma funcio inversa ja que tem dois possiveis valores para h~1(b).

Para definirmos a inversa de uma funcao f, nenhuma das situacao acima podem
acontecer, uma funcao em que nao ocorre essas situagoes ¢ uma funcao bijetora, cuja
definicao formal é dada por

DEFINICAO 6.1: FUNCAO BIJETORA

Uma funcao f: A — B é dita bijetora se satisfaz as seguintes condigoes:

1. quaisquer elementos distintos de A sao levados por f em elementos distintos
de B, isto é, se para todo

x,y € A tal que x # y, tem-se que f(z) # f(y);

2. se todo elemento y € B possui um representante

xr € Atal que f(z) =v.
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Ou seja, f é bijetora se para todo y € B existe um tinico z € A tal que f(z) =y.
Uma funcao f: A — B que satisfaz o Item 1 da Definicao 6.1 é dita injetora.
Uma funcao f: A — B que satisfaz o Item 2 da Definicao 6.1 é dita sobrejetora.

Quando uma funcao f: A — B é bijetora, é possivel definir uma funcao g: B — A
que, de certa forma, desfaz o que a f faz. Como para cada y € B existe um unico
xr € A tal que f(x) = y, definimos ¢g(y) = z em que f(z) = y. Essa funcao assim
definida é chamada funcao inversa de f e denotada por f~!. Segue que

fTy)=2z & fla)=y.

Veja que pela definicao de funcao, para que a funcao inversa esteja bem definida,
é necessario que f: A — B seja bijetiva. Pois nesse caso, a sobrejetividade de f
garante que f~1(y) estd definida para todo y € B e a injetividade garante que o valor
f~Yy) é tnico.

Note que se consideramos a funcao f definida na sua imagem, ou seja f: D(A) —
Im(A), entdao para que f possua inversa, é necessario apenas que f seja injetora.

C B
q

><

\V,

(a) Funcao g(z). (b) Funcao g~ (x).

Figura 6.2: Uma funcao e sua inversa.

A funcao g: C — B, da Figura 6.2a, é bijetora e sua inversa ¢~ ': B — C, Figura 6.2b,
estd bem definida.

A funcao inversa possui as seguintes propriedades:

7 f@)==2, VYzeD(f), (6.1)
f(f_l(a:)) = T, Va:ED(f_l). (6.2)
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EXEMPLO 6.1.2: Determine se a funcao

f:R—=R

T — 1’
¢ bijetiva.

A funcao f nao é bijetiva, pois,

EXEMPLO 6.1.3: Determine se a funcao

g: [0,00) — [0, 00)

£->xf
¢ bijetiva.

A funcao g, com o dominio restringindo, é uma funcao bijetiva, cuja funcao

inversa é dada por

f:10,00) = [0, 00)
T — vz

Como encontrar a fungao inversa de uma funcao bijetiva? Se y = f(x) possuir inversa,
escreva = f(y) e isole y na ultima equacao.

EXEMPLO 6.1.4: Encontre, caso exista, a fungao inversa da Fungao f(x) =
23 + 4. Caso néo exista, justifique. Suponha que essas funcdes tenham dominio
e contradominio todo o conjunto dos niimeros reais.

Vamos verificar se f ¢ bijetora.

Para verificar se f é injetora, supomos que

f(z1) = f(x2)
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para x1,xs € R. Assim,

(l’l)?) +4 (l‘z)g +4
(1) = (22)°
V1= /2

X1

)

Logo, f ¢ injetora.

f € sobrejetora, uma vez que seu conjunto imagem é todo o conjunto dos
nimeros reais, que é igual ao contradominio.

Para encontrarmos uma expressao para a fungao inversa, basta trocarmos x por
y na funcao e depois isolarmos y. Portanto,

z =1 +4
yP=xr—4

y=+r—4
Assim, f possui inversa e

fHz) = vz —4.

EXEMPLO 6.1.5: Encontre, caso exista, a fungao inversa da Funcao g(x) =
a* — 7. Caso nio exista, justifique. Suponha que essas funcoes tenham dominio
e contradominio todo o conjunto dos niimeros reais.

A funcao g nao é injetora, uma vez que

logo nao possui inversa.
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6.1.1 Grafico das fungoes inversas

O proximo objetivo é explorar as relacoes entre os graficos de f e de sua funcao
inversa f~1. Se (a,b) for um ponto no gréafico y = f(z), entao (b,a) serd um ponto
do grafico de y = f~1(x). O efeito geométrico de inverter as coordenadas de um
ponto é refletir aquele ponto sobre a reta y = .

Em resumo, inverter as coordenadas de um ponto no grafico de f produz um ponto
no grafico de f~!. Analogamente inverter as coordenadas de um ponto no grafico de
! produz um ponto no grafico de f logo os graficos de y = f(x) e y = f~ () sao
simétricos um do outro em relacao a reta y = x, conforme ilustra a Figura 6.3.

!
&

Figura 6.3: Comparagao do grafico de f(z) e f~!(x). Note que o
grafico de f~1(z) é o espelho do grafico de f(x), com relacio a reta
Yy = .

6.2 Funcao Logaritmica

Se considerarmos a func@o exponencial f: R — R* , definida por f(z) =a”,a > 0e
a # 1, entao temos que f é uma bijecao sobre a sua imagem, portanto possui inversa.
Sua inversa é denominada funcao logaritmica na base a, a > 0 e a # 1.

log,: R, — R
xr — log, x

e é definida por

log, xr=y < a'=nux.
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Vamos fazer alguns exemplos de calculo de logaritmos,

EXEMPLO 6.2.1: Encontre log, 8:

Usando a definicao de logaritmo temos

log, 8 =
29 =8
T=3
ou seja,
log, 8 = 3.

EXEMPLO 6.2.2: Encontre log, 9

Mais uma vez, usando a definicao de logaritmo

10g1/819 =1y
1 Yy
— ) =9
&
(63" =9
9% =9
HHH
y=73

Condicao de existéncia do logaritmo: A partir da definicao de logaritmos, temos que
a>0ea#1eb>0.

Portanto, nao sao definidos, por exemplo, os seguintes logaritmos

log(—12)
log, 144

log, 8
log_5 81
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log, 0
log_s —36
Note que o valor log, a é um expoente.
Segue diretamente da definicao que log, 1 = 0, para todo a > 0 e a # 1.

Logaritmo na base 10: Quando a base do logaritmo for 10, podemos omiti-la. log3 é
o logaritmo de 3 na base 10.

6.2.1 Grafico da Funcao Logaritmica

Comoa’ =1c¢eal

toda funcao logaritmica contém os pontos (1,0) e (a,1). Além disso, sendo a fungao
logaritmica g(z) = log, = a inversa da fungao g(z) = a”, entdo o grafico de f é o

= a, temos que log,1 = 0 e log,a = 1. Portanto, o grafico de

espelho do grafico de g, com relacao a reta y = x. A Figura 6.4 ilustra essa situacao,
mostrando o esbogo do gréfico das fungdes g(z) = 2* e log, .

Figura 6.4: Em vermelho, o grafico da fungao g(x) = 2%; em azul, o
grafico de log, e em preto tracejado a reta y = x..

A funcao logaritmica pode ser classificada em crescente ou decrescente.
Se a > 1 a funcdo f(z) =log, = é crescente, pois

r<y & log,x<log,y
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Figura 6.5: Grafico de f(x) = log, z (traco continuo) e g(z) = log, x
(tracejado).

fa) =logy

Figura 6.6: Gréfico de f(z) = log;,,z (trago continuo) e g(x) =
logy /4 = (tracejado).

e o seu grafico tem o formato das curvas da Figura 6.5.

Se 0 < a <1 a funcdo f(x) = log, x é decrescente, pois
r<y << log,z>log,y

e o seu grafico tem o formato das curvas da Figura 6.6.

Note que o grafico de f(z) = log, z nao intercepta o eixo y, o que faz sentido, uma
vez que o grafico da sua inversa y = a” nao intercepta o eixo x.

Procedimento para esbocar o grafico de log, .

Para esbogar o grafico de f(z) = 5, é comum escolhermos 5 valores convenientes
para x, a saber as poténcias de a,

e construirmos uma tabela, da forma que fizemos com a funcao exponencial e, por
conseguinte, marcamos os pontos no grafico. A escolha desses valores para x é feita
de modo a facilitar o calculo dos logaritmos.
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EXEMPLO 6.2.3: Esbogar o grafico da fungao f(z) = logs .

Escolhendo
r=3223"13" 3l 32

podemos montar a tabela

x f(z) =logzx (%, f(2))
Lo =377 f(p) =372 (1o, —2)
lfsg =371 f(3) =logy3™1=-1 (1/3,—11)
1=3° f(3) =logs1 = (1,0)
3 f(3) =logs3 =1 (3,1)
9 = 32 f(9) =logy9 = logy 3% = 2 (9,2)

O grafico de f estd na imagem a seguir

6.3 Propriedades

Assim como as fungoes exponenciais, as fungoes logaritmicas também possuem uma
lista de propriedades importantes, que decorrem da definicao: Sejam x,y,z € R em
que z,y > 0, entao

log,(zy) = log, z + log, y (6.3)
75

log, (—) = log, x — log, y (6.4)
()
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2\
log, (%) = zlog,
Provaremos a primeira propriedade e as demais serao deixadas como exercicio.
Demonstracao
Sejam

p=log,(zy), log,z=m e log,y=n.
Segue da definicao de logaritmo que
m n

a> =zxy, d"=x a"=uy.

Portanto substituindo as duas ultimas igualdades na primeira obtemos

Logo, p = m + n e verifica-se a propriedade (6.3).
Mostre as propriedades (6.4) e (6.3) das fungdes logaritmicas.

EXEMPLO 6.3.1: Usando o fato de que
log2 = 0,301, log3=0477 e logh = 0,699

e as propriedades do logaritmo, calcule

log 30 = log(2- 3 - 5)
= log2 + log 3 + log 5 propriedade (6.3)
— 0,301 4 0,477 + 0,699
= 1,477
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b)

1
log 0,333 ... = log (§>

=log1l —log3
=0—-0477
= —0,477

log 64 = log 2°
= 6log 2
=6-0,301
= 1,806

d)
log ¥/2,5 = log(2,5)""

11 5
= — 10 —
7N

1
= (log5 — log 2)

0,699 — 0,301
T 7
~ 0,057

111

propriedade (6.4)

propriedade (6.5)

propriedade (6.5)

propriedade (6.4)

EXEMPLO 6.3.2: Resolva a equacao exponencial

2P 7% =16,

dado que logs;2 = 1,58.

Inicialmente, devemos notar que nao conseguimos resolver essa equacao conforme

resolvemos algumas na parte de equacoes exponenciais, uma vez que, nao
conseguimos deixar 6 na base 2. Para esses casos, a funcao logaritmica ¢é de

extrema importancia.
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Sendo assim, vamos aplicar a fungao log, x em ambos os lados da equagao. Com
1SS0,

2"0 =6
log, (2°7°) = log, 6
(x —6)log, 2 = log,(2.3) propriedade (6.5)
r — 6 =logy 2 + log, 3 propriedade (6.3)
z—=6-+1+1758
r =858

Os dois préximos exemplos mostram que devemos usar a condicao de existéncia do
logaritmo para encontrar o dominio de algumas fungoes que envolvem logaritmo.

EXEMPLO 6.3.3: Encontre o dominio da seguinte funcao
f(x) = log (xz — 5z + 6)

A base do logaritmo em questao é 10, com isso, maior que zero e diferente de
um. Portanto, como nao existe logaritmo de niimeros menores ou iguais a zero
teremos que impor que

2 — 5z +6>0

Que é uma inequacao do segundo grau cuja solucao é
Sz{xER / :z:<20u:z;>3}.

Logo,

D(f)y={z€R / z<2o0ouz>3}.

EXEMPLO 6.3.4: Para quais valores de x é possivel calcular o logaritmo
y =log, (—x2 + 2z + 8)?
Usando a condicao de existéncia dos logaritmos, precisamos impor que

—2°+2r+8>0 (6.6)
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r+1>0
r+1#£1

Impondo a condigao (6.3)
—2? 422 +8>0

temos uma inequacao do segundo grau, cuja equacao associada
—z2 422 +8=0

possui raizes x = —2 e x = 4. O estudo do sinal é apresentado na figura

Assim, a fim de que —z? + 2z + 8 > 0, devemos ter
—2-< <4
Além disso, precisamos satisfazer a condigao (6.4)

r+2>0
x> —1

e a condicao (6.5)

r+1#£1
x #0

Fazendo a interseccao desses intervalos, temos que

y = log, (—x2 + 2z + 8)
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existe no conjunto

{xER / —1<x<4ex7é0}.

6.3.1 Mudanca de base

114

Sejam a,b € (0,1) U (1,00) e x € (0,00), entao

log, x = log, b
Demonstragao
Se

z = logy x,
entao

b*=x
e

log, (b°) = log, .
Mas

log, (b°) = zlog, b
e, portanto

B log,,(b*) _log,
~ log,b  log,b’

EXEMPLO 6.3.5: Determine o valor da expressao log; 25 logs 49.

Vamos passar log, 25 para base 5, usando a mudanga de base (6.9). Assim,

log; 25
logs 7

log- 25 log; 49 = logs 72 usando (6.9)

1l
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log: 52
- 10g5 2logs 7 usando (6.5)
085
= 4log; 5 usando (6.5)
=4

EXEMPLO 6.3.6: Escreve a expressao log, 12 — log, 3 na base 10.

Vamos primeiro fazer algumas manipulagoes algébricas antes de fazer a mudancga
de base. Assim,

12
log, 12 — log, 3 = log; 5 usando (6.5)
= log, 4 usando (6.5)
_ log4
~ log7

6.3.2 O numero de Euler

Uma base em especial é a mais utilizada em textos cientificos, essa base recebe o
nome de ntumero de Euler

e=2,71828182---
As principais fungoes exponenciais do curso serdao f(x) = e e g(x) = e *. O
logaritmo com base e recebe o nome de logaritmo neperiano ou logaritmo natural e é

denotado simplesmente por In, ou seja,

Inx = log, .

6.4 Equacoes Logaritmicas
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EXEMPLO 6.4.1: Resolva a equacao logaritmica log, ;6 =1

Inicialmente, ao tentarmos resolver uma equacao logaritmica devemos analisar
a condicao de existéncia do logaritmo. Como a base de um logaritmo é sempre
maior que zero e diferente de um, temos que impor que a solucao da inequagao
deve satisfazer

r—1>0
x> 1.

Note que nao precisamos fazer nenhuma restricao para o logaritimando, visto
que b =6 > 0.

Agora, para encontrar a solucao da equacao, basta aplicarmos a definicao de

logaritmo.
logxfl 6=1
(z—1)'=6

r=1

Uma vez que x = 7 > 1 e x # 1 satisfaz a condicao de existéncia, entao a
solucao da equacao é

S = {7},

EXEMPLO 6.4.2: Resolva a equacao logaritmica log, (2562 + x) =1

202 + x>0
r+2>0
x+2#1.

Nao ¢é necessario resolver essas inequacoes, basta testarmos se os valores que
serao encontrados satisfazem essas desigualdades.

Aplicando a definicao de logaritmo, temos

(z+2)=22"+ 2
222 = 2
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zi=—lrouxr—=—l
Vamos verificar se esses valores encontrados satisfazem as condicoes de existéncia.
Para r = —1

2(=1)+(=1)=1>0

-1+2=1>0
G M AT
Logo, como x = —1 nao satisfaz a terceira condicao de existéncia entao nao é

uma solucao para a equagao dada.

Paraxz =1

2.1241=3>0
1+2=3>0
1+2=3

Logo, x = 1 é uma solugao (a unica) solucao da equagao dada.

EXEMPLO 6.4.3: Resolva a equagao logaritmica log, z + logy(x — 2) = log, 8

As condicoes de existéncia sao dadas por

x>0
r—2>0.

Para encontrarmos valores que satisfacao a equacao dada, usamos a propriedade
P, e depois a definicao de logaritmo.

log, © + logy(x — 2) = log, 8
logy x(x — 2) = log, 8

Usando o fato de que a funcao logaritmica ¢é injetora chegamos que

r(r—2) =38
2222 —8=0
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r=—-2ex=4

Vamos verificar se os valores encontrados satisfazem as condigoes de existéncia.

Para £ = =2
—-2<0

Como x = —2 ja nao satisfaz a primeira condicao de existéncia, entao nao pode
ser uma solucao da equagao dada.

Para x =4

4>0
4—-2=2>0

Logo x = 4 é a unica solucao da equacao dada.

EXEMPLO 6.4.4: Resolva a equagao logaritmica logs (5352 — 0z 16) = logs (41‘2 + 4z — |
As condigoes de existéncia nesse caso sao:

522 — 6z + 16 >0
42> + 42 —5>0

Como temos uma igualdade de logaritmos na mesma base, para encontramos os
possiveis valores que satisfazem a equacao dada basta igualarmos os logariti-
mandos, considerando o fato de que a funcao logaritmica é injetora. Assim,

522 — 6x + 16 = 42%> + 4z — 5
22— 102 +21=0

r=3oux=7

Vamos verificar se os valores encontrados satisfazem as condigoes de existéncia.

Para x =3

5-32—-6-3+16=43>0
4.324+4-3—-5=47>0
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Logo x = 3 é uma solucao para a equacao dada.

Paraz =7

5-7—6-7+416=219>0
4.7244.7—-5=219>0

Logo, x = 7 também ¢é uma solugao para a equacao dada. Assim, o conjunto

solucao da equacao é

S = {3, 7).

6.5 Exercicios

1) [resp| Use a definigao de logaritmo e as
propriedades para calcular o valor de A

A =logz 27 — log 1 + log1 125

2) [resp| Assumindo que log2 =
e logb = 0,69, calcule o valor de

9 (2]

b) log12 + log 20

0,3, log3 = 0,47

— log V5
c¢) log 1800 — log 30

3) [resp] Resolva as equagdes logaritmicas abaixo

a) 4—1logy(1—3z)=3
b) 2logx = log 3z + log(x — 4)

c) 2%t _3.27t2 = 32

d) logy(2z —1) =5

(log, z)* — 2log,z — 3 =0

)
4) [resp| Resolva as inequagoes abaixo
a) In(z*>—22-2)>0

b) 10g1/2 (

c) log, (22 —2) >logy,(3z) + 1

€

—4) > logs ,(27)

d) In(6z +5) > In(8x — 12)

5) [resp| Considere as fungoes f(r) = log, vz e
() —22+9
€Tr) =

g T+2

a) Encontre fog
b) Calcule fog(—1)
¢) Encontre o dominio da func¢ao fog

esp| Determine o dominio de f o g, onde

) Ir
(x) =In(zr —5) e g(x)=2° Tz —1
7) [resp] Considere f(x) = In(z — 2)

~

)
a) Esboce o grafico de f
)

b) Justifique que f é invertivel

¢) Encontre a inversa de f exibindo seu dominio
e sua imagem

d) Esboce o grafico de f~!

[resp] Faga o estudo do dominio da fungao

)
8)
f(z) =In(—2* 4 22+ 3)
)

9) [resp| Considere a fungdo f(z) =
e responda o que se pede

log,(4 — %)

a) Qual o dominio e a imagem de f7

b) A equagao f(z) = 1 possui solugao?
Justifique sua resposta

c) f é injetora? Justifique sua resposta
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d) Quanto a simetria, f é par, impar ou nem
par, nem impar. Justifique sua resposta

10) [resp] Faga o esbogo do grafico das fungoes:
fl)=(%)" eg(z) = 1og%(x), de duas maneira
diferentes a primeira levando em consideracao

que g(z) = f~!(z), a segunda marcando pontos.

11) [resp| A partir do grafico de y = log,(z), faga
o esbogo do grafico da funcdo y = logy(x — 1) 42

12) [1eb | Sabendo que logs(7z — 1) = 3 e que
log,(y® + 3) = 7, pode-se afirmar que

log, (z* 4+ 9) é igual a
a) 6

b) 2

c) 4

d) —2

e) —4

13) [resp] A soma

19

2 3 18
lOglo g + lOglo Z +eee 1Oglo 1_9 + 108?10 %

14) [resp| O valor da expressao
logs(5) - 10g95(27) ¢

a) 2/3

e) um nimero irracional

15) [resp| O conjunto solugao da equagao
logy(z 4+ 1) + logy(x — 3) =5 é:

a) S={7}

b) S ={7,-5}
c) S={17,3}
8 §={h

120

16) [resp] Na expressao In8 —In2+2lnz =0, o

valor de z é:

17) [resp| Considere as afirmagoes dadas abaixo,
referentes a fungoes exponenciais e logaritmicas
i) {zr €R;lnz >0} = [1,00)

ii) Se 87%% =27, entao 272" =3

iii) log;, v/10000% = 9/2
A alternativa correta é

a) Somente a afirmativa ii é verdadeira

b) Somente a afirmativa i é verdadeira

¢) Somente a afirmativa iii é verdadeira

d) Somente as afirmativas i e ii sao verdadeiras

e) Somente as afirmativas i e iii sdo verdadeiras

18) [resp| Considere as afirmagcoes dadas abaixo,
referentes a fungoes exponenciais e logaritmicas

i) O valor de log 5 32 ¢ igual a 5/2

ii) O valor de x que satisfaz a equagao
4* —2* =56 éx =3

iii) As fungoes y = log(2?) e y = 2log(x) sao
iguais
A alternativa correta é:

a) Somente a afirmativa ii é verdadeira
b) Somente a afirmativa i é verdadeira

¢) Somente a afirmativa iii é verdadeira
d) Nenhuma afirmativa é verdadeira

e) Somente as afirmativas i e iii sdo verdadeiras

19) [resp| Um virus de um computador se
espalha segundo a funcao

6500
1+ a.2bt

c(t) =

Em que ¢(t) é o nimero de computadores
infectados no instante ¢ (em horas), contando a
partir do momento em que a infeccao foi
detectada. Sabendo que ¢(0) = 100, ¢(3) = 500 e
que log, 3 = 1,5850, determine as constantes a e
b e o nimero de computadores infectados para
t=6

20) [resp| Faga o esbogo do grafico da funcao
f(x) = 2" e da sua inversa. Vocé deve
inicialmente encontrar a inversa e depois fazer o
esboco no mesmo plano cartesiano
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Uma importante parte da Matematica é o estudo dos angulos e das relacoes entre
angulos e distancias. Para ilustrar essa importancia utilizaremos o artigo a seguir que
exemplifica como os conceitos da Trigonometria podem ser utilizados para resolver
problemas da vida real.
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7.1 Introducao

Eratdstenes e a circunferéncia da Terra

Eratostenes nasceu em Cirene, Grécia, e morreu em Alexandria, Egito, no terceiro
século AEC. Ele era bibliotecario-chefe da famosa Biblioteca de Alexandria, e foi 14
que ele encontrou, num velho papiro, indicacoes de que ao meio-dia de cada 21 de
junho na cidade de Assua (ou Syene, no grego antigo) 800 km ao sul de Alexandria,
uma vareta fincada verticalmente no solo nao produzia sombra.

Cultura innutil, diriam alguns. Nao para um homem observador como Eratdstenes.
Ele percebeu que o fendbmeno nao ocorria no mesmo dia e hordrio em Alexandria, e
pensou: Se o mundo é plano como uma mesa, entao as sombras das varetas tém de
ser iguais. E se isto nao acontece é porque a Terra deve ser curval!

Figura 7.1: Siena

Mais do que isso. Quanto mais curva fosse a superficie da Terra, maior seria a
diferenca no comprimento das sombras.

O Sol deveria estar tao longe que seus raios de luz chegam a Terra paralelos. Va-
retas fincadas verticalmente no chao em lugares diferentes lancariam sombras de
comprimentos distintos.

Eratéstenes decidiu fazer um experimento. Ele mediu o comprimento da sombra em
Alexandria ao meio-dia de 21 de junho, quando a vareta em Assua, ao Sul do Egito,
nao produzia sombra. Assim, ele obteve o angulo A, conforme a figura abaixo.

Preste atencao na figura acima. O angulo B terda o mesmo valor de A, pois o desenho
do experimento de Eratostenes se reduz a uma geometria muito simples:
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____-___-___-_
L3

B Comprimento
da sombra

Figura 7.2: Siena 2 e 3

se duas retas paralelas interceptam uma reta transversal, entao os angulos
correspondentes sao iguais.

As retas paralelas sao os raios de luz do Sol e a reta transversal é a que passa pelo
centro da Terra e pela vareta em Alexandria. O angulo B (também igual a 7°), é
a uma fracao conhecida da circunferéncia da Terra e corresponde a distancia entre
Assua e Alexandria!

Eratostenes sabia que essa distancia valia cerca de 800 km e entao pensou: 7° sao
aproximadamente !/50 de uma circunferéncia (360°). E isso corresponde a cerca de
800 km. Oitocentos quilometros vezes cinquenta sao quarenta mil quilometros, de
modo que deve ser este o valor da circunferéncia da Terra.

Valor encontrado atualmente: cerca de 40,072km ao longo da linha do equador. Um
erro muito pequeno para uma medida tao simples, e feita ha tanto tempo! Com a
circunferéncia, podemos calcular o diametro e o raio ou ainda o volume e a area da
superficie, mediante férmulas simples.

Repare que o conhecimento utilizado por Eratdstenes (retas paralelas cortadas por
uma transversal) é formalmente adquirido hoje nas aulas de geometria do Ensino
Fundamental.

7.2 O conceito de Angulo

Um angulo é determinado por uma abertura entre duas retas de mesma origem. Para
medirmos angulos precisamos estabelecer o valor do angulo total (uma volta completa
no sentido anti-horario) e os demais angulos sdo medidos de maneira proporcional.
Existem duas formas usuais de medirmos angulos: definindo o angulo total como
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180°

270° 3w/2

Figura 7.3: Circulo 1 e 2

360 graus ou como 27 radianos. Vejamos algumas medicoes em cada um dos dois
sistemas.

Considere um angulo 6. Denotamos por 8, a medida desse angulo em graus e ¢, em
radianos. Esses dois valores estao relacionados pela equacao. Isso quer dizer que
podemos obter 8, se conhecemos 60, ou vice versa.

360 0,

27 0,
A unidade de medida padrao no ensino superior é radianos e para transformar para
radianos é comum usar a relacao equivalente 180° = 7 rad, conforme ilustra o exemplo
que segue.

EXEMPLO 7.2.1: Converta 120° para radianos.

Para fazermos essa conversao usamos que 180° é equivalente a mrad e montamos
a seguinte regra de tres.

graus  radianos

180° 7 rad
120° T
Assim,
180z = 1207
2
T = ?ﬂ rad.

|l
A
>
v



g 0 = 9 2r_.G I
Tl"lg()ll()lll(‘u’lzl (S FIIH(;()(JS Tl”lg(,)ll()l’ll(‘l1'1(‘21,3 125

Logo, 120° é equivalente a ?ﬂ rad.

Pode ser que seja necessario voltar de radianos para graus. O exemplo seguinte
ilustra essa situacao.

EXEMPLO 7.2.2: Converta %ﬁ radianos para graus.

Para converter de radianos para graus, basta usarmos a relacao 180° = 7 rad.

Assim,
b 180°
— rad = 5 —— = 300°.
STT 3

7.3 Relacoes no Triangulo Retangulo

Importantes relacoes sao estabelecidas entre os angulos e os lados de triangulos
retangulos. Considere um triangulo retangulo que contém um angulo 0 < 6 < 7/2
conforme Figura 7.4.

cateto oposto

cateto adjacente

Figura 7.4: Triangulo retangulo

Em relacao ao angulo 6, os lados desse triangulo recebem os seguintes nomes:

<& cateto oposto
& cateto

¢ hipotenusa

Como a soma dos angulos internos de qualquer triangulo é 7w radianos, o terceiro
angulo (que chamaremos de «) desse triangulo mede 7/2 — 6 (pois a + 6 +7/2 = 7).
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Portanto, o cateto oposto ao angulo 6 é o cateto adjacente ao angulo « e o cateto
adjacente ao angulo 8 é o cateto oposto ao angulo a.

Estudaremos as relacoes entre os lados de dois triangulos retangulos que possuem
um mesmo angulo #. Fixamos dois desses triangulos e nomeamos os lados desses
triangulos da seguinte forma:

Figura 7.5: 7

Como ambos os triangulos possuem um angulo reto e um angulo 6, o terceiro angulo
desses dois triangulos mede 7/2 — 6. Ou seja, eles sao semelhantes pelo caso AAA
(angulo angulo angulo) e podemos estabelecer as seguintes relagoes:

q_ 4% 1 _ % h_%

Y Y

21 z9 21 zZ9 x1 €2

Ou seja, independente dos valores dos catetos e da hipotenusa, as razoes entre os
lados de um triangulo retangulo que contém um angulos 6 sao constantes. Essas
constantes (que dependem de 6) recebem nomes, os principais deles sao: (Outras
razoes recebem os nomes de secante, cosseno e cotangente.)

Seno de 6@

cateto oposto
sen ) =

hipotenusa

Cosseno de 0

cateto adjacente

cos = _
hipotenusa

Tangente de 6

cateto oposto

tgf = :
. cateto adjacente
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Assim definidos, seno, cosseno e tangente sao fungoes cujo dominio é o intervalo
(0,7/2) . Para estendermos essas definigdes e obtermos func¢oes com dominio real
precisaremos generalizar a nocao de angulos para valores maiores que 27 e angulos
negativos e posteriormente, estender a nocao de seno, cosseno e tangente desses
angulos através do circulo trigonométrico unitéario.

E possivel calcular os valores de seno, cosseno e tangente para os angulos /4,
7/3 e 7/6 utilizando a relacdo de Pitdgoras no quadrado de lado 1 e no triangulo
equilatero de lado 1. Esses angulos sao chamados de notaveis porque para
demais angulos nao existe uma maneira tao simples de estabelecer os valores de
seno, cosseno e tangente.

EXEMPLO 7.3.1: Calcule os valores de seno, cosseno e tangente para os angulos
m/a, 73 e T/6 utilizando a relacao de Pitdgoras no quadrado de lado 1 e no
triangulo equilatero de lado 1, justificando a tabela a seguir.

Vamos mostrar as razoes trigonométricas para o angulo de 45°. Para isso,
considere um quadrado de lado 1 e tracemos sua diagonal. Ao fazermos esse
procedimento, dividimos o quadrado em dois triangulos retangulos iguais como
mostra a figura.

Podemos observar que

Cateto oposto a 45° vale 1;
Cateto adjacente a 45° vale 1;

Hipotenusa desses triangulos retangulos é v/2.
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Assim,
1 _ V2
sen(45°) = — = —;
V2 2
1 2
cos(45°) = 7 = %;

1
tg(45°) = = = 1.
1
Para encontrarmos as razoes trigonométricas para os angulos de 30° e 60° basta

tragarmos uma altura (que é mediana e bissetriz) em um triangulo equildtero

de lado [.

A partir dos valores encontrados no Exemplo 7.3, construimos a seguinte tabela

o”
Nin)

sen 6 cos t

SRS
w (\)
SERSFNpS
[\ w
— w
S

wla &3 o3|
&

A seguir resolveremos alguns exercicios que envolvem as razoes métricas em um
triangulo retangulo.

ExeEmMpPLO 7.3.2: Um aviao decola, percorrendo uma trajetoria retilinea, for-
mando com o solo, um angulo de 30° (suponha que a regiao sobrevoada pelo
aviao seja plana). Apos percorrer 1000 metros, qual a altura atingida pelo
aviao?

A figura descreve a situacgao.
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1000m

Note que temos envolvidos no problema um angulo (30°), o cateto oposto a
esse angulo (h) e a hipotenusa (1000 m), assim, é conveniente usar o seno para
obtermos a medida desconhecida.

1 h
Sen(SO ) == m

b

2 1000

h = 500 m

Assim, apds percorrer 1000 m o aviao atinge 500 m.

Figura 7.6: Figura para o exercicio 7.3.

ExeEMpPLO 7.3.3: Um sensor detecta a aproximacao de veiculos em uma rua.
Determine uma funcao z(#) que fornega a distancia do sensor ao veiculo em
relacao a 0. Se o sensor sé detecta objetos quando # é menor ou igual a
/3, determine a distancia maxima que o carro pode estar do sensor para ser
detectado.

(1))

< sensor

x = 8 sec() d=18,93m
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A distancia maxima ocorre quando o angulo no qual o sensor detecta os objetos
é¢ maxima. Como, no exercicio, temos o valor do cateto adjacente ao angulo 6 e
queremos encontrar a hipotenusa. Portanto, iremos usar o cosseno.

a 8
cos(60)z;
IS
2 =z
r=16m

Portanto, a distancia maxima que o carro pode estar do sensor para ser detectado
¢ de 16 m.

7.4 Generalizacao da Nocao de Angulo

Apés uma volta completa, continuamos medindo os angulos. Assim, por exemplo,
o angulo /6 ocupa a mesma posi¢ao que os angulos 27 + 7/6 (apds uma volta) ou
A + 7/6 (apds duas voltas) e assim por diante. Mais geralmente, para qualquer n
natural, os angulos e x + 2mn ocupam a mesma posi¢ao no circulo trigonométrico.

Para dar sentido a angulos negativos, convenciona-se que ao girarmos no sentido
anti-horario, medimos os angulos negativamente.

Portanto, um angulo x radianos ocupa o mesmo lugar que todos os angulos da forma

xr+2mn, n € Z.
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7.5 Circulo Trigonométrico Unitario

Considere o triangulo retangulo de hipotenusa 1, apresentado na Figura 7.7.

Se a hipotenusa medir 1, os catetos
medirao

sen(0)

0 3 sen(f) e cos(f).
cos(0)

Figura 7.7: Triangulo retangulo de hipotenusa 1.

Suponhamos que

1. o triangulo esteja situado no plano cartesiano,
2. o vértice associado ao angulo 6 esteja sobre a origem (0, 0),
3. o cateto adjacente ao angulo 6 fique sobre a parte positiva do eixo =,

4. a hipotenusa do triangulo retangulo meca 1 e o angulo 6 seja medido no sentido
anti-horario a partir do eixo z.

A

Y frmmmemm e P

@ As coordenadas do ponto P s3o
x = cos(f) e y = sen(0).

@ Pelo teorema de Pitdgoras,

» 2 2
cos(0) X Xy =il

Figura 7.8: 7

yll
Voihomsmacndnn 2 Para cada angulo &;, ha um
ponto P; do plano que

e dista 1 da origem;

iy P l @ tem coordenadas
(xi, yi) = (cos(8;), sen(8;)).

Figura 7.9: 7

Podemos agora definir o circulo trigonométrico unitario (conforme Figura 7.10), que
é o circulo do plano cartesiano de centro na origem (0,0) e raio 1. O eixo x é também
chamado de eixo dos cossenos, ja o eixo y é também chamado de eixo dos senos.
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Considere um ponto A sobre o circulo trigonométrico no primeiro quadrante e seja B
a projecao desse ponto no eixo x. Seja C' a intersecao do segmento de reta que passa
por OA com aretaxz=1e D = (1,0), ou seja, o segmento C'D encontra-se sobre
a reta r = 1. Seja 6 o angulo AOB. Observe que as coordenadas de A no plano
cartesiano sdo (cos @, sen ). Por semelhanca de triangulos (triangulos AOB e COD)
vemos que

}C_D‘ B ‘C_D‘ B ‘E} _ senf
1 |O—D’ - |O_B’ ~ cosf’

ou seja,

’C_D| =tgé.

C 1°Quadrante : 0 < 0 < g;

2°Quadrante : — < 0 <
3
3°Quadrante: w <0 < i;
2
tan(6) 3
4°Quadrante : > <0 < 2m.

27

Figura 7.10: Circulo Trigonométrico Unitario.

Vemos assim que para 6 € (0,7/2) os valores senf, cosf e tg podem ser obtidos
a partir das coordenadas dos pontos A e C: A = (cosf,senf) e C' = (1,tgh). Mas
essa construcao pode ser feita para qualquer # € R e dessa forma podemos definir as
fungoes seno, cosseno e tangente para quaisquer angulos reais. Por exemplo, essa
construgao para um angulo 6 no segundo quadrante pode ser vista na Figura 7.11.

Continuando a construcao, podemos dividir o circulo trigonométrico unitario em
quatro partes iguais, chamadas de quadrantes. No primeiro quadrante estao os
angulos entre 0 e 90°, ou equivalentemente, entre 0 e 7/2. No segundo quadrante

= 4 A >
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x=1

—————— send

cosB 0

-1gé

C=(1.1g8)

Figura 7.11: Interpretacao Geométrica da Tangente de um Angulo
no Segundo Quadrante

estao os angulos entre 90° e 180° (ou entre 7/2 e 7). No terceiro quadrante estao os
angulos entre 180° e 270° (ou entre 7 e 37/2). Por fim, no quarto quadrante estao
os angulos entre 270° e 360° (ou entre 37/2 e 27). Os angulos 0,7/2, 7,37/2 e 27 sdo
denominados angulos do eixo. Esses angulos sao notaveis e observando a Figura 7.10,
podemos descobrir o valor do seno, cosseno e tangente desses arcos. A Tabela a
seguir apresenta esses valores.

0 mf2 7T 37/ 27
sen(z) 0 1 0 -1 0
cos(z) 1 0 -1 0
tg(x) 0 7 0 3 0

A relacao fundamental trigonométrica A partir da Figura 7.10, por exemplo,
podemos extrair uma relagao trigonométrica, que é muito 1util. Essa relacao é
conhecida como relacao fundamental trigonométrica e pode ser demonstrada,
aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo de hipotenusa 1 e catetos sen(z)
e cos(z)

sen’(z) + cos®(z) = 1

A partir dessa relacao podemos obter duas outras conforme serao mostradas
nos exercicios que seguem.
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ExXEMPLO 7.5.1: Usando a relacao fundamental trigonométrica mostre que:
tg?(z) + 1 = sec?(z),
quando
cos(z) #0 e 1+ cot?(z) = cossec’(z) se sen(z) # 0.
Da relacao fundamental trigonométrica temos:
sen’(z) + cos?(z) = 1 (7.1)
Sabendo que cos(z) # 0, podemos dividir a equacio (7.1) por cos?(z). Assim,

sen?(z) R

cos?(x) ~ cos?(x)

Logo,
tg?(x) + 1 = sec’(w).

Para chegarmos na outra expressao basta dividirmos a relacao fundamental por
sen?(z).

7.6 Formulas de reducao ao primeiro quadrante

Ao trabalharmos com Trigonometria e deparamo-nos com um angulo que nao se
encontra no primeiro quadrante, sempre podemos reduzi-lo de forma a encontrar
o angulo correspondente a esse que esteja justamente no 1° quadrante. Usamos
esse procedimento em virtude ds simetria encontrada no ciclo trigonométrico. Mas
precisamos nos atentar para o que ocorre com os sinais das fungoes trigonométricas em
cada quadrante. A Tabela 7.1 e a Figura 7.12 mostram os sinais em cada quadrante.

1OQ 20Q 3OQ 4OQ

sen(x) + + _ _
cos(x) + — - +
tg(x) + = + —

Tabela 7.1: Sinais em cada quadrante.
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Seno Cosseno Tangente

D AN AR
NPANPAND

Figura 7.12: Sinais em cada quadrante.

y € 2° quadrante

" x € 1° quadrante
rT=7—y

sin(y) = sin(x)
cos(y) = — cos(x)
tan(y) = — tan(x)

Figura 7.13: Reducao do 2° quadrante para o 1° quadrante.

y € 3° quadrante

x € 1° quadrante
rT=y—m

sin(y) = — sin(x)
cos(y) = — cos(x)

tan(y) = tan(x)

Figura 7.14: Reducao do 3° quadrante para o 1° quadrante.
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................... Yy € 40 quadrante

xe1° quadrante
rT=2T —Yy

(D)<

sin(y) = — sin(x)
cos(y) = cos(x)

tan(y) = — tan(x)

Figura 7.15: Reducao do 4° quadrante para o 1° quadrante.

Se o angulo com o qual estamos trabalhando for y e ele estiver no segundo quadrante,
seu correspondente no 1° quadrante serd o angulo x tal que

T—xr=y ou 180°—x=y.

Voceé nao deve se ater as férmulas, a Figura 7.13 mostra que vocé pode fazer essa
reducao usando o circulo trigonométrico.

Se o angulo y pertencer ao terceiro quadrante, seu correspondente z no primeiro
quadrante serd dado por

r+m=y ou 180°+x=y.

A Figura 7.14 mostra que voceé pode fazer essa reducao usando o circulo trigonomé-
trico.

Se o angulo com o qual estamos trabalhando for y e ele estiver no quarto quadrante,
seu correspondente no 1° quadrante serd o angulo z tal que

2r—x =y ou 360°—zx=uy.

A Figura 7.15 mostra que voceé pode fazer essa reducao usando o circulo trigonomé-
trico.

EXEMPLO 7.6.1: Reduza o angulo 135° e calcule os valores de sen(z), cos(z) e
tg(z) para esse angulo.
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45°

135°

45°
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O arco x = 135° estd no 2° quadrante, entao para reduzirmos ao primeiro

quadrante basta usarmos a férmula

180° — z = y.
Logo,

y = 180° — 135° = 45°.

Para encontrarmos as relagoes trigonométricas para esse angulo, devemos nos

atentar para o sinal das fungoes trigonométricas no quadrante a qual ele pertence.

Nesse caso, temos que x = 135° esta no segundo quadrante. Assim,

5
sen(135°) = sen(45°) = g

cos(135°) = — cos(45°) = —

tg(135°) = — tg(45°) = -1

[

117

EXEMPLO 7.6.2: Reduza o angulo o rad e calcule os valores de sen(z),

cos(x) e tg(x) para esse angulo.
Sabendo que

m rad = 180°,
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entao
117 11180
— rad = = 330°.
6 6
Assim,
11
=" rad
6
estd no 4° quadrante. Para reduzirmos ao primeiro quadrante, basta usarmos a
férmula
y = 360° — x.
Logo,

y = 360° — 330° = 30°.
Observando o sinal de cada funcao trigonométrica no 4° temos

1
sen(330°) = —sen(30°) = s

cos(330°) = cos(30°) =

tg(SSOO) = —tg(30°) = —?

4
EXEMPLO 7.6.3: Reduza o angulo % rad e calcule os valores de sen(x), cos(x)

e tg(z) para esse angulo.

Sabendo que

T = 4'% — 2405

entao = esta no 3° quadrante e para reduzirmos ao terceiro quadrante usamos a
relacao

y =z — 180°.
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Logo,
y = 240° — 180° = 60°.

Assim, observando o sinal de cada funcao trigonométrica no 3° temos

3
sen(240°) = —sen(60°) = —g

cos(240°) = cos(60°) =

N —

tg(240°) = — tg(60°) = /3

7.7 Graficos de Funcoes Trigonométricas

Um fendémeno é chamado periédico se o mesmo se repete sempre apds 0 mesmo
intervalo de tempo. Um exemplo simples de fenomeno periédico é o dia, determinado
pelo movimento do Sol. A observagao do movimento periédico dos corpos celestes
nos possibilitou a criacao do nosso calendéario. Para uma melhor compreensao dos
fenomenos periodicos, faz-se necessario o estudo das fungoes periodicas.

A repeticao do valor numérico de uma funcao em um periodo determinado constitui
uma funcao periédica. Mais precisamente, uma funcao f é periodica de periodo T se
para todo x real

fle+T) = f(z).

Observe que conhecido o gréfico de uma funcao periédica em um determinado
intervalo de seu dominio, que tenha o tamanho de seu periodo, automaticamente
conhecemos o grafico em todo o dominio, uma vez que podemos repetir o grafico em
outros intervalos de mesmo tamanho. As funcoes trigonométricas sao periddicas e
por isso apresentaremos os seus graficos em intervalos do tamanho de seus periodos.
O periodo das fungoes seno e cosseno é 2. O periodo da funcao tangente ¢é 7.

As seguintes observacoes merecem destaque.

As funcgoes seno e cosseno sao definidas em todo o conjunto dos ntimeros reais e seus
valores variam entre —1 e 1, ou seja, a imagem dessas funcoes é o intervalo fechado

= 4 A >
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de [—1,1]. Isso significa que o valor maximo que a fungao pode atingir é 1, enquanto
o valor minimo é —1.

E importante notar que, além de possuir valor maximo de 1 e valor minimo de —1, as
fungoes seno e cosseno atingem esses valores infinitas vezes ao longo de seus dominios.

A funcdo y = cos(x) é uma fungao par, o que significa que
cos(—x) = cos(x).

Isso pode ser facilmente observado no circulo trigonométrico, ja que a funcao cosseno
representa a coordenada x de um ponto na circunferéncia unitaria, que é simétrica
em relacao ao eixo y. Portanto, quando o angulo é negativo, o cosseno mantém o
mesmo valor que quando o angulo é positivo.

Para fazer o esbogo do grafico das fungdes y = sen(z) e y = cos(x), utilizamos os
arcos do eixo no circulo trigonométrico.

A fungao y = sen(x) é uma funcao impar, o que significa que
sen(—x) = —sen(x).
Isso pode ser facilmente observado no circulo trigonométrico.
Detalhes sobre funcao y = tg(z), serd apresentado posteriormente, no entanto, vale
adiantar que essa funcao é impar, pois

te(—z) = sen(—z)  —sen(w)

cos(—x)  cos(z) =~ te).

As Figuras 7.16a e 7.16b mostram o grafico das fungoes y = sen(x) e y = cos(x) em
um periodo, ou seja, no intervalo [0, 27|

Os préximos exemplos apresentam como construir graficos de fungoes que sao trans-
formagoes nas fungoes y = sen(x) e y = cos(x).

EXEMPLO 7.7.1: Esboce o gréfico da fungao f(z) = 2sen(x) + 2, explicitando
o dominio e a imagem.
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o _ Dominio= R
f(z) = sin(z) f(z) = cos(zx) I;::::: -1,1]

1 Dominio= R 1
Imagem=[~1.1] \ /

(a) O grafico da fungao seno em [0, 27]. (b) O gréfico da fungao cosseno em [0, 27].

Figura 7.16: Funcoes seno e cosseno.

Note que D(f) = R, uma vez que nao temos nenhuma restrigdo para .

Para encontrarmos a imagem de f devemos lembrar que
—1 <sen(z) <1

entao se multiplicarmos por 2 e depois somarmos 2 em todos os termos da
desigualdade chegamos que

—2+2 < 2sen(z)+2<2+2
0<2sen(z)+2<4

Assim, Im(f) = [0, 4].

Uma vez que conhecemos o grafico da fungao y = sen(x) podemos usar transfor-
magoes para obtermos o grafico de f. Uma vez que para obtermos a funcao f
multiplicamos a funcéo y = sen(x) por 2 e depois somamos 2 unidades, entao
para fazermos o esboco do grafico de f precisamos fazer uma expansao vertical
de comprimento 2 e depois fazermos uma translacao vertical (subimos 2 unidades
1no eixo y).
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Em azul o gréfico da fun¢ao y = 2sen(z) + 2 e em vermelho gréfico da funcéo
y = sen(zx).

1
EXEMPLO 7.7.2: Esboce o gréifico da funcao g(x) = 5 €8 (x—l— E) -1,

explicitando o dominio e a imagem.

Note que D(f) = R, uma vez que nao temos nenhuma restricdo para .
Para encontrarmos a imagem de f devemos lembrar que
s
—1 gcos<:zs+§) <1

entao se multiplicarmos por 1/2 e depois subtraimos 1 em todos os termos dessa
desigualdade chegamos que

1 1 1
3<1 ( +7r> c 1
2_2COS$ 5 < 5

Conhecemos o grafico da funcao y = cos(z) entao para obtermos o grafico da
funcao f precisamos fazer trés transformagoes na fungao y = cos(z):

Contragao vertical, por conta do fator 1/2.
Deslocamento horizontal, ou seja, “andar para tras” 7/2 unidades.

Fazer uma translacao vertical, ou seja, “descer” uma unidade no eixo y.
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Em azul, o grafico da funcao

1 < +7r) 1
=—cos|z+ =) —
y=3 2

e em vermelho, grafico da func¢ao y = cos(x).

De modo geral, se temos uma funcao trigonométrica da forma
y=a+bsen(kr + 1)y =a+ beos(kx +r)

a imagem de qualquer uma dessas fungoes é o intervalo [a — b, a 4 b] e o periodo é
2T
k|

No entanto, ao invés de olharmos s6 para essas férmulas é interessante entender o

porqué disso.

A fungao f(z) = tgx ndo estd definida entre —7/2 e 7/2, e consequentemente (porque
f tem periodo 7), em qualquer x da forma

x:g—l—lm, para k € 7,

logo, o dominio da funcao tangente é

{:UGR / x#HL]m, paratodokEZ}
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f(x)

I

=+
0
5]

3
~
\]

—7/2

Figura 7.17: O grafico da funcao tangente em (—n /2, 7/2).

7.8 Outras Funcoes Trigonomeétricas

Definimos as fungoes seno, cosseno e tangente que sao as principais fungoes trigono-
métricas, mas outras fungoes trigonométricas também sao importantes.

Cosecante de z

1
cossec x = , se sen(x) # 0.
sen
Secante de x
1
secx = , se cos(z) # 0.
CoS

Cotangente de x

1
ty = —| t 0.
cot x - se tg(x) #

EXEMPLO 7.8.1: Pesquise sobre o dominio, a imagem, o grafico e a inversa de
cada uma das funcoes definidas nessa secao.
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2
EXEMPLO 7.8.2: Se cos(z) = —f ez 1o 3° quadrante, calcule o valor de

sec(x) + tg(x).

Sempre que tivermos o valor de uma das fungdes trigonométricas sen(z) ou
cos(x), a relagao fundamental trigonométrica serd ttil para encontrar a outra
funcao. Por exemplo, nesse exercicio temos o valor de cos(z), entdo podemos
encontrar o valor de sen(z) usando a relacao fundamental trigonométrica. Assim,

sen?(z) + cos?(z) = 1

4
2
— =1
sen”(z) + o
4
sen’(z) =1 — 9%
211
2 g =———
sen”(x) = o
V21
sen(x) = iT

Uma vez que = no 3° quadrante, entao sen(z) =

1 5
sec(z) = = —=
cos(x) 2
e
te(2) sen(x) —\/Tﬁ 21
€Tr) = = =
. cos(x) —2 2
Consequentemente

5) 21— —5vi2L
sec(z) + tg(x) = 5 + \/2_ = 2\/_.

V21

5

assim:

3
EXEMPLO 7.8.3: Se sen(x) = g €% 10 1° quadrante, encontre o valor da

expressao

sec(x) — cossec(x)
tg(z) + cot(x)
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Usando a relacao fundamental trigonométrica temos:

sen’(z) + cos?(z) = 1

(g) 2 + cos*(z) = 1

9
2 — — =
cos” () = %
16
2 — —
cos”(x) o
4
=
cos(z) =
Sendo x no 1° quadrante, entdo cos(x) = —, assim
1 5)
el cos(z) 4’
sen(z 355 3
tg(x) ( ) — 4L R
cos(z) 46 4
(z) 1 )
cossec(x) = — 1
sen(z) 3’
1 4
t(z) = =_.
cot(x) te@) 3
Portanto,
_ sec(x) —cossec(x) 5/a—95f3 1

tg(z) + cot(z)  3atis 5

7.9 ldentidades Trigonométricas

Algumas relagoes conhecidas como Identidades Trigonométricas serao fundamentais
N0 CUrso

Seno da soma

sen(a + b) = senacosb + sen b cos a. (7.2)
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Cosseno da soma

cos(a + b) = cosacosb — senbsena (7.3)

Para visualizar as demonstragoes das identidades (7.2)

e (7.3), assista ao video disponivel neste link.

Tangente da soma

tga +tgb

Demonstracao

Para demonstrar esse item, usamos a definicao de funcao tangente e as expres-
soes (7.2) e (7.3). Assim,

te(a -+ b) sen(a +0b)  senacosb+ senbcosa
a = =
& cos(a+b) cosacosb—senbsena

Dividindo o numerador e o denominador por cosa cosb, desde que seja nao
nulo, temos

sen a cos b + sen b cosa

tg(a 4 b) = cosacosb _ tga +tgb
cosacosb —senbsena 1—tgatgh
cos acosb

Portanto, a formula para a tangente da soma é

tga+tgb
t b)) = ———
gla+9) 1 —tgatgb
Seno da diferenca
sen(a — b) = senacosb — senbcosa. (7.5)
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Cosseno da diferenca

cos(a — b) = cosacosb + senbsena. (7.6)

As identidades (7.5) e (7.6) podem ser demonstrados trocando b por —b nas expres-
soes (7.2) e (7.3), respectivamente, e usando que a fungao seno é impar e a fungao
cosseno € par.

Arco duplo: Seno

sen(2a) = 2sen(a) cos(a). (7.7)

Essa féormula é muito 1til na trigonometria, pois permite calcular o valor do seno de
um angulo duplo em termos dos valores de seno e cosseno do angulo original.

Demonstracao

Para demonstra-la, vamos partir da férmula da adigdo para o seno (7.2) ,
trocando b por a. Logo,

sen(2a) = sen(a + a)
= sen(a) cos(a) + cos(a) sen(a)

= 2sen(a) cos(a)
Portanto, a formula para o seno do arco duplo é

sen(2a) = 2sen(a) cos(a)

Arco duplo: Cosseno

cos(2a) = cos®(a) — sen*(a) (7.8)

Demonstracao

Vamos partir da férmula da adi¢ao para o cosseno (7.3)

cos(a + ) = cos(a) cos(5) — sen(«) sen(p)
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Substituindo a = a e f = a, temos

cos(2a) = cos(a + a)
= cos(a) cos(a) — sen(a) sen(a)

— cos’(a) — sen®(a).
Portanto, a formula para o cosseno do arco duplo é

cos(2a) = cos*(a) — sen*(a)

Note que isolando sen?(z) na identidade trigonométrica
sen’(a) + cos*(a) = 1,

podemos reescrever a expressao (7.8) como
cos(2a) = cos*(a) — (1 — cos®(a))

Simplificando, obtemos outra expressao para cos(2a), que depende apenas de cosseno

cos(2a) = 2cos*(a) — 1 (7.9)

Se isolarmos cos?(z) na identidade trigonométrica sen?(a) + cos?(a) = 1, podemos
reescrever a expressao (7.8) como

cos(2a) = 1 — 2sen?(a) (7.10)

Essas expressoes serao essenciais para demonstrar as férmulas de arco metade que
seguem.

Arco metade: Cosseno

cos’(z) = %(1 + cos(2z)). (7.11)

Demonstracao

Comegamos com a férmula (7.9),

cos(2a) = 2cos*(a) — 1
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e substituimos a por */2 para obter

cos(z) = 2 cos? <g> -1

Isolando cos? (g) , temos

cos’ <§> = %(1 + cos(x))

Substituindo ¢/2 por x e reescrevendo a equacao em termos de cos(2z), temos
2 1
cos”(x) = 5(1 + cos(27))
Portanto,

cos’(x) = %(1 + cos(2z))

Arco metade: Seno

sen’(x) = %(1 — cos(2x)). (7.12)

Demonstracao
Para comprovar esse item, é possivel utilizar a mesma abordagem utilizada

anteriormente, porém aplicando agora a férmula (7.10). Dessa forma, sera
possivel demonstrar de maneira equivalente a veracidade desse item.

7.10 Equacoes Trigonométricas

Uma equacao trigonométrica é uma equagao que envolve funcoes trigonométricas
como seno, cosseno, tangente, cotangente, secante ou cossecante de uma variavel
trigonométrica. O objetivo da resolucao de equacoes trigonométricas é encontrar

todas as solucoes possiveis para a equacao.

As equagoes abaixo sao exemplos de equacoes trigonométricas:

sen(x) = 1
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cos?(x) — cos(x) =0

cos(x) (tg(z) —1) =0

Para resolvermos uma equacao trigonométrica, precisamos nos atentar em qual

intervalo é pedida a solucao.

A resolucao de equacoes trigonométricas pode ser feita por meio de diversas técnicas,

dependendo da complexidade da equacao. Alguns dos métodos mais comuns incluem:

L.

Equacoes simples: sao aquelas que envolvem apenas uma funcao trigonométrica.
Nesse caso, é possivel usar propriedades basicas das fungoes trigonométricas
para encontrar as solugoes.

Equacoes quadraticas: sao aquelas que envolvem o quadrado de uma funcao
trigonométrica. Nesse caso, é possivel fazer uma substituicao adequada para
transformar a equacao em uma equacao quadratica comum, que pode ser
resolvida usando as técnicas usuais.

Equagoes com produto nulo: sao aquelas em que uma ou mais fungoes trigono-
métricas multiplicadas entre si resultam em zero. Nesse caso, ¢ possivel usar a
propriedade do produto nulo para encontrar as solucoes.

Uso de identidades: muitas vezes, as equacoes trigonométricas podem ser
resolvidas por meio da aplicacao de identidades trigonométricas, como as
identidades de soma e diferenca, identidades de produto e identidades de duplo
angulo.

Em geral, a resolucao de equagoes trigonométricas requer um bom conhecimento

das propriedades e identidades das funcoes trigonométricas, bem como das técnicas

algébricas usadas para resolver equacoes. Vamos resolver alguns exemplos.

EXEMPLO 7.10.1: Resolva a seguinte equagao trigonométrica sen(f) =

o[%

No intervalo [0, 27]

Note que, nesse caso, queremos encontrar os arcos no intervalo [0, 27], cujo seno
vale v2/2. Sabemos que sen(f) é positivo no primeiro e segundo quadrante. No
primeiro quadrante o angulo é 7/1 (usamos sempre o arco do 1° como referéncia).

1l
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Para encontrar o arco no segundo quadrante, usamos a expressao

T 3
T = —
4 4"’

conforme mostra a figura.

/A

Portanto, a solucao da equacao pedida é
T 3T
S=4q—,— 7.
{7

Solucao geral
A solucao geral é dada por:

3
S:{xERM:%—Fka ou x:£+2k7r, kJEZ}.

0
ExEMPLO 7.10.2: Resolva a equacao 2 cos (§> — V3= 0, onde 0 <6 < 3.

A equacao

2 cos (g) ~V3=0

é equivalente a

()
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Como 0 < ¢ < 3, entao,

0<=-<m.

Wl >

Uma vez que o unico arco no intervalo [0, 7], que possui cosseno igual a
V3/2 é /e,

temos que

4
3
0

IS

Portanto,

S

12

EXEMPLO 7.10.3: Resolva a equagao 2 cos(z) = —1 no intervalo [0,27].

Primeiro, vamos isolar o cos(x) dividindo ambos os lados por 2:

1
cos(x) = )

Sabemos que o cosseno é negativo no segundo e terceiro quadrante, para en-
contrarmos quais sao esses arcos, pegamos como referéncia o arco no primeiro
quadrante que tem cosseno igual a 1/2, isto é, 7/3.

Conforme mostra a figura, o arco no segundo quadrante é

|l
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e 0 arco no terceiro quadrante é

uE ™ 4w
T+ —=—.
3 3
Assim,
1
cos(x) = —=

ocorre quando x é um angulo de

27 41
—  ou

3 3

(ou seus equivalentes negativos). Portanto, a solugao da equacao no intervalo
0,27] é
21 4
g 4n
33
ExXEMPLO 7.10.4: Resolva a equacao

(sent®) - 5) () - 1

para 0 < 6§ < 7/2,

Essa equacao é do tipo produto nulo. Sabemos que produto ab sé é zero se
a =0 ou b = 0. Portanto:

sen(f) — % =0 ou tgf)—1=0

Analisando cada caso, separadamente

1
sen(f) — ST 0
1
sen(f) = 5
h="
6
ou
tg(d) —1=0
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tg(h) =1
0 ™

Assim, a solucao da equacao pedida é:
T
s {—, —} .
6" 4

EXEMPLO 7.10.5: Resolva a equacao 2sen’x — senx — 1 = 0 no intervalo
[0, 27].

Neste caso, temos uma equacao quadratica trigonométrica que pode ser resolvida
através da mudanca de varidvel y = sen(z). Dessa forma, obtemos a equagao
do segundo grau

2%’ —y—1=0,

cujas raizes sao

Portanto, podemos encontrar os valores de x correspondentes da seguinte ma-
neira.

-
Para y = 1, temos sen(z) = 1, o que implica em x = 5

Para y = —1/2, temos sen(x) = —1/2. Isso ocorre em dois quadrantes, 3° e 4°
quadrantes. Portanto, os valores possiveis de x sao

T 7T
_ = — 30
7T—|-6 5 (3° Q)
ou
T 117
2mT — — = —— 4° )
)

Assim o conjunto solucao da equacao original é

T Tm 11w
R e iy
{2’6’ 6}
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7.11 Funcoes Trigonométricas Inversas

As funcgoes seno, cosseno e tangente nao sao bijetoras, mas uma restricao no dominio
das mesmas nos possibilita definir suas inversas. Essa escolha de dominio nao é
Unica, mas adotaremos as escolhas padroes, que sao os intervalos que contém os
angulos notaveis e cujas imagens das funcoes restritas sao iguais as imagens das
funcoes sem restricao. Os graficos das fungoes inversas sao obtidos a partir dos
graficos das funcoes originais através da reflexao do grafico da fungao original em
torno da reta y = x. Por isso apresentaremos trés imagens: o grafico das fungoes
trigonométricas restritas, esse grafico juntamente com sua reflexao e o grafico das
funcoes trigonométricas inversas.

7.11.1 Arco Seno

A funcao

7™
S A [N R O
sens [=5,3] = L1

é bijetora e sua inversa é denominada arco seno

T
arcsen: [—1,1] — [——,—} :
2 2
Por definigao,
arcsen =y & seny = .

Por serem inversas uma da outra, essas duas funcoes satisfazem:
sen(arcsen(z)) =z, V z €[-11].

arcsen(sen(x)) =x, V x € [—g,g] :

Para encontrarmos o grafico da funcao arcoseno, vamos analisar o grafico da funcao
seno em [—7/2,7/2] como dado a seguir:

A reflexao do grafico de seno em torno no eixo x:

E finalmente, o grafico do arco seno:
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—7/2
T
| /2
|
L -1
Figura 7.18: 777
Yy = arcsens
A . Y=z
" Y 4 L,, Yy = senx
-r/2 -1 i i
i i 1 /2
L 1
N —7/2
Figura 7.19: 777
Tf2 pemnmmmee-

/ (37) = arcsenx

—7/2

Figura 7.20: 777
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EXEMPLO 7.11.1: Calcule o valor de arcsen x para x assumindo os seguintes
valores:

V3 0 V2 1 "
2 b1 Y 2 ) 27
Temos que:
3 7
arcsen | —— | = ——
2 3
arcsen(0) = 0
2 s
arcsen | — | = —
2 4
1 s
arcsen | = | = —
2 6
i
1) =—
arcsen(1) 5

Vale lembrar que o valor de arcsen(x) estd restrito ao intervalo

B

Por exemplo, no caso de

o valor —% estd nesse intervalo, mas o valor 21 também é uma solucdo da

3
equacao

sen(zr) = ——
porém nao estd no intervalo

541

Por isso, é importante sempre verificar se a solucao encontrada esta dentro do
intervalo de defini¢ao de arcsen(x).

=
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7.11.2 Arco Cosseno

A funcao
cos: [0, 7] — [—1,1]

é bijetora e sua inversa é denominada arco cosseno:
arccos: [—1,1] — [0, 7].

Por definicao,

arccosxr = Y < cosy = .

Por serem inversas uma da outra, essas duas funcoes satisfazem

cos(arccos(z)) vV oz e|-1,1].

vV x €]0,n].

x?
arccos(cos(x)) = x,

A seguir o grafico da funcao cosseno em [0, 7] e de sua reflexdo em torno de y = x.

y==

flz) =cosx

e e - -
[ — ]

1 \
Figura 7.21: 777

O grafico do arco cosseno.

ExXEMPLO 7.11.2: Calcule o valor de arccos z para x assumindo os seguintes
valores:

V3 V2

0 : 1
) 9 97
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n

flz) = arccos x

Figura 7.22: 777

Temos que:

w
ot
:1

arccos | ——— | = —.
2

arccos(0) =

T
2.
( iz)
arccos | — | =

e

arccos

arccos(1) = 0.

Vale lembrar que o valor de arccos(z) estd restrito ao intervalo [0,7]. Por
exemplo, no caso de

o valor /6 é uma solugao da equagcao

cos(x) = —?,

porém nao estd no intervalo [0, 7]. Por isso, é importante sempre verificar se a
solucdo encontrada estd dentro do intervalo de defini¢ao de arccos(z).
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7.11.3 Arco Tangente

A funcao
tg: (—7/2,7/2) > R

¢ bijetora e sua inversa é denominada arco tangente
arctg: R — (—7/2,7/2).

Por definicao,

arctgr =y < tgy = .

Por serem inversas uma da outra, essas duas funcoes satisfazem:

tg(arctg(x)) =z, V z €R.
Tom

arctg(tg(x)) =z, V x € (—§,§>

A seguir o grafico da funcao tangente em (—7/2,7/2) e de sua reflexdo em torno de
y==

f(x) = tgx fx) = tgx
L W {0 = arcte
! ; /2 ;
—m/2} ;
y=—7/2 :
.75:771'/2E Em:w/Q

Figura 7.23: 777

O grafico do arco tangente.
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Figura 7.24: 777

EXEMPLO 7.11.3: Calcule o valor de arctg z para x assumindo os seguintes
valores:

Vale lembrar que o valor de arctg(x) estd restrito ao intervalo

53

Por exemplo, no caso de

arctg <—§) !
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a solucao encontrada

v

6

esta dentro do intervalo

(23)
22/

163

porém é importante sempre verificar se a solucao encontrada esta dentro do

intervalo de definigao de arctg(x).

7.12 Exercicios

1) [resp| A policia federal localizou na floresta
amazonica uma pista de pouso clandestina com
as seguintes caracteristicas:

a) A pista media 300 metros de comprimento,
era plana e horizontal;

b) No final da pista havia uma drvore de 30 m
de altura.

Um pequeno aviao encontra-se em um ponto A
da pista a 300 metros da arvore. O aviao partira
desse ponto A, em direcao a arvore e levantard
voo apos percorrer 180 metros de pista. Se o
aviao levantar voo em linha reta, de modo que
essa reta (trajetéria do avido no ar) forme um
angulo o com o plano horizontal, qual deverd ser
a tangente de a para que a aeronave passe
exatamente a 10 metros acima da arvore?

2) [resp] Uma TV encontra-se fixada em uma
parede e a dois metros de distancia dessa parede
esta posicionado um sofa de trés lugares. Uma
pessoa senta-se em um dos lugares das
extremidades dos sofa de forma que sua distancia
até a TV é de 3 metros. O angulo de visao dessa
pessoa ¢ o angulo formado entre a reta que liga a
visao da pessoa ao centro da TV e a reta
perpendicular a parede passando pelo centro da
TV. Sabendo que a visao da TV s6 é boa se a
pessoa assiste TV em um angulo menor ou igual
a /3, verifique se essa pessoa terd uma boa
visao da TV.

3) [resp| Dé os valores dos angulos a seguir e

radianos e calcule o valor das funcoes seno,
cosseno, tangente, secante, cossecante e
cotangente nos mesmos:

a) 150°

b) 315°

¢) 210°

4) [resp] Sabendo que sen(z) = -3 enw <z < &,
determine o valor de cos(x), tg(x) e sec(z)

5) [resp| Sabendo que sen(f) = 1 e que 6 estd no

segundo quadrante, determine o valor de cos(6),
tg(0) e sec(h).

6) [resp] Sabendo que cos(z) = £, determine os
possiveis valores de sen(z) e os quadrantes aos
quais z pode pertencer.

7) [resp|] Trace os gréficos das fungoes a seguir
incluindo ao menos um periodo, indique também
qual a imagem, o valor méaximo e o valor minimo
de cada fungao:

a) f(r) = tg(z+7/4)
b) f(z) = cos(4x)

c) f(x) =1—2sen(z)
d) f(x)=sen(z)+2

8) [resp| Simplifique as expressoes
trigonométricas, supondo sempre que os
denominadores que aparecer sao nao nulos.

Sen2x
a) =¥ —secw.
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sen(4x)

b) sen(z) cos(2z)

c) cotx secx cossecx

9) [resp] Faga a reducao ao primeiro quadrante e
encontre o valor de:

a) cossec(225°)

b) cot(150°)

) tg () — cotg(F)
d) cos (—%)
e) sen(630°)
) cos (32) -

g) tg(315°) — cos(330°)

(@]

—

sen(67)

10) [resp| Qual o maior e o menor valor que
f(z) =5+ 5sen(bx + 5) assume?

11) [resp| A altura da cabine de uma roda
gigante é descrita em fun¢ao do tempo (em min)
por

mt o
h(t) = — — =
(t) 76+75sen(15 2)

a) Determine as alturas maxima e minima da
cabine.

b) Determine quanto tempo a roda gigante
demora para dar uma volta completa (ou seja, o
periodo de h(t)).

¢) Usando um programa grafico, trace a curva
h(t).

12) [resp] Usando a férmula de adi¢ao de arcos,
encontre os valores de sen(75°), cos(75°) e
tg(75°). Dica: Note que 75° = 30° + 45°.

13) [resp| Nesse exercicio vocé poderd usar as
seguintes relacoes trigonométricas:

164

d) Determine sen(z — y), cos(z — y) e tg(z — y),

V5

sabendo que sen(z) = 2, cos(y) = ¥

x,y € 1° quadrante.

e que

e) Encontre o valor de sen(15°) e a partir desse
resultado, encontre o valor de sen(7,5°).

f) Mostre que cos (z + Z) = —sen(z).

g) Encontre o valor da expressao
In(sec(#)) + In(cos(8))

h) Encontre o valor da expressao

1
73

obs: Considere que os angulos envolvidos nesse
item estao sempre no primeiro quadrante.

cos(arctg(x) + arcsen(

5

14) [resp| Sabe-se que z +y = § e sen(z) = 33,

4
com 0 <z < 7, calcule sen(y) e cos(y).

15) [resp|] Simplifique a expressao abaixo,
levando em conta que os denominadores sao
sempre nao nulos.

sen( — ) sen(m — x)

cos(m — x) cos(2m — )

16) [resp] Se sen(x) = m e cos(z) = n, determine
o valor de sen(2z), cos(2x) e tg(2x).

17) [resp| Calcule o valor de sen(105°), sec(105°),
cos(15°) e tg(15°).

18) [resp] Se sen(z) = 1 e z € 2° quadrante,
encontre o valor de sen(), cos(3) e tg(5)

19) [resp| A partir do gréfico de f(x) = cos(x),
faca o esboco do grafico de

g(z) = =1+ 2cos(z + 7). Encontre também o
periodo e a imagem.

20) [resp| Resolva as seguintes equagoes
trigonométricas, no intervalo especificado:

a) Encontre os valores de x no intervalo [0,27]

sen(z+y) = sen(z) cos(y)+sen(y) cos(z) e cos(z-+RHE QIUYEREPILENT rY den (y)

a) Encontre uma expressao para cos(3z).

b) Mostre que podemos escrever
cos(2z) =1 — 2sen?(x).

2tg(z)
1—tg?(z)

¢) Mostre que tg(2x) =

b) Qual é a soma das duas menores solugoes
positivas de sen (33: — %) =07?

c) Encontre os valores de € R para os quais
sen(2zx) = cos .

d) 2sen?(x) — sen(z) = 0, no intervalo [0,27].

e) 2sen?(x) + cos(z) = 1, no intervalo [0,27].

= 4 A >
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f) tg*(#) — 3 = 0, no intervalo [—5,%].
21) [resp| Encontre

a) arcsen(\/?g)

b) tg(arccos(*/fg))
) arctg(~/3)
d) tg(arctg(5))

22) [resp| Calcule o valor da expressao

arcsen(—l) + arccos(%) - arctg(tg(l—r))

16

23) [resp| Determine o dominio das seguintes
funcoes

a) f(xz) = arcsen(z — 3)
b) g(z) = arccos(z? — 1)

24) [resp| Use a Relac¢do fundamental
trigonométrica para mostrar que

cos(arcsen(z)) = /1 — 22, para z € [—1,1].
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Respostas

Capitulo 1

1) a) Hipétese: a, b e ¢ sao lados de um tridngulo e A ¢
o angulo oposto ao lado a
Tese: a® = b® + ¢ — 2bccos A

b) Hipétese: f é uma funcao diferencidvel em =z = a
Tese: f é uma funcao continua em x = a

c) Hipdtese: T é um tridngulo equildtero
Tese: T é um triangulo isésceles

d) Hipétese: x =1

Tese: 22 =1

2) a) Reciproca: Se k = 2, entdo k é um nimero par
primo

Contrapositiva: Se k # 2, entdo k ndo é um niimero par
primo

b) Reciproca: Se f é continua em x = a, entao f é
diferenciavel em = = a

Contrapositiva: Se f nao é continua em x = a, entao f
nao é diferenciavel em z = a

¢) Reciproca: Se T é isdsceles, entdo T' é equildtero
Contrapositiva: Se T nao é isdsceles, entdao T' nao é
equilatero

d) Reciproca: Se 2 =1, entdo z = 1
Contrapositiva: Se 2% # 1, entdo x # 1

3) Nao. A reciproca afirma que se 2% = 1 entdo z = 1.
Contudo, se x = —1, temos que z? = 1. Assim,
x = 41 # 1, portanto a reciproca é falsa

4) a) Demonstracao Direta: Sejam n =2k e m = 2j. A
soma é n+m = 2k + 2j = 2(k + j), que é par

Redugéo ao Absurdo: Suponha que 2k + 25 = 2p + 1.
Entao 2(k + j — p) = 1, o que é uma contradigao (par
igual a fmpar)

b) Demonstragao Direta: Sejam n =2k+1em =25+ 1.
Asoma é (2k+1)+ (2j+1) =2(k+j+1), que é par
Redugdo ao Absurdo: Suponha que
2k+1+42j+1=2p+1. Entao 2(k+j—p+1)=1,0
que é uma contradigdo (par igual a fmpar)

¢) Demonstragao Direta: Sejam n =2k +1em =2j+ 1.
O produto é 4kj +2k+2j+ 1 =2(2kj + k+j) + 1, que
é impar

Redugao ao Absurdo: Suponha que o produto seja par
(2p). Entao
22kj+k+)+1=2p=1=2(p—2kj—k—j),0oqueé
uma contradigdo (par igual a {mpar)

d) Usando a Contrapositiva: Se x = 2k, entao

x? = 4k* = 2(2k?), que é par. Provada a contrapositiva,
a original é verdadeira

Reducgéao ao Absurdo: Suponha que z é par. Entao

2?2 = (2k)? = 2(2k?) que é par, o que contradiz a hipStese
de x2 ser fmpar

e) Demonstragdo Direta: Se x + y = 2k, entao
x—y=(r+y)—2y=2k—2y=2(k—y), que é divisivel
por 2

Redugédo ao Absurdo: Suponha que x — y seja impar

(2j + 1). Somando com z + y = 2k, teriamos

2z = 2(k+j) + 1, o que é uma contradigao (par igual a
fmpar)

5)  Reducéo ao absurdo: Suponha V3= % irredutivel.
Entio 3 = Z; = p* = 3¢°. Logo, p = 3k
Substituindo: (3k)? = 3¢% = 3k? = ¢%. Logo, q também

é multiplo de 3, contradizendo a irredutibilidade

6) a) Contraexemplo: Tridngulo de lados
a=5b=4,c=2. Temos 52 # 42 + 22

b) Contraexemplo: a = 9,b = 16. Temos /9 + 16 =5,
mas V9 + V16 =7

c) Contraexemplo: a = 0.5. Temos 0.52 = 0.25, e

0.25 < 0.5

d) Contraexemplo: n =9 é fmpar, mas nao é primo (é
divisivel por 3)

e) Contraexemplo: Tridngulo equildtero possui todos os
angulos iguais a 60°
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Capitulo 2

R(z) = 2(1200 — 12z)

f(x) = (1200 — 12z)

b)
c) =50

2) a) 3,sex #£2
b) x+4,sex#4

3) a) f(0)=f(2)=v3e f(05) =YE
b) D(f)={zeRl-1<2z<3}

¢) Note que o valor minimo de f é 0 e o valor médximo é

2, assim, Im(f) = [0,2]
d) z=-1lexz=3

e) Pelo gréfico podemos notar que f é crescente no
intervalo [—1,1] e decrescente no intervalo [1,3]

f) (—1,0) e (3,0) sao os pontos de minimo absolutos e
(1,2) é o ponto de maximo absoluto

4) a) D(f)={xeR / z#0,z# -5}
b) D(f)={zeR / z>5}

¢) D(f){xeR / zzg,x#él}

d) D(h)={zeR / x<0ouz>5}

5) a) par

b) impar

c) par

d) impar

e) nem par, nem impar
)

nem par, nem impar

6) a) f énem par, nem impar, g é par e h é nem par,
nem impar

b) f e h sdo injetoras e g nao é injetora

c) f é sempre crescente, g é decrescente no intervalo
(—00,0) e crescente no intervalo (0,00) e h é sempre
decrescente

(0.5)
s

NI
=2
—
S Wik
—
[\
=
N~—
I
|
w

f)

7) a) p=200-—1
b) A(l) = 2000 — I?
c) A(75) = 9375m? e A(150) = 7500m?

d) D =(0,200), para chegar nesse dominio vocé deve
impor que A(l) >0



(0, 0) (200, 0)

125 150 175 200 25

e) —m

f) E crescente no intervalo (0,100) e decrescente no
intervalo (100,200)

g) Nao, pois a equacio 200l — [? = 12000 ndo possui
solugao real

h) Auaz = 10000m? e as dimensdes sdo [ = p = 100

168

12) a)
c(d(t)) = 1154, —32091¢3 + 2701082 — 648900t +514422

b) O valor interno d(t) calcula o nimero de casos para
um determinado més (¢). O valor externo c(d(t)) calcula
o custo total baseado nesse nimero de casos.

c) d(4) = 783,33 pessoas. Como o nimero de pessoas é
inteiro devemos calcular o custo para 784 pessoas. Assim

c(784) = R$482,40



Capitulo 3
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1) a) y=-z+5

“g‘ 0.3)

b) x <6

4) a) y=250—=x
b) A(zx) = 250x — 22
c) r=y=125m e Apayx = 15625m?

18000
17000
16000 (125, 15625)
15000
14000
13000
12000
11000
10000,
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000

25 o
1000

275

300

(1,-2) ,-2)

c)

d) z<louz>2

2
6) a) s=-—per=

b) {—%,0}

1 121
P e N =
¢) Ponto de minimo ( 30° 60 >

1
3

02 K 0 [

1 121
V=)

d)

7) Gasto: 3 milhoes de reais.
Lucro Méaximo: 10,5 milhoes de reais.

8) a)

P

(3,4)

Note que a parabola no intercepta o eixo x,

uma vez que o delta é negativo.




o) b) z+4z+4
: c) z*—2
e d) 2®—22—5z+5
(-10) ‘ 2 e) 3-5V3—v6+5v2
A A R E PR
+ g) 922 —12x +4
b) h) z-2V3z+3

) 223y — 22%y? — 5z + Say
: j) a® — 1222y + 48xy® — 64y

11) a) 2,sex#3
b) z(1—=z),sex#0

5 5 o s o5
(=2,0) ©0)

= c) Z,se:z;é?)

delisiin i 2z — 5)

5 ,sex #5
Z

: e) 224+2x+4,sex#2

x—y,sexy#£0
z+3

,sex #£3

0,-4)

h) (z+y)@®+y%),sex—y#0
i) z—1,sex#4

(2,-8) J) \/>_ 3

1
12) a) Raifzes: x ==+1, x = :I:E. Fatoragao:
1 1
p(x) = 9(z + )(z ~ Ve~ )+ 3)
b) Raizes: x = —4,3,5. Fatoragao:
q(z) = (z +4)(z - 3)(z - 5)

1
2 4. Fatoragao:

c) Raifzes: x = -3,
7) =2z + 3)(z ~ )z 4

(
d) Raizes: z = 0, 1,2. Fatoragao:
p(a) = 2(x - 1)*(z - 2)

p

13) a) Qz) =2+ %x +2, R(z) =10
(z) =22°+322+ 22+ 2%, R(z) = 4
(z) =3, R(z) =22z +6

&
O O

f)
9) S(r) =dmr® + 6mr —{zeR / 3<z<2}

e)
10) a) 22 —6zx+9 fy S={zeR / z<-8ou —4<z<-3}



Capitulo 4

1) a) 11
b) 4—+/8
S5z 41 > L
c) |pxr+1|= v+l ser = 5
=Sz —1,sex<—¢
d) |x2—9|= x2—29,sem§—3oux23
—(2*—9),se —3<x<3
5 — >0
¢) 5 |z| = zser20
S54+xsex <0 b)
2) a) S={1}
c) S={-13}
d) z==3
f) §={*l,+7} #
3) a) E<a<2
b) S={zeRjx<—-2o0uzx>5} ¢)
c) S={zeR|—-4<z<—-20uz=3}
d) z<-1
4) a) m:%
b) Nem par, nem impar
¢) Nao é injetora, pois, por exemplo, f(2) = f(3) =1
d)
d) ;
e) O valor minimo é 0 e ndo possui valor maximo i
5) a)
. e)




6) 6
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40, se v < 10
‘ 7 a) clv) =
40 4+ 6,5(v — 10), se v > 10
3 b) 79
[ (20, 105)
3 2 - 0 2 4 5 6 7 :; B 79)
f) -
‘5‘ 0. 40)
e N JNNNE IRER ) « =" TR TE TR TR AT TS
8) a) Saturno: f(x)= 30+ 0,4z, Mercirio:
: 90, se z < 200

9@ =1 9010 6(x — 200) > 200

g) n 6(x , sex

h) )
c¢) Saturno: [0,150] U [300,00), Mercirio: [150,300]

%
Capitulo 5
1) a) .
LA fla)= ()
P g 5 T— E— N
g y=-2 = iy 0 T 2 3 5 [ 7 ]
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d) §={-1,4}
. ) o=
f) §={-23
g S={3)
h) S:{f\@,\/i}
2 ) s={3}
) S={14)

4) a) {xER/ng}

b) {z€R / 2<-louz>5}

c) {xeR/x<;}
d) {zeR / z<5}

d) 2 e) {xeR / -3<z<0}
2) a) {zeR [/ z>-4}

b) {zeR / z>-2} %) 13
1
3) a) sz{—g} 6) 3
b) S ={5} 7) 2
1

c) S:{—B,Q}
Capitulo 6
1) A=0 ¢) S:{xeR/\/im;gz}
2) a) —0,39 d) Sz{xeR/2<x§127}
b) 2,015
c) 1,76 —P

1 5) a) fogla)=logy {2
3) a) z=-3 b)
b) z=6 fog(—1)=log, { (_1§+2:10g23§:10g22—1
c) x=
d z=3 ¢) O dominio de fog(x) éx € (—o0,—3) U (-2,3)
e) x:64oux:% 6) D={zeR / -2<z<-louz>3}

4) a) S={zeR /z<-1louz>3}

b) S:{meR/2<x§1+\/5}



L

&

&

b) f é apenas crescente, logo é invertivel.

c) A inversa de f é f~!(z) = e® + 2, com dominio
—00, 00)

Q)
8) D={zeR / -1<z<3}

9) a) Dominio: (—2,2). Imagem: (—oo,log,4)

b) Sim, a equagdo f(x) = 1 possui solugdo. As solugoes
sa0 r = — 20ux:\/§

¢) Nao, f ndo é injetora, pois para todo x em (—2,2)
temos f(z) = f(—x)

d) A funcdo f é par. log,(4 — x2) = log,(4 — (—x)?),
portanto f(x) = f(—x)

10)

Capitulo 7
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12) Opgéo b)
13) Opgao b)
14)  Opgao c)

15) Opgao a)

(SIS

17)  Opgao e)
18) Opgéo a)

19) a =64; b = —0,805; ¢(6) ~ 2018,17, como o nimero
e computadores infectados é inteiro, o nimero de
computadores infectados apds 6 horas é 2019

1) tgla)=3

2)  Sim, pois cos(f) = 2 e cos (3) = 3. Como

cos(f) > cos (%), entdao 0 < 7, garantindo uma boa visao

b) 72, sen (%) = 42, con (%) = . 15 (F) = -1
sec () = /2, cossec () = —v/2, cotg (IF) = —1
¢) I, sen () = -1, cos (Ir) = -3, tg (T1) = L3,
sec (1) = —%, cossec (I) = —2, cotg () = V3



4)  cos(x) = —4,tg(x) = 3—‘7ﬁ e sec(z) = —5—‘7ﬁ 9) a) —cossec(45°) = —v/2
b) —cotg(30°) = —/3
5) cos(f) = _@7 tg(0) = _g e sec(f) = _%5175 c) —tg(Z)— (—cotg(2))=-1—(-1)=0
6) 432. Primeiro ou quarto quadrante d) —cos (%) - _%
e) —sen(90°) = -1
7 a) f) cos (%) —sen(0) =% —0=%
s A BN I B vlat g) —tg(45°) —cos(30°) = -1 — ¥ = _2;‘/5

10) Maior: 10. Menor: 0

d URAR] CNAd ARRRE IRRGRREN GANNYE 11) a) Altura méxima 151m e altura minima 1m
b) 30min

(15, 151)

(0A) (30,1)

c)
12) sen(75°) = \/gl'ﬂ,cos(%") = \/62‘/5 e
b) o

tg(75°) = 2+ /3

: 13) a) cos(3x) = 4cos®(z) — 3cos(x)

! b) cos(2z) = cos?(x) — sen?(z) =

5 (1 —sen?(x)) —sen?(z) = 1 — 2sen?(x)

1 __sen(2z) __ 2sen(z)cos(z) _  2tg(x)
C) tg(?x) - ioséZig - cossf(a:()—)sec:)r;fz) - l—tiz(m)

T d) sen(a:—y)2:—%5,cos(:c—y):%5 e
i tg(z —y) = —17
¢) e) sen(15°) = Vo2 ¢ sen(7,5°) = —W
f)
= cos(z) cos (§) — sen(x)sen (§) = 0 — sen(x) = —sen(x)
g) In(secd-cosf) =1n(1) =0
h) 2—x
\/3(xz2+1)
14) sen(y) = 72—‘? e cos(y) = %ﬁ
: 15) —te(z)

16) sen(2z) = 2mn, cos(2z) =n? —m? e
tg(2z) = nSTgﬁ

8) a) —cos(x)
b) 4cos(z)

17)  sen(105°) = Y042 46¢(105°) = —v/2 — v/6

2 =
c) cossec’(z) cos(15°) = x/éjl-\/i tg(15°) = 2 — v/3




z _ 1 2\/§
S COS§— 5(1—?)6

M [\J\»—A

N)\R e

~— w\H
||

T =2m
Im = [-3,1]

m/3 1m/6  2n 13n/6 Tm/3

19)
20) a) z=Touzr=24"T
b) 3

¢c) r=2%+2nm, =3+ 2nwouz =2+ nn, onde
6 ) 6 2 )

n € 7
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23) a) Dy={zxeR|2<x <4}
b) D,={zeR|-VvV2<z<2}

24) Seja = arcsen(z) = sen(f) = z. Pela relagao
sen? § 4 cos? 6 = 1, temos

22 +cos?f =1 = cosf = /1 — 22. Logo,
cos(arcsen(z)) = /1 — 22
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Contraexemplo, 21
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Equacao
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Fatoracao, 58
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afim, 36
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composta, 31
constante, 20
crescente, 19
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exponencial natural, 94
injetora, 102
inversa, 102
linear, 38
logaritmica, 105
modulas, 73

par, 17

por partes, 71
potencia, 22
quadratica, 44
segundo grau, 44
sobrejetora, 102
valor absolutos, 73
impar, 17

Graus, 124
Gréfico, 14

Hipotenusa, 125
Imagem, 13

Logaritmo
natural, 115
neperiano, 115

Modulo, 72
Numero de Euler, 115

Poténcia, 83

Produtos notaveis, 55

Radianos, 124
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valor absoluto, 72
Zeros, 18

Angulo, 123
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