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Prefacio

Esta apostila estda em construcao e provavelmente estd incompleta e contém

€Iros.

A disciplina de Matematica 1 é composta de conteidos comuns em disciplinas
de Calculo e Geometria Analitica, com uma enfase desejavel em aplicagoes em

Administracao e Economia.



Revisao

1.1 Preliminares . . . . . . . . . . . e 1
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1.3 Operacoes Aritméticas . . . . . . . . . . . . e 11
1.4 Expoentes e Radicais . . . . . . . . . ... L 14
1.5 Expressoes Algébricas. . . . . . . ... o 20
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1.7 Revisao . . . . o 32

1.1 Preliminares

A seguir estao alguns termos usados com frequéncia em textos matematicos e um
esclarecimento informal do seu significado.

Teorema Uma afirmacao matematicamente verdadeira

Lema Assim como o teorema, é uma afirmacao matematicamente verdadeira.

Geralmente recebe esse nome por fazer parte da demonstracao de um
teorema.

Cololario Também é uma afirmacao matematicamente verdadeira. Recebe esse nome
pois sua demonstracao é “facil” depois que um teorema foi demonstrado.

Axiomas Sao verdades nao questionadas dentro de uma teoria Matematica, sao
consideradas “evidentemente” verdadeiras.
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Revisao 2

A seguir listamos alguns simbolos comummente usados em textos matematicos,
também com uma esclarecimento informal dos significados.

= Igual a 24+2=4

= Implicaem z>3=1x>2 Nao usar no lugar do igual!
— Tende para = — o0 Usado no contexto de limites
Y Paratodo 22>0 VzreR

3 Existe Jdz € R tal que 2> > 4

3 Nio existe Fz € R tal que 22 <0

oo Infinito Infinto nao é um ndmero, portanto,

nao podemos fazer contas com ele

Os simbolos tem significados muito especificos, nao troque um por outro sem ter
certeza que de os significados sao equivalentes. Por exemplo, sob hipétese nenhuma,
troque o simbolo = por — ou =-.

1.2 Conjuntos Numeéricos e Desigualdades

Os conjuntos numéricos mais comuns, usados em Matematica, sao

Naturais N Numeros que usamos para contar

1,2,3,...
Inteiros Z Todos os nuimeros inteiros
oo, —2,—1,0,1,2, ...

Racionais () Fragoes, ou razoes, entre niimeros inteiros
17
—
39

Reais R Todas as distancias possiveis e seus negativos

V2,7, e
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Revisao 3
Note que cada um desses conjuntos tem infinitos elementos e esta contido dentro do
proximo

NCZCQCR

Um nimero real que nao é um nimero racional é chamado de Irracional.

Os numeros irracionais nao possuem representacao decimal finita

V2 = 1,41421356237309514547462185873882845044136047363281 . . .
e = 2,718281828459045090795598298427648842334 74731445312 . ..
m = 3,14159265358979311599796346854418516159057617187500. . .

Nessa disciplina basta conhecer esses ntiimeros com uma casa decimal, isso é,

V2=14 e=27 w=31

Operacoes com Conjuntos

Se A e B sao conjuntos, podemos definir as operagoes

Intersecao Conjunto formado pelos elementos que pertencem, ao mesmo tempo, a A
ea B

ANB

Uniao Conjunto formado pelos elementos que pertencem a A ou a B

AUB

Complemento Conjunto formado pelos elementos de A que nao pertencem a B

A\ B
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Revisao 4

Reta Real

Podemos pensar nos nuimeros reais, R como sendo todas as distancias possiveis e
seus negativos. Representamos esses niimeros em uma reta, que chamamos de Reta

Real.

A
W

Intervalos

Em geral vamos trabalhar com subconjuntos dos niimeros reais, podemos indicar
esses subconjuntos com a notacao de conjuntos

A={reR/2<x <4}
B={zeR/z<0ouxz>5}
C ={1,2,¢,3,m 4}

Porém, muitos desses subconjuntos sao pedacos continuos da reta real como o conjunto
A descrito acima. Esse tipo de subconjunto dos reais é chamado de Intervalo.

Os intervalos podem ser abertos ou fechados dependendo se os seus pontos extremos
pertencem ou nao aos intervalos.

[a,b] ={z€R [/ a<z<b}
(a,b) ={z€R [/ a<z<b}
la,b) ={z€R / a<z<b}
(a,b] ={zeR [/ a<z<b}

Cada um desses intervalos pode ser representado graficamente marcando um segmento
da reta real e indicando se as extremidades pertencem ou nao ao intervalo.
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[a,b] Intervalo Fechado 3 5
(a,b) Intervalo Aberto = 2
[a,b) Intervalo Semi-aberto 1 b
(a,b] Intervalo Semi-aberto 3 3

Os intervalos podem ser infinitos, mas, note que, os intervalos sempre sao abertos no

infinito.
[CL,OO) (_007[)] (_00700)
Desigualdades

Uma desigualdade sao condigoes que envolvem relagoes de maior que, >, ou menor
que, <. Muitas vezes suas solugoes sao expressas em termos de intervalos ou unioes

de intervalos.

Propriedades das Desigualdades

1. Sea<beb<c entao a < c
2. Sea<b entaoa+c<b+c
3. Sea<bec>0,entao ac < bc
4. Sea <bec<0,entao ac > bc

Propriedades andlogas sao validas se a relacao < entre a e b for trocada por <, > ou
>

Valor Absoluto ou Mdédulo

O valor absoluto ou médulo de um ntimero é definido por

r sex >0
|z| =
—x sex <0

Propriedades do Valor Absoluto
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Revisao

1. |—z| = |z|

2. |zy| = |z |y

5 || 2 =l y % 0
yl |yl

4ol 4yl < o]+ |yl

Se a >0
L. |z|=a significa o mesmo que
2. |zl <a significa o mesmo que
3. |z| > a significa 0 mesmo que

Exercicios Secao 1.2

r=aourxr=—a

—a<xr<a

r>aouxr << —a

1) [resp| Determine se as afirmagoes sao
verdadeiras ou falsas.

a) —3<—20 0 -2

. - 6" 12
b) =>-
) 3756

2) Represente os intervalos dados na reta real.
a) (3,6) o |8 _1
5 2

R Q) (o0,

3) Encontre os valores de x que satisfazem as
desigualdades.

a) 2r+4<8

b) —6 >4+ 5z

) —4dxz > 20

) 6<z—2<4
e) 0<z+1<4

(@]

[oN

f) c+1>4ouz+2<-1
g) r—4<lex+3>2

4) Descreva os intervalos abaixo usando
desigualdades e desenhe-os na reta real.

a) (—2,0) d) (—o00;12,5]
b) [1,6) e) [—4,5]
¢) (~3,00) ) (-5,-2

5) Escreva os conjuntos abaixo na forma de
intervalos e desenhe-os na reta real.

a) {zeR / z>0,17}

o

) {zeR / >4}

o

) {zeR / -3<z<-1}

o,

) {reR / -1<2<0}

D

—+

) {xeR / 1/100 < z < 100}
) {reR / < —-20uz>5}

{zreR | z>-4}

= 0=

)
) {zeR / <3}
)

=)

Considerando os conjuntos
A={zeR / z>1}

B={zeR |/ <2}
C={zeR / —2<z<4}

determine

a) AUC d) AncC
b) BuC e) BNC
c) AUB fy AnB

1l
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7) Reescreva os intervalos abaixo na forma mais
simples e compacta possivel.

a) [—4,5]U[—2,1]

b) [-2,3] U [3,4]

c) (0,2)U[2,8]

d) (—1,4)U(4,6)

e) [—4,1)U(—2,2]

f) [-4,-52)U(-3,-2)

) (_00’6) U (477)
h) (—00,5) U (—1,00)

8) Escreva os conjuntos abaixo usando
desigualdades e represente-os na reta real.

o

a) (=3,1)U(-1,2) d) (—o0,2]N(—2,0]
b) [-2,2) N (1/2,4] e) (—oo, —2]U[3,00)
c) [1,4) U (1,6] f) (—o00,8) N (8,00)

9) Descreva os conjuntos abaixo usando a
notacao de intervalo.

a) P
1 7
b) >
e 5
c) >
-8
d) b
1/2
e) B
—4 -1
f
) -3 0 >
g) = 1 D>
h) — o >
-1 0 I

10) Considerando os conjuntos

A=(-00,-3] B=(-17) C=][-5,6

determine

a) AUC fy AnNBNC
b) BUC g) (AUB)NC
c) ANC h) AU(BNCQ)
d) BnC ) (ANB)UC
e) AUBUC

11) [resp| Resolva as inequacoes.

a) 2z >3 f) z+1> -1
c) x—4<5 h) 3> -9z
a
4
e) 32—1> 2 32y <7
i3>y i) 3-2y<

b) 23z >+ 14
c) v—32<4-Tv
d) 2—2>3(z+3)
e) 2(3z+1) <4(5—2x2)
£) 8(z+3)>12(1 - z)

y2 1o 1
8 37t =5T"

1
h) 3(3x—2)+2(x+§) <19-—z

3
n-ﬁ+f+£>0

2 737 %
) 1+:c<5 2x
V3735673
3z +1 1
k 1> 9
) —2 =g =

1—2x+x—2>x+3
3 6 2

1) 1

2 1
m) 5x+1§g—2x
n) a:+2+2—3x<4_x
3 2 3
o) f_x—l—1<1—x
3 2 4
p) 3(1—2z)<2(z+1)+x—7
x+10

q) >—z+46

) 3$—1+1—4$<1
r
4 2

1l
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Revisao
2z 3
—+1<2 =
s) 3 +1< (m—l— 5)
t) 1—237_ 1+ 3z > 9
3 2

13) [resp| Resolva as inequagoes e represente
suas solugoes na reta real.

a) 1<2xr<3

b) —3<4x <8

c) —1<z+2<5

d) 0<20-2<6

) —6<—2(z—1)<0

T
fi 2<—-<14
) = 3
3
g —3< 2 <g
2
) 1§3x—4§1
4 7 2
) 1<2x—13<2
Y6 12 3
j) —6<15—-34x+7) <18
K) _4S5x—4§1
6
) _1§43—3§3
5 15
i) _9§5—8x§1
3
) 5<2.7c—3<7
n —_—— J—
4 — 2 -2
) 3<2x—5<1
O [ — —
2~ 3 ~ 6

14) [resp| Resolva as desigualdades e represente
a solugao na reta real.

a) (z—2)(z
b) (z+1)(x—
c) x(2r—1)>0

d) 23;(3:—%)@

e) -3(z+2)(z—-3)<0
f) (x+3)(3—5z)>0

—4)>0
3) <0

o) (m—%) (204 5) <0

h) (z—6)>>0

15) [resp| Resolva as desigualdades e represente
a solugao na reta real.

a) 22 —3x>0
) 32 <5z

c) 22 -8<0

o

oL

) 2462 <0
e) 322 —V5x>0
) #*+22 >3

—h

492% <9

o

)
h) —2°+5<0

) —22°+1x> -6
j) 22 +424+7<0
k) 2°24+2x+1<0
1) 22? > 20 — 6z

—e

m) 7?2 +9z+18<0
n) 2 —-6x+9>0
0) =3z +16x<5
p) 162°+25<0

q —4z? +122-9<0
) 3z2 <2245

s) —222+82+24<0
) —2?+20z —36>0
u) 22° -5z >3

v) (z—6)>>4

16) [resp| Resolva as desigualdades e represente
a solugao na reta real.

a) 1<2°+2r—-2<6
b) —4<322-10<2
¢) —3<z?—4x<5

d) —2<22°+3r+4<3
e) 4<(z—6)*<9

f) 0<2®—2<20

|l
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Revisao

17) [resp| Resolva as inequagbes e represente a
solugao na reta real.

xr— 2 3r — 2
< >

0 h 0
r+3 ) 5—2x —
T+ 4
>0 AT
2r — 3 o0 — 7
<0 . z
45, 3z + 10
z+2 ~ k) 2¢ — 5 > =3
r—3
<0 3rx —4
2 - | 2
x+6 ) 16z =
4—5x>0 .
21— 1~ ]
i) rz—4
3— <0
r+2

18) [resp| Resolva as inequagoes e represente a
solugao na reta real.

2)

2
x 3$+2>0
24+

T+ 8 <0
22+T7r+12 —
2
4% +5>
2 —4

5

T+ 6
32 +2 —
>
23:—5_96
4o — 7
<
r+2 =
3x—1+ T
rz+4 r—5

T 1
— >
r+1 -3~

2 +22x+3
T+ 15 -

9

2 _
m) 3x° + 2z 1322
z2 -3z —10

19) [resp| Resolva as inequagoes e represente a
solugao na reta real.

a) vV —8<0
b) Vr—3>0
¢) Vr+10>0
d) V6 —-5x—-4>0
e) V2r—3<5

k) V8—4a?+1<3

) Va2 —dr—12 <3z 42

m) V222 +1-2z+1>0

n) vV—-z2+5z+14—-2<z

20) Calcule |3z — 10| parax =2 e z = 5.

21) Calcule |7 —z|paraz=-7,z=1,x="Te
95 = 1%

22) Elimine o médulo da expressao |z|/z2.

23) [resp| Elimine o médulo das expressoes.

a) |8] £) ’\/§—4‘
b) |- "
) —|-8§| Q’_?
) = h) /[-4]
&) |m— 3

24) [resp| Calcule os valores das expressoes.

a) |—6+ 2|

b) 4+ |4
) Iz
C —_—
116 — 12|
02— 14
d) 1,6 — 2,4

|l
A
>
v



Revisao

e) \/§|—2|+3‘—\/§’
f) |7—1]+2
)2\/3—5‘ - ‘\/5—4‘

25) Suponha que a e b sdo numeros reais
nao-nulos e que a > b. Determine se as
desigualdades sao verdadeiras ou falsas.

a) b—a>0 c) a® > b
b) %>1 d) —a<-—b

26) Determine se as afirmagoes sdo verdadeiras
para quaisquer nimeros reais a e b.

a) |—a|=a
b) [62] = &7
c) la—4]=14—d
d) la+1|=|a|+1
e) la+b|=la|+ 0]

27) Determine se as afirmagoes sdo verdadeiras
ou falsas. Se verdadeiras, explique o porqué. Se
falsas, justifique através de um exemplo.

a) Sea<b,entdoa —c>b—c
b) la —b] < [b] + |al

28) [resp| Elimine o médulo das expressoes
escrevendo-as na forma “por partes”

a) —|x| f) |5z + 1|
b) |z| =5 g) 4 32|
Q) 5ol e
) 12-3 ) e
&) 151l

29) [resp| Calcule as expressoes

a) |5 % (=3)]
) —3|-5]
) |5

=

e) [=2|+6|-5|
‘ —24 |—5|‘

30) [resp| Calcule as expressoes

a) |(—4z) x (—6)|
b) ‘f—z
-3
c) ‘_G_x
d) |—4z|+ |8x|
e) |2z| — |-2x|
22|
2) |—4ay|
h) %

) /|—222]
31) [resp| Calcule a distancia entre os pontos da
reta real.

a) 1 =-5 e x9=-8
b) x;1=-10 e 25 =10
c) x1 =47 e xo =12
d) z1=2 e 29 =—12

32) Reescreva as frases abaixo usando equagoes
modulares.

a) A distancia entre z e 2 é igual a 3.
b) A distancia entre s e —3 ¢ igual a 4.

¢) A casa de minha avé e a casa de meu tio
estao a 5 km de distancia.

d) A farmécia e a padaria estao a mesma
distancia de minha casa.

33) Determine os pontos da reta real que estao
a uma distancia de 10 unidades de 6.

34) Determine os pontos da reta real que estao
a uma distancia de 2/3 unidades de —1.

35) Determine o conjunto dos valores de = que
satisfazem a inequacdo 0 < 2% — z < 20

= 4 A >



Revisao

36) [resp| Resolva as equagoes.

a) |z| =4 d) =4
b) |z|=—4 e) |z|=1[4]
c) = =|-4 f) |z = -4

37) [resp] Resolva as equagoes.

a) |z —3|=4
1

b —=]1=2
) |-

1

4— gl = —

Q) f-al=

d) [3z—-1/=6

e) |lzt—2|=-1
-3

f =12
) 2

8 I5— 4z =1

h) |5z —2| =13

2 —3x
) _5
i) ‘ 1

3z 5
A A
5 ‘ 5

k) |5z —3| =3z + 15
) 22 —-3|=5—-4z
m) [6—x|+5x=7

7+ 4x

n) ‘ 3 =5+z

0) |3z+5|=|z— 3|

p) |2z +1| =12 — 5z|

q) lt—1+z+2/=5

r) [2z-5|—-|z—2|=3zx+1

1.3 Operacoes Aritméticas

11

Precedéncia de Operadores

Em primeiro lugar, deve-se efetuar as multiplicacoes e divisoes, da esquerda para a
direita. Em seguida, sao efetuadas as somas e subtragoes, também da esquerda para

a direita. Quando desejamos efetuar as operacoes em outra ordem, somos obrigados

a usar parénteses.

Propriedades da Soma e da Multiplicacao

Suponha que a, b e ¢ sejam numeros reais.

l.a+b=b+a

2. (a+b)+c=a+(b+c¢)
3. ab=ba

(ab)c = a(bc)
ca(b+c¢)=ab+ ac

(@

Comutatividade da soma
Associatividade da soma
Comutatividade da multiplicacao
Associatividade da multiplicacao

Distributividade

|l
A
>
v



Revisao 12

Propriedades de Numeros Negativos

Suponha que a e b sejam nimeros reais.

. (-1)a=—a

2. —(—a)=a

3. (—a)b=a(—b) = —(ab)

4. (—a)(—=b) = ab

5. —(a+b)=—a—>b

6. —(a—b)=—-a+b=b-—a

Propriedades das Fracoes

Assumindo que a, b, ¢ e d sao niimeros reais podemos escrever as seguintes proprie-
dades das fragoes.

Soma e diferenca de fragoes com o mesmo denominador. Se ¢ # 0,

a b_a+b a b a—2»>

C C C C C C

Produto de fragoes. Se b# 0 e d # 0,

Divisao de fragcoes. Seb#0,c#0ed #0,

gad

@
b c be

&ln‘@|@
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13

Soma e diferenca de fragoes com denominadores diferentes. Se b 0 e d # 0,

c_ad+cb a
T ud b

N c
d

Ll

a
b

Simplificacao de uma fracao. Se b # 0 e d # 0,

ad_a

bd b

Exercicios Secao 1.3

1) [resp| Simplifique as expressoes.
w2

z? —4
2a® — 3ab — 9b?

2ab? + 3b3

12t2 + 12t + 3
42 — 1
3(4x — 1) — 43z + 1)
(4x — 1)2

a)

b)

c)

d)

2) [resp| Efetue as operagoes indicadas e
simplifique cada expressao.

202 — 20> 4a +4b

Y e @b P
b) 22—6zxz+9 3zx+6
22 —x—6 222 —Tzx+3
) 3242z -1 a?—1
C =
2z + 6 2 +22—3
58 1
d —2 4=
) 3G+ 3
2x 3z
e) —
20 —1 2x+5
—ze”
f X
) x+1+€
) 4 5
8 29 2 —6x+9
h) T 2z + 3

1+
1—

8 |

i)

8] =

) 47*
! V22 +7
2z + 1)*
k) 6(2x+1 2\/x2+x+(—
JEER NCE:
2z(x 4+ 1)71/2 — (z + 1)V/?
22
(x2 + 1)1/2 _ 2x2($2 4 1)—1/2
1— 2?2
) 2z + 1)Y2 — (z + 2) (22 + 1)71/2
n
2z + 1

3) Racionalize o denominador de cada
expressao.

+ V2247

)

m)

) o= ) 1=
Y B 1-+a
b) —— g Yatvb
NCENE ViV
4) Racionalize o numerador de cada expressao.
Ve 1-V3
a) 5 c) 3
b) VY Q) 1+ vz +2
x VT +2

5) Determine se as afirmagoes sdo verdadeiras
ou falsas. Se verdadeiras, explique porqué. Se
falsas, justifique através de um exemplo.

a) Se b* — 4ac > 0, entao ax® +bx +c =0,
a # 0, tem duas raizes reais.
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b) Se b* — 4ac < 0, entao ax? + bx + ¢ = 0,
a # 0, nao tem raizes reais.

c) bic(%+%>

d) (a+b)(b—a)=+Vb*—a® para todos os

numeros reais a e b.

6) Encontre os valores de z que satisfazem a(s)
desigualdade(s).

a) —z+3<2x+9
b) £—3>2 ou
22% > 50

r+3< -1
c)
7) [resp| Calcule as expressoes dadas.
a) [=5+7+[-2|

b) |2n—6|—m

o) [V3—4+]a-2v3

8) [resp| Calcule as expressoes dadas.

) (2)3/2 0 (3 x273)(4 x 3°%)

2 x93
56 3v/54
54

b)

9) [resp| Simplifique as expressoes dadas.

4(z% +y)3
) 24y

1.4 Expoentes e Radicais

14

a6B_5
b) (ab-2)~3
/1625y 2
/8lxyz®

T, Yy e z positivos

Q) 322\ 2 [ 3xy3\?
4x3y D

10) [resp| Fatore as expressoes dadas.

a) —2mr3 + 100772
b) 20w + 22vw® + 2utvw
c) 12t3 —6t* — 18t

11) [resp| Faca as operagoes indicadas e
simplifique as expressoes dadas.

) 6x i 1
a
2(32242)  4(x+2)
2 4z 3
b) - 3
) 3 (2932—1) * (3.7:—1)
=5
—— +4vz+1
c) — vV
12) Racionalize o denominador da fracao
Ve —1
2\/x

Expoentes e Radicais

Se b é um numero real qualquer e n um ndmero inteiro positivo, a expressao b"

representa

b= bbb - b
—_—

n fatores

b é chamado base e n é chamado poténcia.
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Na definicao original n é restrito a ser um nimero inteiro positivo, mas podemos
estender essa definicao para todos os reais. Para n = 0 impomos a condicao b # 0 e
definimos

0 =1
Para valores negativos definimos

b= —
bn

Para valores fraciondrios, definimos que /" como o nimero tal que
se esse numero existir dizemos que ele é a raiz n-ésima de b

b/ = /b

Propriedades dos Expoentes

1. a™ xa"=a™™"
am

2. —=a™" a#0
an

1. (ab)" =a" x b"

G -5 o

Propriedades na Forma de Raizes

Algumas dessas expressoes podem ser escritas na forma de raizes

a, sen éimpar

(@)

3
S

S
I

la|, se n é par
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Logaritmos

Seja a uma constante real tal que a > 0 e a # 1. Se x > 0, entao dizemos que
y = log,(z) se e somente se al = 1

Dizemos que y = log,(z) é o logaritmo de x na base a.

Propriedades do Logaritmo

Propriedades derivadas da definicao de logaritmo

Propriedade Motivo Exemplo
log,(1) =0 Sabemos que a’ = 1 logg(1) =0
log,(a) =1 Sabemos que a' = a logs(3) =1
log,(a”) = x log,(x) é a inversa de a” log,(74) = 4
a'8.(®) = g a® é a inversa de log,(x) 10"810(13) = 13

Seja a uma constante real tal que a > 0 e a # 1, e seja ¢ uma constante real qualquer.

Sex >0ey >0, entao,

1. Logaritmo do produto log,(zy) = log,(x) + log,(y)

2. Logaritmo do quociente log, (E) = log,(x) — log,(y)
Y

3. Logaritmo da poténcia log,(z°) = clog, ()

Logaritmos Usuais

Os logaritmos mais comumente empregados possuem uma notacao particular, para
facilitar seu uso. O logaritmo na base 10, também chamado Logaritmo Comum ou
Decimal, que é apresentado sem a indicacao da base.

log() = log;o()

O logaritmo na base e =~ 2,71, também chamado Logaritmo Natural ou Neperiano
Y Y - Y
que ¢é representado por In.

In(z) = log, ()
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Exercicios Secao 1.4

18

1) [resp|] Calcule os valores das expressoes.
a) 2743
b) 84/
1\°
(%)

Q) (72)!

[0

g) (7;5_272>1

h) (1252/3)—1/2

A
27
1678 161/
167/8
62,5 671 9
m> 614

2) Determine se as afirmagoes sao verdadeiras
ou falsas. Justifique sua decisao.

a) z*+2z* =32*
b) 322 =6

24x dx—3z
C) 1@ =9

d) (22 32)2 —_ 64

4232 1
) 5 =3
f) (1’21/2)—1/2 = q

3) Reescreva as expressoes utilizando apenas
expoentes positivos.

a) (zy)~?
=173
b) Y2

¢) Vaivoz
d) 12%s+t)3

4) Simplifique as expressoes. (Assuma que x, y,
r, s e t sdo positivos.)

5 6,,3
0 S,
2x4y
£3/4
e) -

n O

ro5—2n
i) Va2V4ad
i) V/8lafy=t
k) V27t Vst

5) Utilize o fato de que 2/2 ~ 1,414 e
31/2 1,732 para calcular as expressoes dadas
sem o auxilio de uma calculadora.

a) 23/2 b) 81/2

6) Utilize o fato de que 10'/2 ~ 3,162 e
10'/3 ~ 2,154 para calcular as expressoes dadas
sem o auxilio de uma calculadora.

a) 10%2
b) 10%°
¢) (0,0001)71/3
7)

Racionalize o denominador das expressoes.

= 4 A >
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2\/x
52

V3z

9 \[E

8) Racionalize o denominador das expressoes.

2/

=
N | <Lw
Ry

(@)
~
s |&

3
T2z
Yy

9) Coloque a expressao dada na forma
logaritmica

a) 20 =64
b) 3% =243
1

32=12

c) 3

e) (%)1 —4=16

f) 32%° =38
g) 81%4 =27
h) 1072 = 0,0001

10) Use o fato que log3 = 0,4771 e
log4 = 0,6021 para encontrar o valor do
logaritmo solicitado

19

c) log16

d) log+v3

11) [resp| Utilize as propriedades dos logaritmos
para simplificar as expressoes dadas

a) logz(x+1)*

vr+1

2+ 1

b) log

eac

n
14 e®

d) Inze ™

c) 1

e) mz(z+1)(x+2)

£1/2
f) In ———
it
g) Inz®

12) [resp| Use logaritmos para resolver as
equacoes em t

a) ¥ =38

1

b) ge_?’t =0,9

c) 5e =6

d) 4et"' =4
20

©) Trgem =D
200

D Tgeom — 100

g) A= Be'?
A

h) — =

) 1 + Bet/?
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1.5 Expressoes Algébricas

Expressoes Algébricas

Expressoes Algébricas sao expressoes que envolvem apenas as quatro operacoes
bésicas, expoentes e radicais.

Propriedade Distributiva dos Numeros Reais
. ab+ac=a(b+c)

Algumas identidades tuteis para manipulacoes algébricas
1. (a+b)* = a®+ 2ab + b

(a —b)? = a® — 2ab + b?

a* —b* = (a+b)(a—b)

a® + b = (a +b)(a* — ab + b%)

a® =0 = (a — b)(a® + ab+ b?)

DO

Ot

Fatoracao

Fatoracao é o processo de decompor uma expressao algébrica como o produto de
outras expressoes algébricas.

ExEMpPLO 1.5.1:

Um exemplo do uso da propriedade distributiva para fatorar uma expressao, é
a relacao

322 —z = z(3z — 1)
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Polinomios

Se n é um numero inteiro positivo, o termo z" é chamado monomio. Um polinomio
¢ uma expressao da forma

A" + Q1" F ap_ox™ 2+ -+ a1z + ag

onde n é um inteiro nao negativo e é chamado de grau do polinomio, os coeficientes
a; sao0 numeros reais, com a,, 7 0.

Raiz de um polinomio é um nimero x que faca com que o valor do polinomio seja
Zero

anZ™ + ap 12" Pt a, 9" 2+ +ax+ay =0

Polinomio do Segundo Grau

Um polinomio do segundo grau tem a seguinte forma
ax® 4 br + ¢

onde a # 0.

Suas raizes podem ser calculadas pela Formula de Bhaskara

bt VA

A=b—4
2a ac

X

Se A < 0 o polindbmio nao tem raizes reais, se A = 0 ele tem duas raizes iguais.

Se o polindmio de segundo grau possui duas raizes reais distintas, ele pode ser
fatorado como

p=ax’ +bx+c=alr—z)(x — o)
Se ele possui duas raizes reais iguais, ele é fatorado como

p=az’+bx+c=a(z— )
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DO
(\)

O gréafico de um polinomio do segundo grau é uma parabola, e as coordenadas do

vértice da parabola podem ser calculadas pelas formulas

_1‘1—|—SC2 b A

W=y =Ty, Wl =—p

Inequacgoes Quadraticas

Para determinar quais valores de x real satisfazem cada uma dessas inequagcoes

p=ar’+br+c>0 ou p=az’+bx+c<0

1. Calculamos as raizes do polinomio do segundo grau x; e x»

(a) Se nao existirem raizes reais, o polindmio é sempre maior ou sempre menor
do que zero

(b) Se as raizes foram reais e iguais, o polinomio nunca muda de sinal, apenas
se anula na raiz

2. Se o polinomio tem duas raizes reais distintas, fatoramos o polindomio como

p=oax’+bx+c=alr—z1)(z — 22)

3. Construimos a tabela

1 T2
(x —z1) |+ ou—|+ou—|+ou-—
(x —x2) |+ 0u— |+ ou—|+ou—
P +ou— |+ ou— |+ ou —

negativo.

4. Podemos agora determinar para quais valores de x o polinémio p ¢é positivo ou
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Exercicios Secao 1.5

23

1) Defina uma fungao f(x) que forneca a area
da regiao destacada na figura, lembrando que a
area de um retangulo de lados b e h é bh.

2) [resp| Encontre as raizes de cada equagao por
fatoracao.

a) r’+x—12=0
b) 32°—z—4=0

1
c) ZxQ—x—l—l:O

d) 82 +22x—-3=0
—622 — 10z +4=0

@

—h

)
) 22t +a2% =1
)

3) [resp| Resolva as equagoes utilizando a
formula quadratica.

a) 42 +52—6=0
b) 82> —8x—3=0
c) 2°—6x+6=0
d) 22°+8r+7=0

4) [resp| Encontre as raizes da equagao
22* + 2% = 1 substituindo 22 por v.

5) [resp| Resolva as inequagoes quadraticas.

b) =322 —1lz+4>0

a) 2?43z >10

)

¢) —4da*+4x—-1<0
d) 2°+2+2<0

6) [resp| Para cada expressao na forma p(x)/d(z)
abaixo, calcule o quociente g(x) e o resto r(x).
)

a) (22 —32* +6)/(2* — 2)

b) (6x* — 4z — 3)/(3z — 5)

c) (z*+2x—12)/(z +2)

d) (42° +22° + 112)/(22% + 3)
e) (6z +52% —2x)/(3z — 2)
f) (42° + 6z — 10)/(2x — 4)

g) (2" —5z+8)/(x—3)

h) Bz +7)/(x+4)

(z* = 2)/(z - 1)

j) (242 — 4z —1)/(2x — 1)

k) (82 —122% — 2z)/(4x — 8)

1) (z° —32* +4z —5)/(z —4)
m) (2z* — 42 +x—17)/(z* — 4)
(z* — 62° 4+ 32° — 22 4 3) /(2% — 22 — 3)
(z* — 5z° +4)/(x2 —1)

(32° — —11z)/(z* — 37)

q) (622 +7$+9)/(2x2 — b5z +1)

7) [resp] Para os problemas do exercicio anterior,
expresse p(z) na forma d(z)q(z) + r(x).

[

)
)

=

(¢}

p

)
)
)
)

8) [resp| Para cada expressao na forma p(x)/d(z)
abaixo, calcule o quociente ¢(z) e o resto r(x)
usando o algoritmo de Ruffini.

a) (z*+2z—12)/(z+2)
b) (3z®+2z —5)/(z — 2)
c) (4z* 4 62 — 8x% + 222 — 24)/(x + 3)

d) (—22°+ 32% + 122 + 25)/(z — 4)
e) (2°—92°+2z)/(z - 3)
f) 623 + 422 — x4+ 2)/(x — 1/3)

o

(—
) (22 —92° + 62 +5)/(x — 3/2)
h) (z°—5z—6)/(zx+1)

) (—42® + 11z +26)/(z — 4)

j) (62® — Tz —9)/(x +1/2)

k) (2% —92%)/(x —3)

D (52* —1)/(z - 2)

i
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m) (8z* + 62 +32° +1)/(z — 1/2)
) (z* = 202% — 50)/(z — 5)
o) z*/(z —3)

) (2% — 42* + 92°

n

p — 52" +x-3)/(x— 1)

9) [resp| Para os problemas do exercicio anterior,
expresse p(z)/d(x) na forma q(z) + r(z)/d(x).

10) [resp| Usando o algoritmo de Ruffini,
verifique quais valores abaixo correspondem a
zeros das funcgoes associadas.

a) f(z)=a?—3z+4, 11 =2, 29 =—2

(
b) f(x)=—-222+3x+2, 2, =-1/2, 29 = —2
c) flz)=4dz+2° 2, =—4, 22 =0
d) flx)=—-22—4, 2, =2, 19 = =2
e) fx)=a2®—42? 462 —9, 2, =3, 22 =1
f) flz)=2'-32>+2, 2, =5, 1, = —1
g) f(z) =2z + 23 — 2522 + 12z, z; = —4,
To =3
h) f(x) =+ 2x* — 32® + 122 — 28z + 16,
1 =06, 19 =2

i) f(z) =92% — 152% — 26z + 40, z, = 1/2,
I2:4/3
i) flx)=2%—-210—-20, 2, =5, 15 =1

11) [resp| Para cada fungao polinomial abaixo,
determine o valor da constante ¢ de modo que o
termo fornecido seja um fator de p.

a) p(x) =x*— 9z + ¢, fator: z — 8
b) p(x) = 52% + cx + 9, fator: x + 3
) plz) =
) p(z) =
e) p(x) =
f) p(r) =

12) [resp| Determine as raizes das equagdes
abaixo. Escreva na forma fatorada os polinomios
que aparecem no lado esquerdo das equacoes.

@)

z3 — 622 4+ 3z + ¢, fator: £ —5

0.
3

3z3 + cx® — 13z + 3, fator: z — 1
— 223 + 822 + cx — 2, fator: x — 2

!

— 1023 + cx? + 6z + 40, fator: z —4

a) 2> —4z =0
b) z°—42°>-21z =0

24

c) 223+ 1122 — 62 =0
d) —32°+62*+ 92 =0

2 — 22 =202 =0

e)

f) z* —8z%+ 1622 =0
g) 5t —8z% 4+ 322 =0
h) 8z* —62° — 222 =0

13) [resp| Determine as raizes das equagoes
abaixo. Escreva na forma fatorada os polinomios
que aparecem no lado esquerdo das equagoes.

a) ¥3+2%—22—-2=0,

sabendo que z = —1 é uma raiz.

b) 3 — 522 — 4z + 20 = 0,

sabendo que z = 2 é uma raiz.

c) vt — 923 — 22 +8lx — 72 =0,
sabendo que z = 8 e x = 3 sao raizes.
d) 23— 322 — 10z + 24 =0,

sabendo que r = 4 é uma raiz.

e) x3 —4x? — 17z + 60 = 0,

sabendo que r = 3 é uma raiz.

f) 4zt — 2123 — 1922 + 62 = 0,
sabendo que z = 1/4 é uma raiz.

g) 4x® — 1622 + 21z — 9 = 0,
sabendo que x = 1 é uma raiz.

h) 3x3 — 262% + 33z + 14 = 0,
sabendo que x = 7 é uma raiz.

i) o' —92° + 1722 + 332 — 90 = 0,
sabendo que x = —2 e x = 5 sao raizes.
— 522 + 30z = 0,

sabendo que x = 6 é uma raiz.

j) z*—62°

k) 2z +92% — 8022 + 21z + 108 = 0,
sabendo que z =4 e = 3/2 sao raizes.
) 234+ 7224132+ 15 =0,

sabendo que x = —5 ¢é uma raiz.

m) 3z 4 22?4+ 172 — 6 = 0,

sabendo que z = 1/3 é uma raiz.

n) 3+ 7x% + 20z + 32 = 0,
sabendo que z = —4 é uma raiz.
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o) x®—3x?+9x — 27 =0,
sabendo que x = 3 é uma raiz.

p) 223 —102% — 13z — 105 =0,
sabendo que x = 7 é uma raiz.

q) xt+ 223 — 5% — 362 + 60 = 0,
sabendo que z = 2 é uma raiz de multiplicidade
2.

r) z* — 62% + 2522 — 150z = 0,
sabendo que x = 6 é uma raiz.

s) 6xt+ 72® 4+ 62 — 1 =0,
sabendo que z = 1/3 e x = —1/2 sdo raizes.

14) [resp| Simplifique as expressoes abaixo,
reduzindo os termos semelhantes.

a) (3x+2)+ (bx —4)

( (4y —5)

(v’ —4y* +y—1) = (3y° +y —6)
d) (-5z+2z—-6)+3(z+4z+2)

2y —3) —

) (2a —5b+ 3c¢) +
f) —2(a — 2b — 3ab)

xr—2
2

(6a + 2ab — 3c)
—4(b+ 2a — 2ab)

—(2-12)
h) §(2x— 1) + 2(2—;15)
i) %(x+2y—4)+%(3y—x+9)

1 1
j) 5(@ — 3ab + 2b) + g(a — 3b+ 4ab)

15) [resp| Expanda as expressoes e simplifique-as.

e) —2(1—2) (3+ %)
)

f) (0,7x —0,2)(4 — 0,6x)

i) (12z — 5)(12x + 5)

k) (37 +4)

) (z-v3)

16) [resp| Efetue os produtos abaixo.
(27! +3)(z +2)

(32% +2)(6 — v/x)

(Vz +9)(Vr - 9)

3 (=-5) -1
G- ()

f) 3z%(z® — 22° — 4z + 5)

g) —4ri(z® +2z—1)

h) zy®(2z + 3xy + 4y)

i) (3z +5)(3z® + 42° + 2)
i) (2 —2%) (3% + 62% — 1)

k) <2x2 — %) ( +3)
D) (2®+1)(*
m) (3—2y+y>)(2y°) —
z—y+1)(2z — 4y +6)

— 322 +2)
5y +4

3a — b)(2a + 3b)
u) (a—0b)(a+b)(a®+b?)
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17) [resp| Expanda as expressoes abaixo

T +2)° k) (2:):—1>2

Q) -y m (@ =9y
f) 3— 2y)2 0) (5172 + \/E)Q
g) (=2 —x)? p) (z—2)*3—=x)?

r) (2z+1)°

J) (3—2)2 2 iv;ia3

(52 + 6) (51 — 6)
c) 2z +Ty) (2x — Ty)

i) (Vz+5)(Vz—5)
) (2v7-V5)(2v7+V5)

19) O ndmero dureo é uma constante real
irracional, definida como a raiz positiva da

equacao quadratica obtida a partir de

z+1
xr

=T

Reescreva a equacao acima como uma equacao

quadratica e determine o niimero aureo.

26

20) Calcule as expressoes abaixo, simplificando
o resultado. Sempre que necessario, suponha que
os termos no interior das raizes sao nao negativos
e que os denominadores sao diferentes de zero.

) 2(z — V3)(z +V3)
. 5(z2 — 3)

) (- w) (54 ) (D)
SRR

(z = V2)(z +v2)

d) (x—1)2+2z -3
) (Vz+5)(Vz —5)
vz —25
o (VI VBB - V)
(x —5)% — a2
(z=3)" = (= V3)(z + V3)
8) 2—zx
m@+W—%@%Wﬁ+D
(5+ )2

21) Reescreva as expressoes abaixo, colocando
algum termo em evidéncia e simplificando o
resultado sempre que possivel. Quando
necessario, suponha que os denominadores sao
nao nulos.

a) 4—2y
b) 6z —3
c) —4z—10

d) 35x — 5z + 15y

e) —10a + 14ab

f) x? -2z

g) 8Sab— 12b+ 4ab?
)

h) 3z° — 92% + 182"
) 3x 21
Vo3 Ty
5r x?
) ==
2 2
k) xy+ :U2y2

1) 4zy + 8yz — 12wy
m) zy® +y° + 3z9°
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5 i 10
122 323
0) (4z—1)*+ (4z —1)3z

p) (bx+1)(z—2)—4(x—2)

622 — 24x
O —5

z(3 —2z) — 2(3 — 2x)
r) z—2

22) [resp| Fatore as expressoes.

a) v —9 ) z*-16
b) 162* —1 36 1
) w L1
22
¢) g_z n) (z—7)°—4
d) 2* — 64y? 0) z*+ 10z + 25
e) 4y* —25 p) 4x® — 12z +9
f) 362° — 100 q) 32+ 122+ 12
— 2 1
g) 16 — 49z 1) a2 _z_{_z
h) 9u® — v?
s) 162 + 402y + 251>
i) 25— z8
t) 2%y® —2zy + 1
i) =t -2’
u) 22 —2v3z+3
922 1
S ?
\9 T + 3 + 9

b) (x—9)%=0
c) (x—-5)2—z)=
d) 4z(x+8) =

2 (5260

27

24) [resp| Reescreva as equagoes do exercicio
anterior na forma ax?® + bz + ¢ = 0.

25) [resp| Encontre as solugoes reais das
equacoes abaixo, caso existam.

a) r2—-10=0
b) 32°—75=0
c) 42 +81=0

24

) = -—==0
) 579

e) (x—2) =4

f) 2r—1)>-25=0
g) (w+3)2=%
) (54) -

26) [resp| Determine as raizes das equagoes.
> —4x =0

a)
b) 52°+z=0

c) 2°=—Tz
d) 2z -3z =
302 T _
e) —3x 5 0
oz
) P
)3 6
g) 2z —V22? =0
2
7
h) V3z——==0
) VTR

27) [resp| Usando a férmula de Bhaskara,
determine, quando possivel, as raizes reais das
equacoes.

a) 22 —6x+8=0

b) z°—2z—-15=0
c) 22 +6x+9=0

d) 22+8r+12=0
e) 20> 4+8x—10=0
f) 2 —6x+10=0
) 222 —Tx—4=0
h) 6z —5x+1=0
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i) 2 —4r+13=0

j) 2522 —20z+4=0
k) 22—2Vbz+5=0
1) 222 —2v2x—24=0
m) 3z° — 0,32 —0,36 =0
n) 2 —24r+1,44=0

z+8)° +4x =0

0) 2*+22+5=0
p)
)

q

(
(3—4z)(z+3)=9
) (

—3z)(2z —5) =4

—

28) [resp| Determine quantas raizes as equagoes
abaixo possuem.
)

202+ 122+ 18 =0
) 2 -32+8=0
c) —22° —5x+9=0

2

d) %—2x—|—20:0

a

o

e) —x?+16x—64=0
f) 322 —4x+1=0

29) Determine para que valores de m as
equacoes abaixo possuem ao menos uma raiz.

a) —2*—8r+m=0
b) 4r* +12x+m =0
c) 5r*—8r+m=0
d) mr*+6x—-15=0
) ma® —5r+10=0
f) ma*—6x+9=0
30) Sabendo que a equagao
42° — (m—3)z+1=0

possui exatamente uma raiz, x, determine os
possiveis valores da constante m.

31) Sabendo que a equagao
ma® + (2m+5)z 4+ (m+3) =0

nao possui raizes reais em x, determine os
possiveis valores da constante m.

28

32) A equagdo 4z* — 12z + ¢ = 0 tem duas
raizes reais, r1 e x9. Sabendo que x5 € 2
unidades maior que x1, determine essas raizes,
bem como o valor de c.

33) [resp| Determine as raizes das equagoes.

a) 92— 2022 +4=0 d) 2*+132°+36=0
b) z*+42° —5=0 ) 42*—372°+9=0
c) 2 —82°+16=0 f) z*— 242> —25=0

34) Determine o dominio das expressoes.

a)

b)

-+
-
(O]
ot
|
-3
&

35) [resp| Simplifique as expressoes, fatorando os
termos, caso necessario. Suponha sempre que os
denominadores sao nao nulos.

2) 2r — 6
r—3
2 —
b) z—6
33—z
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z? — 3z
4o — 12
3y — 12
6y — 18
20 — 4
3xr—6

22y — oy’
=Yy
x?2—9
2 — 3z
222 — 50
x3 + bx?

2 —bx+4
r—4

36) [resp| Calcule as expressoes abaixo e
simplifique o resultado quando possivel.

) 2 —d4r — 12\ 2z + 1
a
T+ 2 r—06

222 4+ 8x\/ z% —25
b) 5
r—5 4a? + 20

8
c) 5475
35x
d) 1 1
2 3z
3udvd  u?
) vou? V2
203 6,3
e~
Yy 2wy
) 2+4
& r 5
2 4
h) ——-
5 3

29

2 3
) sr—1 7
N TH+3
j) 1—ad
5% 3
k) x—4+x+1
75 3r —1

)

37) Racionalize os denominadores, supondo que
x pertenca a um dominio adequado.

2)

2-9 1-3

8l
=8

) rs

2
2 -2z
VT +5
Vr+4
x—1
V2r—-1-1
V3x
VE=V3
38) [resp| Resolva as equagoes.
x—2
2) T+3

2 5}
x -+ _3

c)

d)

)

)

x—1
oT — 2
1—-3z
3—zf2 1
3r+8 4
3T + 5
4dr — 5
4—z/y
dr + 1
x
5172—3$~|—2:0

=1
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) 2(z—5) +1 2
] 5%2—3 3

x? — 26
=10
2 -9
> +1
2 —4
:v2+3:r—10_5
2 —2 N

-1
22 —92x+1

k)

1) 6

m)

n)

2’ —4r+9
22 —5x+6
2 4
r+1 z-—1
4 1 5
W x+1+x—1:x2—1
3 n 2
z+1 x-—1
2 5
) x—4+x—2:3
6 i 5
x—3 z—4
x 3
x—2_x+2:
1 1 2

VV mritmo1"5

=0

=3

=

2)

39) [resp] Resolva as equagdes.

3r+4 3 5
8 =52 1t27%

b) V3r+4=38
c) Ve+1=2zx—-1
d) V2r+1=2z-1

521

e) Vr—3+z=9
f) Vi—2+2=3z

2
g) 4V/3x—1= §—2x

h) V6—a22=3—2z

i) V8r+25—2=3—4x
i) Vizt4d-—z+2=0
k) 22410 —4zx=1
1) Vir +5—z=21x+4
m) V2r+5—1=uz

n) 3++v45—6zx ==z

0) V22 +7=2z—1

w) (42 — 13)%° =27

x) /2 - 1324 4+12=0
y) 3z —vr=2

z) /3 — gto =9

40) [resp| Efetue as operagoes indicadas e
simplifique cada expressao.

a) (7z® —2x +5) + (22° + 5z — 4)
b) (32* + bzy + 2y) + (4 — 3wy — 22°)
c) z—{2z—[-z—(1—12)]}

d) (%—1+e> — (—%—Hel)

3 1 1 1
Sy — 24+ 100+ =z + ~y — 120
e) 4y 4x+ + 2x+ 4y

f) 3\/§+8—2\/§+%\/_—2\/§

8 2 16 16
g) §x2+§x+§x2—§x—2x+2

1l
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h) (x+8)(x—2)

i) (3a — 4b)?

i) (z+2y)°

k) (2z+y)(2z —vy)

) @41 (5] - @ - 1) (o)

m) 2(t +V1t)? — 212

41) [resp] Coloque em evidéncia o maior fator
comum de cada expressao.

a) 4z° —127* — 62°

b) 4x’y*z — 2x°y® + 6%y 2
c) 3z%3 — 213

d) e —ze™®

e) dexy2 + QxySerQ

f) 21,—5/2 . §$_3/2
2

1/2
2) 5 <§u3/2 _ 2u1/2>

42) [resp| Fatore cada expressao.

1.6 Geometria

31

a) 6ac+ 3bc — 4ad — 2bd
b) 4a® —b?

c) 12z% — 3y

d) 10 — 14z — 1222

e) 3z°— 6z —24

f) 12z% — 2z — 30

g) (z+y)?-1

h) 8a® — 2ab — 6b

i) %+ 125

43) [resp| Efetue as operagoes indicadas e
simplifique cada expressao.

g)

(@® + y*)z — 2y(2y)

2kr(R —r) — kr?

2(x — 1)(2z + 2)%*[4(z — 1) + (22 + 2)]
522(32? + 1)*(62) + (3z* + 1)°(2x)

4z —1)*2z +2)%(2) + (22 + 2)'(2)(z — 1)
(% + 2)%[5(z® + 2)* — 3](27)

(2% — 4)(z® + 4) (27 + 8) — (2° + 8z — 4)(42°)

Triangulos e Circulos

Em um triangulo retangulo vale o Teorema de Pitagoras

a* =b* + ¢

onde a ¢ a medida da hipotenusa e b e ¢ sao as medidas dos catetos.

A area de um triangulo de base b e altura h é

_bh
)

A
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Revisao 32

A &rea de um circulo de raio r é
A = 7r?
O perimetro de um circulo de raio r é

P =2nr

Solidos

O volume, V, e a area, A, de uma esfera de raio r sao

4
V= _mr’

3 A = 4mr?

O volume, V, e a area, A, de um cilindro de raio r e altura h sao

V = 7r’h A = 21r? + 27rh

O volume, V, e a area, A, de um cone de raio r e altura h sao

1

V = Z7rih A =7mr\/r?+ h?

3

1.7 Revisao

1) Determine o custo minimo C' (em reais) de 4) Determine o custo minimo C' (em reais) dado
um certo produto, dado que que

5(C — 25) > 1,75 + 2,5C 2(1,5C + 80) < 2(2,5C — 20)
2) Determine o lucro maximo P (em reais) 5) Encontre o retorno maximo R (em reais)
resultante de uma certa transacao, dado que dado que

6(P — 2500) < 4(P + 2400) 12(2R — 320) < 4(3R + 240)

3) Determine as distancias entre os pontos

(29) < (224
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2.1 Matrizes e operacoes matriciais . . . . . .. ... oL oo 33
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2.4 Sistemas Lineares . . . . . . . . ... o1
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2.6 Revisao . . . . . . . e e e e 60

2.1 Matrizes e operacoes matriciais

Matrizes

Definimos como matriz do tipo m X n o conjunto de niimeros reais, dispostos em um
quadro de m linhas por n colunas.

ailx a2 aiz - Ain
21 Q22 A3 -+ Ao
A= a3y a32 a3z - agp
Am1 Am2 Am3 *°* Qmnp

Podemos definir uma matriz abreviadamente como A = (a;;)mxn. Os valores a;; sao
chamados elementos de A.
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Matrizes 34

Dizemos que uma Matriz é Quadrada se m = n.

Uma matriz quadrada importante é a Matriz [dentidade. Essas matrizes tem todos
os elementos da diagonal iguais a 1 e os demais elementos nulos

1 00
1 0
I, = Is=]1010

01
001

Dizemos que duas matrizes sao iguais se elas tem as mesmas dimensoes e todos os
seus elementos sao iguais.

Transposicao

Matriz Transposta ou transposta de uma matriz A = (a;;)mxn € uma matriz construida
trocando as linhas e colunas de A

At — (aji)nxm

Soma

A Soma de duas matrizes de mesma dimensao A = (@;j)mxn € B = (bij)mxn € uma
matriz construida somando cada elemento de A com o elemento correspondente de
B. Assim

C=A+DB

significa que

ai +bn1 anp+bia - a + 01, |
as; +bo1 @by - ag, + by
O = (@) = (@ T 05)en = _ ! !
| Am1 + bml am2 + bm2 o Amn + bmn i
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Subtracao

A Subtracao de matrizes é definida de modo equivalente a soma, ou seja,
C=A-B

significa que

ai — by ayp — b2 - aAin — bln
agy —bar  age — b -+ ag, — boy
C= (Cij)mxn = (aij - bij)mxn =
| am1 — bml amo — bm2 s Qmp — bmn |

Multiplicacao por um numero real

Multiplicacao por um numero real ou Multiplicagao por um Escalar é uma operacgao
que multiplica cada elemento da matriz por um ntmero, isso €, se k é um nimero
real, entao

B=FKA

é a operacao

[ kain  kaip -+ kay, |
kagr  kax --- kag,
B = (bij)mxn — (kaij)mxn —
| kam1 kame -+ Kamg |

Multiplicacao de Matrizes

A Multiplicacao de Matrizes é uma operacao menos intuitiva do que as demais. Ela
¢ definida entre duas matrizes tais que o nimero de linhas da segunda seja igual ao
nimero de colunas da primeira. Assim para multiplicarmos as matrizes A e B elas
devem ter as dimensoes compativeis

A= (afij)mxn B = (bij)nxp
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A matriz

C =AB

terd dimensoes C' = (¢;j)mxp € seu elemento ¢;; é igual a soma dos produtos da

i-ésima linha de A com os elementos da j-ésima coluna de B.

n
Cij = E @ik, Ok
k=1

Por exemplo, se A for uma matriz 2 X 3 e B uma matriz 3 X 2 teremos
t u
a b c
X|1v x| =
d e f
Yy z

A multiplicacao de uma matriz pela matriz identidade retorna a matriz original

at +bv+cy au+ bxr+ cz
dt +ev+ fy du+ex+ fz

Al,=A I,A=A

2.2 Propriedades das Operacoes com Matrizes

Propriedades das Operagoes com Matrizes — Soma

Sejam A, B e C matrizes com as dimensoes apropriadas, entao as operagoes com

matrizes tem as seguintes propriedades

1. Comutatividade da soma

A+B=B+A

2. Associatividade da soma

A+(B+C)=(A+B)+C

. Elemento neutro da soma

W

Se 0 é uma matriz com todos os elementos nulos entao A +0 = A

4. Elemento simétrico
Para cada matriz A existe uma matriz —A = (—1)A tal que A+ (—A) =0

= 4 A
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Propriedades das Operacoes com Matrizes — Produto por Escalar

Sejam A, B e C' matrizes com as dimensoes apropriadas e « e § nimeros reais
(escalares), entao as operagoes com matrizes tem as seguintes propriedades

1. Associatividade do produto por escalar
a(BA) = (af)A
2. Distributividade do produto por escalar

(a+B)A=aA+ [A

3. Distributividade do produto por escalar

a(A+ B) =aA+aB

Propriedades das Operacoes com Matrizes — Produto

Sejam A, B e (' matrizes com as dimensoes apropriadas e o e § nimeros reais
(escalares), entao as operagoes com matrizes tem as seguintes propriedades

1. Associatividade do produto

A(BC) = (AB)C

[\

. Distributividade do produto

A(B+C) = AB + AC

. Distributividade do produto

W

(B+C)A=BA+CA

4. Elemento neutro do produto
A matriz identidade I, é tal que Al, =1, A=A

. Associatividade dos produtos

Ot

a(AB) = («¢A)B = A(aB)
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Note que a multiplicacao de matrizes nao ¢ comutativa, isso €, em geral
AB # BA

Na multiplicacao de matrizes nao vale a lei do anulamento do produto, é possivel
que A # 0e B # 0 e mesmo assim AB =0

Se acontecer AB = BA dizemos que as matrizes A e B sao comutativas.

Propriedades das Operacoes com Matrizes — Transposicao

Sejam A, B e C matrizes com as dimensoes apropriadas e o e § numeros reais
(escalares), entao as operagoes com matrizes tem as seguintes propriedades

At)t
A+ ) = A"+ B!
aA) = aAl

:
.
 (
. (AB) = B'A!

Simetria

Dizemos que uma matriz A é

Simétrica quando A’ = A

Antissimétrica quando A = —A
EXEMPLO 2.2.1: Verifique se a identidade é verdadeira ou falsa
(A+ B)(A—- B) = A* — B?
(A+B)(A-B)=(A+B)A—-(A+ B)B

— AA+ BA - AB — BB
— A2+ BA— AB — B2

A identidade s6 sera verdadeira se BA — AB = 0 o que nao ¢ verdade em geral
para matrizes. Portanto a identidade nao é verdadeira.
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Fazendo as contas com um exemplo numérico simples
00 10
B =
10

11
Calculamos agora (A + B)(A — B) e A*> — B? e verificamos que os resultados
nao serao iguais

A:

00 10 110
IEEES AR AR A O
FotoH o= o
A—B= = =
_ o el
10] =10 ~10
(A+ B)(A— B) = =
1 0 1 Loy
il 492 _ LT L - _ J
PERRIE! —h 0] _[oo
_ _ 10|10 | _
= -9 = o = _ =
w00 _foo]foo] [
A I 3 i i _
gt 00] [ro]_[-10
1] 10 01

Matriz Inversa

Se A é uma matriz quadrada de ordem n se existir uma matriz B com a mesma
ordem que A e que satisfaca

AB=BA=1,

a matriz B é chamada de Inversa da matriz A. Se a inversa da matriz A existe
podemos indica-la por A~

Quando A nao possui uma inversa dizermos que A é uma Matriz Singular.
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Exercicios Secao 2.2

Matrizes

1) [resp| Indicar explicitamente os elementos da
matriz A = (a;;)2x3 tal que a;; =i — j

2) [resp] Ache a matriz A do tipo 2 x 3 definida
por a;; = tj onde 7 indica a linha e j, a coluna.

3) [resp| Construir as seguintes matrizes

1, sei =7

a) A= (a;j)sx3 tal que a;; = {O, it ]
1, sei+j=4
) (bij)axs tal que by {O, sei+j#4

4) Construa a matriz A = (a;;)2x3 definida por

347, sei <y
a;; = {7, sei =]
P24+ j, sei>j

5) Dada as matrizes

95 <7 0] 1 B_
-5 zT—y

calcule = e y de modo que A = B.

A:

3 1
—5 —1

Operacoes com Matrizes

6) [resp] Datas as matrizes
5 6 B_
4 2

calcule A+ B, A— B,2A+ 3B, AB, BA, At e
At + B.

0 -1
5 4

A:

7) [resp| Datas as matrizes

A 15 7
3 9 11

B_ 2 4 6
8 10 12

c_ 0 -1 -5
1 4 7

calcule, se possivel, A+ B+C, A— B+ C,

A-B-C,-A+B—C, AB, BC, AB', CB,
A'B e A'B.

8) [resp| Calcule os seguintes produtos matriciais

(12 3
a)
4 5 6]
P "
b) 0 7
10 2 3
L =l
) [ 15 2] ), s
c
-1 47
-3 0
1
4 |2 [3 11 2]
3
] 11
-1 5 0 2 1
e)
2 3 71 3 1
) 11
(001 1] [147
) 220|001
_0 3 4 1 20
11 9 a3
9) [resp] Sendo A = 2 1 calcule A%, A°,
At e A,
10) [resp| Calcule AB, BA, A? e B? sabendo que
e 2 1 _ 2 1
—4 -2 10

11) [resp| Calcular o produto ABC sendo dados

1
1
A 2132[1“ .
5 1 3 21
=1
12) [resp| Considerando as matrizes
A 1 2 -3 B_ -2 1 5
34 0 03 —4

= 4 A >
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Calcule

a) C=A+B d) F=A"+ B
b) D=A-B e) G = AB!

c) E=2A+3B f) H=A'B

13) [resp| Considerando as matrizes

1 9 3 —2 1 0
A: B:
3 4 O] 0 30
5 —4 0
Calcule
a) C=AB e) G=BB'
b) D = A(3B) f) H=A'A
c) E=5B" g) J=AA
d) F=n5

14) [resp| Considere as seguintes matrizes

A:20 B:04
6 7 2 -8

[ 6 9 —7
O —
7 -3 —2
—6 4 0 6 9 —9
D=1| 11 4 E=|-10 -4
6 0 6 6 0 —1

Se for possivel calcule
a) AB— BA
b) 2C - D

c) (2D'—3EY)!
d) D? - DE

15) [resp] Sendo

41

a) B= 2] c) D= 0
3 1

b) C = 1 3 2 d) E= 5 2
4 5 1 0

17) Calcule z, y, z e t sabendo que

15 8)+5 21=2 ]

18) Obtenha X sabendo que

1 5 1
X+|al=|7|+]-1
7 2 —2

19) Determine = e y de modo que mas matrizes
A e B comutem

A 1 2 B 01
10 Ty
20) Obter todas as matrizes B que comutem
com
. 1 -1
3 0

21) Dada as matrizes

A= I8 =

C = -2 D:[ 1]
4 —1

determine X e Y, tais que

a) X=A+2B-C+D

19 0 -8
A= B = Y+ A
2 1] [3 —1] b) il :€+QB—3D
2 2
calcule 22) Sendo
a) (A+ B)? c) A2 —2LA+I2 3 1 9 1
A= B =
b) (A+B)(A-B) d) A*-1I 5 2] [1 1]
1 -1 .
16) Sendo A = 2],qual das matrizes [ [1 0] O— 0 0]
101 100
comuta com A
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resolva o sistema, onde X e Y sao matrizes
quadradas de ordem 2

AX+Y =0
BX+Y =1

23) Calcule z, data a igualdade

(B

24) Determine os valores de z, y e z na
igualdade abaixo, envolvendo matrizes reais 2 x 2

ol o]

25) Calcule  de modo que as matrizes

14 =6

sejam comutativas.

20
11

0 x
0 0

z—4 0
y—=z 0

A

26) Dada a matriz

3/4 1/2]
1/4 1/2

determine uma matriz real da forma

T
1—=x

para a qual AT =T

A

T

27) Seja, para cada x real, a matriz quadrada

de ordem 2
T —x
2z T

Calcule o produto de M (z) por M(—z).

M(a:):[

28) Se conhecemos apenas as matrizes AB e
AC' como podemos calcular as matrizes

a) A(B+C)
b) B'A!

c) C'A
d) (ABA)C

|;
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29) Mostre que as matrizes da forma

1 y !

y 1

em que y € uma numero real nao nulo, verificam
a equacao

A=

X2 =2X

30) Verifique se as identidades s@o verdadeiras

a) (A+B)>=A?+2AB+ B?
b) (AB)C = C(AB)
¢) (ABC)' = C'B'A!

d) (A+D)(A-1)=A4~
Matriz Transposta

31) [resp| Dada a matriz

1 40
A=1] -2 -1 1
3 5 2
calcule
a) X =A+ A b) Y=A"-A
32) Considere as matrizes
A a b 1 B 1 -1 0
-1 1 a 0 10
Determine a e b, sabendo que
ARt — 3 4
-2 1
33) Sabendo que
95 2
A= 4 B=1| -3
—2 5

e que A'B = 4 determine o valor de x.

34) Encontre um valor de z tal que AB' = 0,
sendo que

B

A=z 4 2]
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Matriz Inversa as matrizes
35) Mostre que A7 é a inversa de A 2 _1 ] 3 9
A= B =
1 3 7 =3 -3 2 —6 =5
a) A= 1=
27 -2 1 , .
37) Determine a real de modo que a matriz
127 1 31 -19
) A=|03 1| At=]0 2 -1 i 12]
05 2 0 -5 3 0 a

36) Resolva a equagao matricial AX = B, dadas seja igual & sua inversa.

2.3  Determinante de uma Matriz e suas
Propriedades

Determinante de uma Matriz Quadrada de Ordem 1

O determinante de uma matriz com uma linha e uma coluna ¢ igual ao valor do
elemento da matriz

A= [CLH] entao det A = a

Determinante de uma Matriz Quadrada de Ordem 2

Data uma matriz A quadrada de ordem 2

a b
c d

definimos o determinante de A como sendo a subtracao do produto dos elementos da

A:

diagonal principal menos o produto dos elementos da diagonal secundaria

a b
det A = = ad — bc
c d
Note a diferenca na notacdo de Matriz [ - | e de determinante | - |.
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Determinante de uma Matriz Quadrada de Ordem 3

Podemos calcular o determinante de uma matriz quadrada de ordem 3 pela Regra
de Sarrus. Considere a matriz

ail ai2 Qi3

A= o1 Q22 Q23

az1 az2 as3

Copiamos as duas primeiras colunas no final da matriz e somamos os produtos
dos elementos das diagonais a direita e subtraimos os produtos dos elementos das
diagonais a esquerda

E‘HE am 313 A B
. 322 3*2;3 311 d;;
331 P 332 ,333 331 a‘&zx

()()() (+)()(+)

Obtemos assim o resultado

det A = aj1a2a33 + a12a23a33 + a13a21a32 — Q13022031 — 11023032 — A12021033

Note que essa regra se aplica apenas a matrizes de ordem 3.

Para definirmos o determinante para matrizes quadradas de ordem maior do que 3
precisamos de algumas defini¢oes auxiliares e um teorema.

Menor Complementar

O Menor complementar, A;;, de uma matriz A = (a;;)nxn relativo ao elemento a;; é
o determinante da matriz obtida removendo a linha 7 e a coluna j da matriz A.

ExXEMPLO 2.3.1: Encontre os menores complementares dos elementos da
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primeira linha da matriz

aii

A = asq

asy

ai2 ai3
a22 A23

azz Q33

Os menores complementares dos elementos aq1, a2 € a3 sao

— a9
An =

aso
— a21
A =

a3
— as1
Az =

as1

Cofator

a3

ass

as3

ass

a2

asg

= Q22033 — 4230432

= G210G33 — Q230431

= aii1az2 — 12031

O Cofator do elemento a;; é o nimero obtido multiplicando (—1)"*/ com o Menor

Complementar de a;;

Ay = (1) A4y

Determinante de uma Matriz Qualquer Ordem — Teorema de Laplace

O Teorema de Laplace nos diz como calcular o determinante de uma matriz A. O

determinante é calculado somando os Cofatores de cada elemento de uma linha ou

coluna da matriz.

Se aplicarmos o teorema a primeira linha temos

det A = a4y + a1pAie + a3Aiz + - + anAin

Explicitando os Menores Complementares temos

det A = ay (—1)"" Ay + aga(— 1) 2 A 4+ ap3(— 1) B A + - ag, (1) Ay,
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ExEMPLO 2.3.2: Calcule o determinante da matriz

4T 0
3020
M =
0200
_xOlO_
4 » 0 x
3020
det M =
0200
z 01 0

= a1 A1 + arp A + a13A13 + a14A414

= a11411 — a19419 + a13413 — a14A14

020 3 20 3 00 3 0 2
=42 00|-2z{00O0|+0]0 2 0|—2|0 20
010 x 1 0 x 00 z 0 1
\:0, \;6,

3 0 2
=—x|0 20

z 01
—x<320—000+202>

01 r 1 z 0

= —z[3(2 x 1 —0) +2(0 — 2z)]
= —z(6 — 4x)
= 2z(x — 3)

Combinacao Linear

Uma Combinacao Linear de colunas de uma matriz é a soma de duas colunas podendo
multiplicar cada uma delas por um numero nao negativo. Por exemplo, considerando
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a matriz A

ajp a2 ai3

A= | ag axp ag

az1 a3z as3

Podemos construir uma matriz B fazendo uma combinacao linear da primeira e
segunda colunas de A

ai; raio + say; a3
B = | a1 rag + sas ass

az; rags + sazy ass

onde r e s sao numeros reais nao nulos. O mesmo pode ser feito com as linhas de
uma matriz.

Propriedades dos Determinantes

O determinante de uma matriz sera zero quando

1. Todos os elementos de uma de suas linhas (ou colunas) forem zero
2. Quando a matriz possui duas linhas (ou colunas) iguais ou proporcionais

3. Quando uma linha (ou coluna) é a combinacao linear de outras linhas (ou
colunas)

Transformacoes que nao alteram o determinante de uma matriz

1. Quando transpomos a matriz

det A" = det A

2. Quando somamos aos elementos de uma linha (ou coluna) os elementos de
outra linha (ou coluna) multiplicados por uma constante

Transformacoes que alteram o determinante

1. O determinante muda de sinal se trocarmos duas linhas (ou colunas) de lugar

2. Se multiplicarmos linha (ou coluna) por uma constante o valor do determinante
sera multiplicado por essa mesma constante.
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Se A e B forem duas matrizes quadradas de mesma ordem, entao

det(AB) = det Adet B

O determinante de qualquer matriz identidade é sempre 1

det] =1

Uma matriz quadrada A possui inversa se, e somente se,

det A #0

O determinante da inversa da matriz A é

1

det A7 =
¢ det A

Exercicios Secao 2.3

1) [resp|] Calcule os determinantes 13 2
by | -1 0 —2
a) | 5 2 5 1
2 4
-3 1 -7
b) 13 7 c) 21 3
11 5 5 4 2
31 9 7 11
c)
5 2 d) | -2 1 13
5 3 6
log(a) log(b)
d) 1 1 0
/2 /1 a
e) | —¢ 0
2m? 2m* —m o B
e) 5
m  m°—1
2 -1 0
2) [resp] Calcule os determinantes £) |m n 2
110 8
a) [0 10 3) [resp] Calcule os determinantes das matrizes
01 1 usando o Teorema de Laplace
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34 2 1
-1 -2
a) M= > 0
00 4 0
-1 0 3 3
0 a b 1
1
b) M= 0 0 0
a a 0 b
1 b a 0
1320
1 2
c) M= 3 0
2 3 01
0213
1 2 345
0 a -1 3 1
d) M=|00 b 2 3
00 0 ¢ 2
00 O0O0d
x 00 0 00
a y 0 0 0 O
&) M= Il p z 000
m n p x 0 0
b ¢ d e y 0
a b c d e z
4) [resp] Calcule o valor do determinante
1 a a a
1 0 a a
1 1 0 a
1 111

5) [resp| Calcule o valor de A sabendo que

2 4 8

3 9 27
4 16 64
5 25 125

—_ = =

6) [resp] Determine z tal que

2z 3 2
2) T 3T+ —0
1 T
2 -2
b) v —11
dr+5 3z —1

49

7) [resp] Determine x tal que

1 T T
a) |2 2x 1]=0
3 z+1 1
1 z 1
b) |1 -1 z|=0
1 —z 1
1 x 2
c) | -2 x —4|=0
1 -3 —=z
z—1 2 T 5 5
| o 1 -1 ="
4 —x
3r x+1 2z

8) [resp| Encontre os valores de a para os quais a
matriz A possui inversa.

11
A=11 0
1 2

L O O

9) [resp| Calcule o determinante da matriz M e
determine para quais valores de x ela possui
inversa

8 O W
S N O 8
_ O NN O
O O O 8

10) [resp| Calcule o determinante da matriz

A:

ert tert
re’ (1+rt)e™
11) [resp] Sabendo que det A = —3 calcule

a) det A® b) det A3 c) det A’
12) Determine os valores de A tais que

det(A— M) =0

para as matrizes
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1 0 0
b) A=| -1 3 0
3 2 -2

13) Calcule o determinantes das matrizes

a) A= ;l Z c) AB
L i d) 24
[ 1 t
b) A= 1 2 e) A'B
| 0 4 f) A2B!

b
14) Calcule o determinante da matriz ] ,
a

sabendo que 2a = e + e % e 2b =€ — e 7.

15) Seja A =

J Ut N
w —= 3

2
m
7
a) Ache um valor de m, tal que det A = 0,

qualquer que seja n.

b) Esse valor de m é o tnico com essa
propriedade?

16) A matriz real A = (a;;) quadrada e de
ordem 3, é definida pela regra

0, sei > ]
ai; =< ¥, sei=j
(1), sei<j

a) Escreva a matriz A na forma usual de linhas
e colunas, onde o valor numérico de a;; esta na
i-ésima linha e na j-ésima coluna de A.

b) Calcule o determinante D da matriz A.

17) Determine o valor de z para que o
determinante da matriz C' = AB' seja igual a

602, onde
1 2 x—1 8 =5
-2 7 4

-3 B_
4 1 2]

e B! é a matriz transposta de B.

A=

18) Duas matrizes de ordem n sao inversas
quando o produto delas é a identidade de ordem

ot
D
=

n. A inversa da matriz

1 1 2
M 1 —1 3
2 3 1
é a matriz

Encontre

a) o valor da expressao A =z — 3y — z + w.
b) det(2M).

19) [resp| Determine o conjunto solugao da

equacao

R
4 2

2 5

N
w N O

s =l

20) Determine x de modo que

1 1 1
2 -3 z | >0
4 9 g2

21) [resp| Resolva a equagao

o8 8 =
_— 8 =
o = 8 O
_ o O =

22) Desenvolva o determinante a seguir

a b c d
0 1 0
Tl o1 01
0O 1 -1 0
a z 1
23) Sabendoque | b y 2 |=4
c z 3
20 3 -1
calcule M =| 2¢ 3z -3
20 3y -2
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24) Sem calcular os determinantes a seguir,
justifique a sua nulidade

2 0 —1
a) |5 0 5
4 0 2
a b c
b) | ka kb kc
xT oy m
5 4 3
c) | -4 -2 2
4 5 6
1 2 5
d) |m 5 4
1 25
2 3 4
e) |1 2 7
3 5 11
1 2 3 4
f) 5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

25) Calcule z para que os determinantes das

2.4  Sistemas Lineares

matrizes sejam iguais

z+1 0 0 2

A 0 -2 0 5 B_ 1 =z
97 03 0 78 0
0 1 0 4

26) Determine as condigoes que x deve
satisfazer para que a matriz A seja inversivel

e
D W W N
(&2 TN s Y
8 W Ot

27) Seja a matriz

A:

S
ot o> o
ot Ot T

Determine k € R de modo que a matriz A nao
admita inversa.

28) Dadas as matrizes

1 2 =
B_ 4 —4

20 1 4

calcule o determinante da matriz (AB)™!.

A:

Sistemas Lineares

Uma sistema linear ¢ um conjunto de m equacoes lineares com n incognitas x1, o,

* ) xn
(
aj1ry + apry + -+ a1nTn
a91r1 + Q9ery + -+ aonTn
\ am1T1 + Am2T2 + 0 oF AmnTn

b
by
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Em termos de nimero de solugoes, um sistema linear pode ser classificado como

Possivel Admite pelo menos uma solugao
Determinado  Admite uma tnica solugao
Indeterminado Admite infinitas solucoes
Impossivel Nao existe nenhuma solucao para o sistema

Dois sistema lineares sao ditos Sistemas Equivalentes se, e somente se, admitem a
mesma solucgao.

Forma Matricial

Sempre podemos escrever um sistema linear em sua forma matricial

aip a2 -+ Qp 1 by
21 Q2 - Q2 T2 | by
_aml Am2 - amn_ _xn_ _bm_

Abreviadamente podemos escrever AX = B onde

aipip Qa2 -+ Qp X1 b1
as1 Q22 -+ Qo ) by
A= X = B =
_aml Am2 amn_ _xn_ _bm_

Um sistema linear com o mesmo numero de equagoes e incognitas, m = n, sera
determinado se, e somente se, a sua matriz A for inversivel, isso é det A # 0.

Sistemas Lineares Homogeneos

Sistema lineares homogéneos sao sistemas onde os termos independentes, b; sao todos

nulos.
a;1r1 + apxrs + -0+ a1y
a91r1 + a9y + -+ + agxT, =
[ GmT1 + apmet2 + o+ Q@ = 0
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ou matricialmente

AX =0

Nao deixe de conferir suas respostas. Uma pequena distracao, como uma troca de
sinal, é suficiente para produzir falsos resultados.

Regra de Cramer

A Regra de Cramer é um método para resolver um sistema linear, com m = n,
determinado. A solucao do sistema é calculada pela formula

D;
T, —
det A

1=1,....n

onde D; é o determinante da matriz construida a partir da matriz A substituindo a
coluna 7 pelos valores de B, por exemplo,

a;p by .- Ain
ag by -+ ag,
Dy = .
| an1 bn s App |

A Regra de Cramer tem grande importancia tedrica, mas existem métodos que
demandam muito menos operacoes para chegar a solucao de um sistema linear.
Principalmente quando n é grande.

2.5 Método de Gauss

Sistema Triangular Superior

Se a matriz de um sistema linear, com m = n, tiver todas as entradas abaixo da
diagonal nulas, como nesse exemplo com n = 3

ail ai2 Qi3
A= 1 0 axp ag
0 0 ass
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Dizermos que o sistema é Triangular Superior.

Esse tipo de sistema pode ser facilmente resolvido se resolvermos primeiro a ultima
equacao encontrando x3. Entao substituimos esse valor na segunda equacao e
calculamos 5. Por fim substituimos x3 e x9 na primeira equacao e encontramos .
O mesmo método pode ser usado para resolver sistemas triangulares de qualquer
dimensao.

Método de Gauss

Como resolver um sistema triangular é relativamente facil o Método de Gauss busca
transformar o sistema que desejamos resolver em um sistema equivalente que seja
triangular superior.

Para transformar um sistema qualquer em um sistema triangular superior equivalente
podemos usar qualquer uma das seguintes operacoes elementares nas linhas da matriz
do sistema

1. Trocar duas linhas entre si.
2. Multiplicar todos os elementos de uma linha por uma constante nao-nula.
3. Substituir uma linha pela sua soma com um multiplo de outra.

O Método de Gauss usa esses passos em uma sequencia especifica que garante a
transformagao de qualquer matriz nao singular em triangular superior.

Para ilustrar a aplicacao do Método de Gauss apresentamos aqui um sua aplicacao
em uma matriz de ordem 3.

1. Construir a matriz aumentada do sistema [A|B]

aip a1z ais by
ag1 Q22 Qg3 by

as; asp ass | bs

2. Queremos agora transformar anular os elementos abaixo da diagonal da matriz
A. Primeiro dividimos todos os elementos da primeira linha por aqy, isso é,
1 0 :
Lg ) = Lg )/a11, obtermos assim

1 1 1
Ll ol |

ao1 0A22 Q23 by

as1 asp ass | b3
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3. Substituimos agora a segunda linha por ela mesma subtraida da primeira linha

multiplicada por as;, isso é, L;l) = L;O) — L(ll)agl

1 1 1
1 1 1

as; asy asz | bs

, : : : , (1
4. Fazemos o procedimento equivalente para anular o termo asy, isso é, Lé) =

L:())O) — Lgl)agl

1 1 1
1 1 1

1 1 1
0 az(sz) a:(a?)) bé)

Repetimos o processo para a segunda coluna. Primeiro dividimos a segunda

linha por a%), isso é, Lg) = L;l) / ag’?

ot

1 1 1
1 a§2) a§3) bg)

0 1 a2 |

1 1 1
0 o) ol )

0. Substituimos agora a terceira linha por ela mesma subtraida da segunda linha
multiplicada por ags, isso é, Lgf) = Lél) — Lgl)agg

1 1 1
1oy o) |4
0 1 af|bs
0 0 afy by

~I

. Dividimos agora a terceira linha por a§32), isso €, Lég) = L;(f)/ ag?

1 1 1
o oy )
0 1 o |K?

0 0 1 [bY

Obtemos assim um sistema equivalente ao original que pode ser resolvido com muito
mais facilidade
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EXEMPLO 2.5.1: Resolva o sistema linear usando o Método de Gauss

x4+ y+ z2=10
2z + y+42 =20
20 + 3y + 5z =25

Construindo a matriz aumentada do sistema

1 1 1/10
214120
2 3 5|25

Como o elemento a;; ja é igual a 1 nao precisamos dividir a primeira linha por
ele. Subtraimos a segunda linha menos a primeira vezes 2 e a terceira linha
menos a primeira, também, vezes 2

1 1 1/10
0 -1 2 0
0 13| 5
Dividimos a segunda linha por ass = —1 e obtemos
11 110
01 -2 0
01 3|5

Subtraimos a terceira linha menos a segunda linha

11 110
01 =20
00 5] 9

Dividimos a terceira linha por ag3 =5

11 110
01 -2 0
0011
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Resolvemos a terceira equacao
1z=1 = Z=1

Substituimos esse valor na segunda equacao e a resolvemos também
ly—22=0 = y=22=2

Agora resolvemos a primeira equagao
T +t42—=—10 => z=10—y—2=10—-2-1=79

A solugao do sistema é

Exercicios Secao 2.5

Sistemas Lineares 4) Encontre uma solugdo para a equacao linear
1) Diga qual das equacoes abaixo sao lineares 27 — To — 13 = 0
a) &1 =@y + 13— 204 =3 diferente de (0,0,0)

b) z max 2=n : q
) T 2 1 T3 5) Escreva os seguintes sistemas na forma

onde m e n sao constantes dadas matricial, considerando que a, b, ¢, d, e, f, men

sao constantes
(

c) t—2y+32=4

T— Y+ z=2
d) a1my + apxy + asxy = b a) —z+2y+22=5
onde a; e b; sao constantes dadas .
([ 9T — y+5z=1
e) 2z + log(xs) + z3 = log(2) (—t+3z—By+dz=8
f) —x1+23—3x3—24—25=0 b) 2r 4+ y—2z=-3
g) \/§x1+\/§x2+x3:5 —3t— r—-2y+ z=1
(| 66 —52— y =4
h) x1 4 3zy — 4xg + Sxy = 10 — 225 )
ax + by + cz =d
1) 621'1 + 10g(4)x2 — \/g C) —mz + ny=e
i) T+ 2w =23 | abx — b? +mz =f
2) Verifique se (2,0, — 3) é solugao de (V2r— 3y+22=7
211 + 52 + 2 2 9 9 = z=0
T T T3 = —
P | 4z +VBy+2:=5
3) Verifique se (1,1, — 1, — 1) é solugao de o —by+ 2 = 1
e
51 — 10z — 23+ 224 =0 ) {aQ—by—f- =&
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r+y— z=3-1
f) S—z—y—22=1-3t¢
%4 +32=T+4+1

6) Verifique se (0, — 3, — 4) é solugao do sistema

T+ y—z=1
2r — y+z=-1
r+2y+z=2

7) Verifique se (1,0, — 2,1) é solugao do sistema

—4t+dr+3y—22=35
=St +2x —4y+3z2=-9
3t — x+4+2y—52=12

8) Encontre a solugao do sistema
(A+413)X = 0 sabendo que

A:

S ==
e =
= = ot

9) Encontre os valores de a para os quais a
matriz

110
A=11 0 0
1 2 a
possui inversa.
10) Sejam
10 5
A=1]1 11 B=1]5
0 1 10

encontre a solugao do sistema (A + 413)X = B.

11) Resolva o sistema

12) Os valores de z, y e z, solugao do sistema

r+2y+32z=14
4r + by + 62 = 32
Tc+8y+9z=a

formam, nesta ordem, uma P.A. de razao 1.
Qual é o valor de a?

13) Resolva o sistema utilizando a regra de
Cramer

dr — 3y =11
20 + 5y = —1

14) Resolva o sistema a seguir utilizando a regra
de Cramer

20+ y—2z=5
3t —2y+z=-2
x +2z=0

15) Discuta o sistema, em func¢ao dos valores do
parametro real a.

{a%

16) Discuta, por Cramer, o sistema

+y=1
rt+y=a

Tt+y— 3z=10
r+y+ z2=6
dr+y+ Pz =Q

17) Encontre o valor de a para que o sistema
seja possivel.

2r— y+3z=a
z+2y— 2=3
Tx+4y + 32 =13

Para o valor encontrado de a, ache a solucao
geral do sistema, isto €, ache expressoes que
representem todas as solugoes do sistema.
Explicite duas dessas solugoes.

18) Calcule o valor de m para que o sistema
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admita solugoes diferentes da trivial

z+y—2z=0
2r—y+2=0
my + 3z —2=0

19) Sejam a, b e ¢ nimeros tais que

a -+ 2b =5
b+2c=28
2a + c=5

Determine o valor de a + b + c.

20) Calcule a e b de modo que o sistema a
seguir seja indeterminado

r+2y+2z=a
3r+6y—4z=14
by + 2x —6z=1

21) Resolva o sistema

x+ 2y =0
— y+2z=9>
az +zx =b

para os casos
a) a=0eb=1 b) a=4eb=0

22) Ache os valores de k € R de maneira que o
sistema linear seja impossivel.

Tty =1
y+z=2
kz+x =0

Método de Gauss

23) [resp| Resolva o sistema pelo método de
Gauss

r+3y="7
20+ y=4
24) [resp| Resolva o sistema pelo método de

Gauss

205~ 1) — 2z = 10
3r+2y+2z=1
5r +4y+ 3z =4

99

25) [resp| Resolva o seguinte sistema de equagoes
lineares

w+2r+ y+ z2=1
w4+ r+2y+ z2=2
w4+ 4+ y+2z2=3
2w+ z+ y+ z=4

26) [resp| Resolva o sistema pelo método de
Gauss

r— y—2z=1
—r+ y+ z=2
T—2y+ z=-2

27) [resp| Resolva o sistema pelo método de
Gauss

r—2y+3z=1
3r + 6y — 3z = —2
6x +6y+32=0>5

28) [resp| Use método de Gauss para resolver o
sistema linear (A + 2/)X = B, onde

1 05 3
A=11 11 B=14
01 4 1

29) [resp| Resolva se possivel o sistema pelo
método de Gauss

T—2y+ z=1
20+ y— z=2
r+3y—2z=1

30) [resp| Resolva se possivel o sistema pelo
método de Gauss

z+3y— 2=6
2v +4y+22=9
z+ y+3z=1

31) [resp| Resolva se possivel o sistema pelo
método de Gauss

Jr+4y— z=1
dr 4+ 5y + 22 =12
T—2y+3z2=28

32) [resp| Resolva se possivel o sistema pelo

= 4 A >



Matrizes

método de Gauss

r+2y—3z2=1
3r— y+22=17
5r 4+ 3y —4z =2

33) [resp| Resolva se possivel o sistema pelo
método de Gauss
T+2y—32=6
2 — y+42=2
dr + 3y — 22 =14

34) [resp| Resolva se possivel o sistema pelo
método de Gauss

2e+3y+2=0
T—2y—2z=1
r+4dy+z2=2

35) [resp| Resolva se possivel o sistema pelo
método de Gauss

-+ y—22=1
gt+2r— vy =2
—2t+ z—-2y+ z=0

36) [resp| Resolva se possivel o sistema pelo

2.6 Revisao

método de Gauss

T+ 3y +2z2=2
3r+by+4z=4
dr + 3y + 42 = —10

37) [resp| Resolva se possivel o sistema pelo
método de Gauss

t+ 2+ y— z=1
t+3z— y—22=2
2— z—2y4+32=-1

38) [resp| Resolva se possivel o sistema pelo
método de Gauss

i+ z+y+z=1
t+ z—y+z=-1
2t +y—z=2
—t+ 2z 2 = =l

39) [resp| Resolva se possivel o sistema pelo
método de Gauss

rT—2y—32=25
=243 A O A %% = &
—z+3y— z=2

Exercicios Secao 2.6

Revisao

1) Resolva a equacao matricial AX = B, dadas

as matrizes

3 2
=0 =B

A=

2 =l
] B -
-3 2

Desafio

2) Determinar a inversa de cada uma das
matrizes

a) A= 5 6 ) C= 10
4 5 0 2
2 1 -1
b B=|2° d) D=
1 3 1 1
: . 2 5
3) Calcule a inversa da matriz A = 1 q

1l
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Matrizes

4) Um aluno, ao inverter a matriz

A:

= O =
o o

b
d | =layl, 1<i,5<3
f

cometeu um engano, e considerou o elemento as;
igual a 3, de forma que acabou invertendo a
matriz

5 1
3 0 —3
B! = 31 -1
3 1
-3 0 3

Determinar A~!.

5) Considere o sistema
r —my
(I+m)z+y

a) Prove que o sistema admite solu¢@o tnica

=1-—m

= |l
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para cada niumero real m.

b) Determine m para que o valor de x seja o
maior possivel.

6) Dada a matriz

calcule a sua inversa A~!. A relacao especial,
que vocé deve ter observado ente A e A~! acima,
seria também encontrada se calculdssemos as
matrizes inversas de

-3 4
a)

~-2 3
by | 56

—4 5

~1 2
0[]

Generalize e demonstre o resultado observado.

7) Calcule a matriz inversa da matriz

1 =1 0
M={2 30
0 1 4
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3.1 Plano Cartesiano

Para identificar e localizar um ponto em um plano
podemos usar o sistema de coordenadas Cartesiano.
Posicionamos duas retas reais perpendiculares uma
a outra, chamamos a horizontal de eixo x e a verti-
cal de eixo y.

O ponto onde as retas se cruzam ¢é chamado origem.
Qualquer ponto do plano é identificado pelo par
ordenado (X,y).

O valor x é chamado abscissa e y é a ordenada.

||||||
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Exercicios Secao 3.1

63

Plano Cartesiano

1) [resp|] Posicione os pontos (3,2), (4,1),
(=1, —1), (}/2,3/4) e (m,e) nos plano cartesiano.

2) [resp| Escreva os pares ordenados
correspondentes aos pontos da figura abaixo.

vA
.B .4
8 K
°
C
°
I 6
°
H
°
D 41R
[ ]
)
L 2
2
0 12
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 \»
E N
° .
=) F
L ]
L
°
-4 .G
M
°
-6
S
-8

3) [resp| Represente, no plano Cartesiano, os
pontos (0,4), (1,0), (1,3), (5,1), (—2,0), (0, — 3),
(3,—4), (4,—2), (—6,2), (-3, —5) e (—4,—1).

4) Se o ponto P(x,y) estd no segundo
quadrante, quais sao os sinais de z e y?

5) Exiba no plano Cartesiano as regioes
definidas pelos conjuntos abaixo.

a) {(z,y) / v>-1/2}

6) Exiba no plano Cartesiano as regioes
definidas abaixo.

a) r>ley>1

) =3
d) 4<zx<ley=

o

7) Expresse o conjunto de pontos do primeiro
quadrante usando desigualdades.

8) Verifique, por substituigao, se os pontos
abaixo pertencem ao gréafico da equacao
correspondente.

a) y=2°— 422+ 52— 12, (4,10), (-3, -9)
b) Y= vl‘2+1, (775\/5)’ (07_1)

C) Yy = |3$ _8’? (_1/377)7 (1/37 7)
d) y=— L (=52,0), (=6, -1/8)
y_|$_2’ x_27 2a 9 9 8
2 —2r+1
e) y _x3+2x2+47<7/3)7(7 )
f) y?4+2y? —9 =12 +32zy— 13, (-2,6), (5,—-1)

9) [resp|] Usando uma tabela de pares (x,y),
trace o grafico das equacgoes abaixo, no intervalo
especificado.

a) y=-—-2r+3 z € [-2,3]
b) 3y—2x+3=0 z € [—2,4]
c) 2y+x—4 x € [—-2,06]
d) y=2"-1 z € [-2,2]
e) y:2—%x2 x € [-3,3]
f) y=—22°+4z z € [-1,3]
g) y=2*—= z € [-2,2]
h) y=+Va z € [0,4]

) y=vz+1 z€[~1,3]
j) y=1/x x € [—4,4]
k) y=|x| z € [-2,2]
) y=lz—2 z € [-1,5]
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10) [resp| Determine os interceptos e trace o 11) [resp| Represente os pontos em um sistema
grafico das equacoes abaixo. de eixos coordenados.

a) y=xz—1 e) t=3+y a) (—2,5) d) (8,-7/2)

b) y=x2>+2x—3 f) z=9°-1 b) (3,-1) e) (4,5;—4,5)

) y=3—uz/2 g) r=@w+D-2) < -4

d y=-2°+8—-12 h) z+y=2

3.2 Distancia Entre pontos

Para definirmos a distancia entre dois pontos A e B conhecendo suas coordenadas
(xa,y4) e (xp,yp), usamos o teorema de Pitdgoras em um triangulo definido com a
hipotenusa ligando os pontos A e B e um cateto horizontal e outro vertical.

D*=(zp—xa)+ (yp—ya)? ou  D=+/(xzp—x4)2+ (yp — ya)?

Também podemos usar a notacao

dist(A,B) = \/(SUB —24)%2+ (yp — ya)?

para indicar a distancia entre os pontos A e B.

ExeEmMpPLO 3.2.1: Calcule a distancia entre os pontos (4,2) e (7,6).

D* = (zp — z4)” + (yp — ya)’
= (7—4)>+ (6 — 2)*
=3+ 4°
=9+16
= 25

D=+v25=5
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Exercicios Secao 3.2

Distancia Entre Pontos

1) [resp|] Calcule a distancia entre os pontos:

a) (4,1) e) (6,4)
b) (=2, —14) £) (=3,4)
c) (=5,—2) g) (5,—2)
d) (1,—-10)

)
4) [resp| Determine a distancia entre os pontos
dados.

a) (1,3) e (4,7) b) (—1,3) e (4,9)

5) Determine as coordenadas dos pontos que se
encontram a 10 unidades da origem e tém
coordenada y igual a —6.

6) Determine as coordenadas dos pontos que se
encontram a 5 unidades da origem e tém
coordenada x igual a 3.

7) Mostre que os pontos (3, 4), (=3, 7), (=6, 1)
e (0, —2) formam os vértices de um quadrado.
Dica: Lembre das propriedades dos lados e das
diagonais de um quadrado.

8) Mostre que o triangulo com vértices (—5, 2),
(=2, 5) e (5, —2) é um triangulo retangulo. Dica:
Lembre da relagao que vale para todo triangulo
retangulo.

9) Calcule a distancia entre os pontos
Ala—3b+4) e Bla+2b—28).

10) Calcule o perimetro do triangulo ABC,
sendo dados A(2,1), B(—1,3) e C(4, — 2).

11) Determine x de modo que o triangulo ABC
seja retangulo em B, sendo dado que A(4,5),
B(1,1) e C(z,4).

12) [resp| Se P(x,y) estd a mesma distancia de
A(—=3,7) e B(4,3), qual a relagao entre z e y?

13) Dados A(z.,5), B(—2,3) e C(4,1) obtenha «
de modo que A esteja a mesma distancia de B e
de C.

14) Dados (—2,4) e (3, — 1) vértices
consecutivos de um quadrado determine os
outros dois vértices.

3.3 Equacao da Circunferencia

Quando resolvemos uma equacao queremos todas as solucoes possivel. Encontrar

apenas uma solucao em geral nao é suficiente.
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Equacao do Circulo ou Circunferéencia

66

Definimos uma circunferéncia como o conjunto de todos os pontos que estao a uma

distancia definida (raio) de um ponto dado (centro),

Dado um ponto C' = (z¢,%) e uma nimero positivo r os pontos P = (z,y) que

pertencem a circunferéncia de raio r e centro em C obedecem a relacao

dist( P,C') =r

isso é, dado um ponto C' = (¢, yp) € uma ntmero positivo r a equagao da circunfe-

réncia de raio r e centro em C é

(& = 20)* + (y — 9o)* =

Todo os pontos P que satisfizerem essa equacao estao na circunferéncia.

Exercicios Secao 3.3

Equagao da Circunferéncia

1) [resp|] Determine a equagao da circunferéncia
que possui centro em C(3,6) e raio 4.

2) Determine a equagao da circunferéncia com
raio 2 e centro em (—1,3) e esboce a
circunferéncia.

3) Verifique se os pontos (6,1), (4,5), (0,5), (5,1)
e (—2, — 3) estao dentro, fora ou sobre a
circunferéncia de raio 5 e centro (1,1). Esboce a
circunferéncia e os pontos.

4) Qual a equacao da circunferéncia de raio 4
cujo centro é a interseccao das retas
r—2y+1=0 e z24+y—2=0

5) [resp] Determine as equagdes do circulo que
satisfazem as condigoes dadas.

a) Raio 5 e centro (2, —3)

b) Raio 3 e centro (—2, —4)

¢) Raio 5 e centro na origem

d) Centro (2, —3) e passando por (5, 2)

e) Centro (—a, a) e raio 2a

6) Determine os coeficientes a, b e ¢ da equagao
do circulo, 2% + y? + ax + by + ¢ = 0, que passa
pelos pontos P, = (—2,7), P, = (—4,5) e

P; = (4,-3).

7) Construa a equagao da circunferéncia inscrita
no quadrado de vértices (1,1), (3,1), (3,3) e (1,3).

8) [resp] O centro de uma circunferéncia é

determinado pelo ponto médio do segmento P(),
sendo P(4,6) e (2,10). Considerando que o raio
dessa circunferéncia é 7, determine sua equagao.

9) [resp] O ponto P(3,b) pertence &
circunferéncia de centro no ponto C(0,3) e raio 5.
Calcule valor da coordenada b.

10) [resp| Determine a equagdo da circunferéncia
com centro no ponto C'(2,1) e que passa pelo
ponto A(1,1).

11) [resp| Determine a equagao da circunferéncia
de centro C' e raio r

a) C(0,0) P =3
b) C(2,0) r=4
c) C(-1,-2) r=5
d) C(2,4) r=1

|l
A
>
v



Plano Cartesiano e Equagoes 67

e) C(0,—-3) r=2 d) 22 +9* +8x+6y=0
f) C(R3R) r=4 e) 2?4+ y*—6x+4y—12=0

12) Qual é a equagao da circunferéncia de

14) Esboce as regides determinadas pelas
centro C(1,2) que passa por P(5,5)?

inequagoes
13) [.rosp} I.)etermir}e 0 centro ¢ o raio das a) 22 +y2<9
seguintes circunferéncias
a) (x—2)°+(y+1)° =36 b) @' +y* >4
b) (z+2)2+y>—9=0 ) (x—1P2+(1+y)*<9
¢) y?=16— 2 d) 1<2+z)?+y*<4

3.4 Equacao da Reta

Declividade de uma reta

Dados dois pontos A = (x4,y.) € B = (7,y5) que pertencem a uma reta r a declividade
desta reta é

AY _ Yp— Ya
Axr  xp— x4

m =
Nao importa que pontos sao escolhidos a declividade da reta é sempre a mesma.

Se a reta for horizontal Ay =1y, —y, =0  a declividade é nula.
Se a reta for vertical Ar =x,— 2, =0 a declividade nao existe.

Equacao da reta

A equagao de uma reta vertical (m nao existe) é
xr=a
A equagao de uma reta horizontal (m = 0) é
y=>=
A equag@o de uma reta com declividade m que passa pelo ponto (a,b) é

y—>b
9% — ()

m = ou equivalentemente y=b+m(z —a)
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Escrevendo essa equacao de forma resumida temos a equacao reduzida da reta

Yy=mx+c

Equacao geral da reta

Qualquer reta pode ser descrita pela equacao

Ar+By+C =0

Exercicios Secao 3.4

Equacao da Reta

1) Encontre a equagao da reta que passa pelo
ponto (1,3) com declividade 2. Esboce seu
grafico e verifique se os pontos (2,6), (0,0) e
(—1,1) pertencem a reta.

2) Esboce o gréfico da equagao 3z — 4y = 24.

3) Dado que o ponto (2, — 3) pertence a reta
—2x + ky + 10 = 0, determine o valor de k.

4) Encontre as inclinagoes das retas mostradas
na figura abaixo.

//
b] /
\ %
7
= 0 2 4 o
//
// 2

5) [resp] Determine as inclinagoes das retas que
passam pelos pares de ponto abaixo.

a) (4,1) e (2,3)

b) (1,2) e (=2, —4)
c) (=5,—2)e(3,—2)
d) (=4,5) e (1, - 10)
e) (6,4) e (—=3,1)

f) (—=34)e(7,2)

g) ( ) ) (_171>

h) (5,—2) e (=9,5)
)

6) [resp| Escreva as equagoes das retas definidas
pelas inclinacoes e interceptos abaixo.

a) Intercepto-y: -1; inclinagao: 4/
b) Intercepto-y: 2; inclinagao: -3/,
c¢) Intercepto-y: 4; inclinagao: -3

d) Intercepto-y: -3; inclinagao: 1/,
1/,; inclinagdo: 2

e) Intercepto-y:

)
f) Intercepto-y: 0; inclinacao: -1

7) [resp] Determine as equagoes das retas que
satisfazem as condigoes indicadas. Em seguida,
trace seus graficos.

a) Passa por (2,-1) e tem inclinagao 3
b) Passa por (1,5) e tem inclinacdo -3
c) Passa por (-2,1) e tem inclinagao 1/,
d) Passa por (6,-4) e tem inclinacao -1/,
e) Passa por (-4,8) e tem inclinagao -2
f) Passa por (-3,-2) e tem inclinacdo 3/,

8) Escreva a equagao reduzida da reta r que
passa pelos pontos A(—1,1) e B(7,25).

9) [resp] Escreva a equacao geral das retas que
passam pelos pontos
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a) (—2,0) (3,0)
b) (0,—1) (2,0)
C) (_4/370) (07 - 2)

10) Encontre as equagoes das retas que
satisfazem as condigoes indicadas.

a) Passa por (-1,-3) e intercepta o eixo-y na
ordenada 1

b) Passa por (1,2) e por (2,1)
c) Passa por (4,-2) e por (-3,-2)

d) Intercepta o eixo-y na ordenada 3 e o eixo-z
na abscissa -2

e) Intercepta o eixo-y na ordenada 2 e o eixo-z
na abscissa 1

f) Passa por (-2,-6) e intercepta o eixo-z na
abscissa 10

g) Passa por (-6,4) e por (2,-1)

h) Passa por (-2,8) e por (3,4)

i) Passa por (-5,0) e por (0,-5)

j) Passa por (3,14) e por (-4,-28)
k) Passa por (-1,2 1) e por (2,19)
1) Passa por (3,5;-0,6) e por (-2;2,7)

11) Encontre a reta definida pelos pontos

A (7/275/2) e B (_5/27 - 7/7) :

12) A reta determinada por A(a,0) e B(0,b)
passa por C'(3,4). Qual a relacao entre a e b?

13) A reta determinada por A(q,q) e B(3, — 2)
passa pela origem. Qual a relacao entre p e ¢?

14) Desenhe no plano cartesiano as retas cujas
equacoes sao

a) y=2x d) 2y+2x2=0

b) 4+y+3=0 e) r—y+5=0

c) t+y=>5 f)y x—y—4=0

69

15) Determine as equagdes das retas mostradas
na figura abaixo.

2
a) y:—gx—i—l d) y=4
b) y=5xr—2 e) v—y=-3
<) y=—2z f) 3y—x+4=0

17) Encontre as equagoes das retas que
satisfazem as condigoes abaixo. Em seguida,
trace os graficos correspondentes.

(-2, 5).
b) Passa por (-7,8) e (10, 8).

a) Passa por (-2,1) e

c) Reta vertical que passa por (3,-1).
d) Reta horizontal que passa por (6,-4).
18) Dados os pontos A(—1,2) e B(3,—1)

a) Marque os pontos no plano Cartesiano,
considerando as abscissas no intervalo [—3,5] e as
ordenadas em [—2, 3].

b) Determine a equagao da reta que passa pelos
pontos. Trace essa reta no grafico.

¢) Determine a ordenada do ponto dessa reta no
qual a abscissa vale 1.

d) Determine a abscissa do ponto da reta que
tem ordenada 0.
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3.5 A Reta Tangente

A Reta Tangente a uma Circunferéncia A reta tangente a uma circunferéncia é a
reta que toca a circunferéncia em um tnico ponto.

A Reta Tangente a uma Curva A reta tangente a uma curva qualquer é a reta que
“apenas toca” a curva em um ponto.

3.6 Posicao Relativa de Retas

Posicao relativa de retas

Paralelas As retas nunca se encontram
Concorretes As retas se encontram um um ponto

Perpendiculares As retas s@o concorrentes e fazem um angulo reto (90°) entre elas

Retas Paralelas

Duas retas, r e s, sao paralelas, se e somente se, suas declividades sao iguais
my = Mg

ou ambas as retas sao verticais (a declividade nao existe). Se r é paralela a s
escrevemos 1 // s.

Retas Perpendiculares

Duas retas, r e s, sao perpendiculares, se e somente se, suas declividades obedecem a
relacao

mr B
ms

ou uma reta é vertical e a outra horizontal. Se r é perpendicular a s escrevemos
r L s.

|l
A
>
v



Plano Cartesiano e Equagoes 71

Intersecao Entre Retas

Duas retas concorrentes tem um ponto em comum, esse ponto satisfaz as equacoes
de ambas as retas. Assim, para encontrarmos esse ponto basta resolvermos o sistema
de equacoes lineares composto de ambas as equacoes de reta. Por exemplo se

queremos encontrar o ponto de intersecao entre as retas r: a,z + b,y + ¢, = 0 e

s: asx + byy + ¢ = 0 devemos resolver o sistema

ar + by + ¢ =0

Se desejarmos podemos escrever esse sistema na sua forma matricial AX = B

a/'," bfr :U - CT

ag bs ) —Csg

Dessa forma podemos usar o determinante da matriz A para verificarmos se as retas

possuem ou nao um ponto em comum.

Exercicios Secao 3.6

Posicao Relativa de Retas

1) Se a reta que passa pelos pontos (1,a) e
(4, — 2) é paralela a reta que passa pelos pontos
(2,8) e (—7,a+4) qual o valor de a?

2) Determinar o ponto onde as retas
3y+3r —2=0¢e 3y —x =1 se cruzam.

3) Encontre uma equacao para a reta que passa
pelo ponto (2,3) e é paralela a reta com equagao
3z +4y —8=0.

4) Encontre uma equagao para a reta que passa
pelo ponto (—1,3) e é paralela a reta que passa
pelos pontos (—3,4) e (2,1).

5) Encontre uma equagao para a reta que passa

pelo ponto (—2, — 4) e é perpendicular a reta
com equacao 2z — 3y — 24 = 0.

6) Encontre uma equacao para a reta que passa
pelo ponto (=2, — 4) e é perpendicular a reta
com equacao 2z — 3y — 24 = 0.

7) Construa a equagao da reta s que passa pelo
ponto (1, — 1) e é perpendicular a reta r,
definida pela equagao 2y = x + 4.

8) Determine a intersecao entre as retas
rT+2y=3e2x+ 3y =2>5.

9) Mostrar que as retas 2x + 3y — 1 =0,
r+y=0e3z+4y —1 = 0 se encontram no
mesmo ponto.
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3.7 Revisao
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1) Qual a equagao da circunferéncia de raio 3
cujo centro é a interseccao das retas
r—2y+1=0ex4+y—2=0.

2) Construa a equagao da reta s que passa pelo
ponto (2, — 2) e é perpendicular a reta r,
definida pela equagao 2y = x + 4.

3) Dada a circunferéncia ¢ definida pela equagao
(r — 1)+ (y + 1)? = 9, construa as retas r e s
tangentes a circunferéncia nos pontos (4, — 1) e
(1,2), respectivamente. Qual o ponto de
intersecgao das retas r e s? (Dica: esboce a
circunferéncia e as retas.)

4) Dada a circunferéncia ¢ definida pela equagao
(r — 1)+ (y + 1)? = 4, construa as retas r e s
tangentes a circunferéncia nos pontos (—1, — 1) e
(1,3), respectivamente. Qual o ponto de
interseccao das retas r e s?

5) Dada a circunferéncia ¢ definida pela equagao
(r — 1)+ (y + 1)? = 4, construa as retas r e s
tangentes a circunferéncia nos pontos (—1, — 1) e
(1, — 3), respectivamente. Qual a distancia do
ponto de interseccao das retas r e s até o centro
da circunferéncia?

6) Sejam
1. a circunferéncia u dada por

(-1 +(@y -2 =4

ii. a circunferéncia v dada por
(z+2)?=9—1y

iil. a reta r que passa pelos pontos

(0,—-3) e(3,—-1)

iv. areta s dada pela equagao

204+ 3x =5

a) llustre as formas geométricas definidas.

b) Calcule a distancia entre os centros das
circunferéncias u e v.

c) Escreva a equagao da reta a que passa pelos
centros das circunferéncias u e v.

d) Qual a declividade da reta a?
e) Qual a equagao da reta r?

f) Qual a relagdo entre a reta r e a reta a (elas
sao paralelas, concorrentes, perpendiculares)?

g) Escreva a equagao da circunferéncia com
centro na origem e que passe pelo centro da
circunferéncia wu.

h) Escreva a equagao da reta paralela a reta r
que passa pela origem.

7) Encontre uma equagao para a reta L que
passa pelo ponto (—2,4) e satisfaz a condigao

dada.

a) L é uma reta vertical.

b) L é uma reta horizontal.

¢) L passa pelo ponto (3,7/2).

d) A intersecgao x de L é 3.

e) L é paralela a reta bx — 2y = 6.

f) L é perpendicular a reta 4z + 3y = 6.

8) Sabendo que formula para calcular a
distancia entre uma reta, r: ax + by +c =0, e
um ponto, P(zo, o), ¢

_awo + byo + ¢

d(r,P) = W

Calcule a distancia entre a reta e o ponto dados

a) r:3rx+4y+2=0 P(—-1,1)
b) mmz+y—1=0 P(2,1)
c) riy=2x+1 P(0,—1)
d) my==x P(0,1)

9) Sabemos que a reta tangente a uma
circunferéncia é perpendicular ao seu raio.
Usando essa informacao, calcule a equagao da
reta tangente a circunferéncia 2% 4+ y?> — 25 =0
que passa pelo ponto (3,4).
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10) Determine se as afirmagoes dadas sao
verdadeiras ou falsas. Se verdadeiras, explique
porqué. Se falsas, justifique através de um
exemplo.

a) O ponto (—a, —b) é simétrico ao ponto (a, b)
em relagao a origem.

b) Se a distancia entre os pontos P;(a, b) e
Py(c, d) é D, entdo a distancia entre os pontos
Pi(a, b) e Ps(ke, kd), (k # 0), é dada por |k|D.

c¢) O circulo com equagao kx® + ky? = a>

situa-se dentro do circulo com equagao
2?2 + y? = a?, desde que k > 1.

d) Sejam (z1,y1) e (x9,y2) dois pontos no plano
xy. Mostre que a distancia entre os dois pontos ¢é
dada por

d=/(z2 — 1) + (y2 — y1)?

11) [resp| Determine o perimetro do triangulo
ABC que é descrito as seguintes condicoes

a) O vértice A pertence ao eixo-z
b) O vértice B pertence ao eixo-y
¢) A reta que contém BC' tem equacao x —y =0

d) A reta que contém AC' tem equacao
r+2y—3=0

12) Determine a posicao relativa de cada par de
retas

a) 2r—y+3=0 4z —2y=—6
b) 2z—y+5=0 3z—6y=-3
c) r—2y+3=0 2zx+4y+3=0

d) 22—y+3=0 4dr—2y+10=0

e) 2e+4y+3=0 4z —2y=—6

13) Para quais valores de k as retas
(k—1z+6y+1=0eda+ (k+1)y—1=0sao
paralelas?

14) Ache a equagao da reta que passa pelo
centro da circunferéncia (z —3)* + (y —2)? =8 e
¢ perpendicular a reta x —y — 16 = 0.
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15) Um quadrado tem vértices consecutivos
A(5,0) e B(—1,0). Determine as equagoes das
circunferéncias inscrita e circunscrita ao
quadrado.

16) Encontre a regiao do plano cujos pontos
P(z,y) satisfazem as relagoes x +y < 2 e
2?2 + 9% < 16, esboce essa regiao.

17) Resolva os sistemas de inequagoes

18) Sejam os conjuntos

A={(zy) / 2*+y* <25}
B={(xy) / (x—-1)*+(y—1)* <16}

Determine

a) AUB c) A—-B
b) ANB d) B-A

19) Encontre os pontos onde a circunferéncia
(x —1)*+ (y — 2)* = 29 encontra o eixo-z.

20) Encontre os pontos onde a circunferéncia
(r —1)? 4+ (y — 2)* = 26 encontra o eixo-y.
Desafio

21) Ser e s sao retas paralelas e AX = B é o

sistema linear construido para calcular o ponto
de intersecao entre elas, determine det A.
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Nesse capitulo apresentamos a definicao de fungoes suas principais propriedades e
uma lista das fungoes reais mais comuns. A partir desse ponto todas as atividades
empregarao funcoes.

4.1 Definicao de Funcao

Definicao de Funcao

Uma funcao f é uma relacao que associa a cada elemento z de um conjunto D,
chamado dominio, um tnico elemento y = f(z) de um conjunto C. Usamos a seguinte
notacao para indicar o dominio e contradominio de uma funcgao

f:D—=C

|l
A
>
v



Funcoes 75

EXEMPLO 4.1.1: Os precos dos produtos de uma loja sao uma funcao.

Os itens a venda sao compoem o dominio e os valores sao o contradominio.

A forma como os valores sao atribuidos para cada idem nao é importante. O
valor pode ser determinado por uma tabela onde o vendedor escolhe o preco de
cada idem de forma arbitraria, ou pode existir uma regra para calcular o preco
a partir do peso ou comprimento do item comprado.

O que jamais pode acontecer é um produto a venda nao possuir um preco ou
possuir dois precos diferentes. Esses dois casos geram problemas e sao proibidos
na definicao de funcoes.

EXEMPLO 4.1.2: Quantidade de chuva precipitada em uma regiao a cada dia.

Note que nesse exemplo s6 podemos saber o valor da funcao, isso é, a quantidade
de chuva, nos dias em que fizemos a medicao. Mas o valor existe para todos os
dias, sendo zero para dias sem chuva e algum valor que desconhecemos para os
dias chuvosos.

O fato de nao sabermos a quantidade de chuvas em um determinado dia nao
muda o fato de que esse valor existe e é bem determinado.

Note que nao é necessario que exista uma formula matemaética para calcular o valor
da funcao. O que é necessario é que exista um tnico elemento no contradominio para
cada elemento do dominio.

Esses elementos nao precisam nem mesmo ser valores numéricos. Porém, aqui estamos
interessados em funcoes reais, isso é funcoes que recebem um numero real e retornam
um nuamero real

f:rDeR—-R

Seja D o dominio e C' o contradominio de uma funcao f, que associa a x € D um
valor y € C'. Nesse caso,

1. Todo elemento de D deve estar associado a um elemento de C', ou seja, f deve
estar definida para todo elemento x do dominio D.
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2. Nem todo elemento de C precisa estar associado a um elemento de D.

3. Um elemento de D nao pode estar associado a dois elementos de C, ou seja, a
funcao nao pode fornecer dois valores de y para um unico de x.

4. Um elemento de C pode estar associado a mais de um elemento de D, ou seja,
dois valores de x podem estar associados a um mesmo y.

Observe que f é o nome da fungao e f(z) é o valor que a fungao associa a z.

Conjunto imagem

Dada uma fun¢ao f, com dominio D, denominamos conjunto imagem (ou simples-
mente /m) o conjunto de todos os valores f(x) obtidos a partir de x € D.

Exercicios Secao 4.1

Definicao de Funcao 6) [resp] Seja f a funcdo definida por
1) [resp| Seja f a fungao definida por 2+1, sex <0
flz) =
f(z) =5z+6 VT, sex >0

Calcule f(3), f(—3), f(a), f(—a) e f(a+ 3). Calcule f(—2), f(0) e f(1).

2) [resp| Seja g a funcao definida por 7) [resp| Seja f a funcao definida por
g(x) = 32> — 6z — 3 —322+3, sez <1
Calcule ¢(0), g(—1), g(a), g(—a) e gla + 1). o= {2$2 +1, sex=>1
3) [resp] Seja h a fungdo definida por Calcule f(—1), £(0), f(1) e f(2).
h(z) =2 -2 +z+1 8) [resp] Determine se o ponto dado pertence ao

grafico da fungao

Calcule h(—5), h(0), h(a) e h(—a). 8) g@) =vE—1 (2.3)

4) [resp| Seja s a fungao definida por

3+l
2 b) f<x>——x2+7+2
) =71 (3,3)
Caleule s(4), 5(0), s(a), s(2 +a) e s(t + 1). o) f(t) = |§ . 1| (2. _3)
5) lresp] Seja f a fungéo definida por 9) [resp] Determine o dominio de cada fungao
flz)=2+2v5 -z a) flz)=12+3
Caleule f(~4), £(1), /(1s) e f(z +5). b) flz) = 2

c) flx)=va2+1
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d) flx)=+vb—=z h) f(y):#
e) flz)=+v2z%+3 f(=1), f(3), f(4), flz+2) e f(4—=)
) = —F 12) [resp| Verifique algebricamente se as
) 1) r? -1 equa(icéels ?baéxoqpermiem a definicao de y como
1 uma funcao de .
8 fo)= 5.5 2) 12— 2y=0
h) f(z) = (z+3)*? b) 22 —y+9=
i) f(x):vx;_—j ) z—yP+4=
d) vr—24y=3
r—1
) 1@)= e Q) (x =3 +y=1’
10) [resp| Dada a funcao f definida pela férmula f) @-1"+ (-2’ =
flz) =22 +1 8 y—2=0
h) v’ —x=
determine ‘
i) 2z-3|+y=
a) f(1) d) f(v2) ) lyl=z+5
b) f(0) e) f(—V2) 13) [resp| Determine o dominio das fungoes.
c) f(=1) ) flu+w) a) f(zr)=3x+2
11) [resp| Calcule as fungées nos pontos b) f(z) = 1
indicados. T =2
a) f(z)=-2(x+1) c) f(x):2x1+5
f(_2)a f(_1>7 f(0)7 f(l)a f(a) e f(_a)
2 4) g(z) = Vo T9
b) g(y) =3(y —2)
9(=2), 9(-1), 9(0), g(1) € 9(2) ® fle)=v5 -2
) he) - 221 ) f@) =iz =3
22— 1 g) p(r) = vz -2
h(0), h(—=2), h(1/2), h(a) e h(a — 1) -
d) f(w):w_E b) f(x):5a:—13
- 1/a 12 z) e % i Sz +1
i 1)f/1),f( ), f({/fe) e f(22) ) 9(@) = —=
e) f(y):E i) h(gj):%l_1
F(=1), f3), F({s), f(2x) e f(1/=2) 2
£) fly) =vVT=5+5 k) f(z)= xJ:lx
f(5), £09), f(#5/1) e f(z +5)
e ) f@) =L
g Y) = 1+ :
f(0)7f(4)7f(1/4)7 f(9x)ef(x—1) m) f({E): \/5_3
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z—1
n) flz)= oz —7
o) @) = =
1
p) f(z)= T4 +2

q) f(z)=V16 —2?
1) flx)=vVz—1+Vb—x

14) [resp] Usando o teste da reta vertical,
indique quais gréaficos representam funcoes.

a) b)

diD)

[ |
15) [resp| Esboce o grafico de cada uma das

fungoes abaixo com base em uma tabela de
valores da funcao em pontos que vocé escolheu.

a) f(r)=5
b) f(x)=2z+1

c)fuyz—%+2

f(z) = f(a)

16) [resp] Calcule para as fungoes e

os valores de a fornecidos abaixo. Simplifique os
resultados e suponha sempre que os
denominadores sao diferentes de zero.
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a) f(z) =3z +4,
b) f(z) = 2®+6,
17) [resp] Calcule

fla+h) = f(a)
h

para as funcgoes e os valores de a fornecidos
abaixo. Simplifique os resultados e suponha
sempre que os denominadores sao diferentes de
Zero.

a) flz) =2z -5,
b) f(x) =2 =3z,

a=206
a=1

18) Define-se como ponto fixo de uma fungao f
o numero real x tal que f(x) = x. Seja dada a
funcao

1
= 1
)= 7+
a) Calcule os pontos fixos de f(z).

Q

)
b) Trace o grafico da fungao f e o gréfico de
(x) = z, indicando os pontos calculados no item

a).

19) [resp| Esboce o grafico e determine o
dominio e a imagem da funcao

—

c) f(

d) flx)=+vx—-1

e) fle)=vV1—-1x
ORI

20) [resp| Determine os interceptos das fungoes

a) y=-—-2r+3 b) y=3-2°
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4.2 Graficos

Gréafico de Uma Funcao

O grafico de uma funcao f é o conjunto de todos os pontos (z,y) no plano zy tal que
x estd no dominio de f e y = f(x).

Teste da reta vertical

Um grafico no plano Cartesiano representa uma funcao se, e somente se, nenhuma
reta vertical o intercepta mais de uma vez.

Interceptos

Intercepto-x ou Raiz é a coordenada x onde o grafico cruza o eixo-z.
Para encontra-lo fazemos y = 0 e resolvemos a equacao resultante.

Intercepto-y é a coordenada y onde o grafico cruza o eixo-y.
Para encontra-lo avaliamos a fungao em x = 0, isso é, y = f(0).

Funcoes pares e impares

Uma funcao f é par se seu grafico é simétrico com relacao ao eixo-y, isto é, se

para todo x no dominio de f.

Uma funcao f é impar se seu grafico é simétrico com relagao a origem, isto é, se

para todo x no dominio de f.
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Exercicios Secao 4.2

Graficos

1) [resp|] O gréfico de uma funcdo f é mostrado
abaixo. Com base no grafico, determine

<
»

B N

S Y e e |

=V

-3 210 1 2 3 4 5
=t

a) os valores de f(—2), f(0) e f(4);

b) o conjunto imagem de f;

c) os pontos em que f(x) = 2;

d) os pontos em que f(z) < 1;

e) os pontos de maximo e minimo local;

f) os intervalos de crescimento e decrescimento.
2) Seja f a funcao definida pela regra

flz)=2>—2—6

a) Determine o dominio de f.

b) Calcule f(z) para
v=—-3,-2-1,0,11,2,3

c) Use os resultados obtidos nos itens anteriores
para esbocar o grafico de f.

3) Seja f a funcao definida pela regra

flx)=22>+z—3

a) Determine o dominio de f.

b) Calcule f(z) para
r=-3,-2,-1,0,1/2,1,2,3

c) Use os resultados obtidos nos itens anteriores
para esbocar o grafico de f.

4) Esboce o grafico de cada fungao dada.
Determine o dominio e a imagem da fungao

a) f(z)=22+1
b) flz)=2+Vz
0 glz)=4—

d) f(z)=vV1—x
&) f(&)=la| -1
f) flz)=lz[+1
x, sexr <0
8) f(x):{Q:v—i—l, sex >0
—xr+1, sex <1
h) f(x):{xQ—l, sex > 1

5) A figura abaixo mostra o grafico de
f(z) =2 +32° — 62 — 2

e areta y = 6. A partir do gréafico, indique as
solugoes de f(x) > 6.

AN

(4 2 \\/ 2 E

-10

=20

6) O gréfico de uma fungao f é mostrado
abaixo. Com base no gréfico, determine

=V
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a) o conjunto imagem de f;
)

o

os zeros de f;

@]

) os pontos em que —3 < f(z) < 0;

o,

) os pontos de maximo e minimo local;

e) os intervalos de crescimento e decrescimento.

7) O gréfico da funcao f(z) =v—22+2x+3 ¢
mostrado abaixo. Com base no grafico,
determine

fx) 4

=V

a) os valores de f(0), f(0,5) e f(2);

b) o dominio de f;

¢) o conjunto imagem de f;

d) os zeros de f;

e) os intervalos de crescimento e decrescimento;

f) os pontos de méximo e minimo local.

8) Dada a fungao f cujo grafico é representado
abaixo, determine, para o dominio especificado,

S 4

\)/\ N

a) os valores de f(—1), f(2) e f(3);
b) os valores de x para os quais f(x) = —0,5;

c) os valores de x para os quais f(z) < —1;
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d) os intervalos em que f é crescente e
decrescente;

e) os pontos de maximo e minimo local de f e
os valores da fungao nesses pontos.

9) O gréfico de uma funcao f ¢ mostrado
abaixo. Com base no grafico, determine

VA
6

il 4

-4 /2 |0 42 4 6
=2

a) o dominio de f;
b) o conjunto imagem de f;
¢) os pontos em que f(x) > 1;

d) os intervalos de crescimento e decrescimento.

10) O gréfico da fungao f é mostrado abaixo.
Com base no grafico, determine

-
»
»

I - RN

3 2410 1 2 3 4 5
=1

a) o conjunto imagem de f;
b) os zeros de f;
c) os intervalos de crescimento e decrescimento;

d) os pontos de méximo e minimo local.

11) O gréfico da fungao f é mostrado abaixo.
Com base no grafico, determine
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VA

=V

a) o conjunto imagem de f;

b) os pontos em que f(z) < 2,5;

c¢) os intervalos de crescimento e decrescimento;
d) os pontos de maximo e minimo local.

12) O gréfico da fungao f é mostrado abaixo.
Com base no grafico, determine

‘A

»

D W B

=V

a) o dominio de f;

b) o conjunto imagem de f;

c¢) os intervalos de crescimento e decrescimento;
d) os pontos de méximo e minimo local.

13) O gréfico abaixo mostra a populagao rural
das regioes norte e centro-oeste do Brasil, ao
longo do tempo, segundo o IBGE.

45

—e—Norte
4,0

—eo—Centro-Oeste

Milhdes

1,0
1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

Ano
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a) Determine em que periodo a populagao rural
da regiao norte superou 3 milhoes de habitantes.

b) Determine em que periodo a populagao rural
da regiao centro-oeste superou 2 milhoes de
habitantes.

¢) Fornega os intervalos de crescimento e
decrescimento da populacao rural das duas
regioes.

d) Indique em que décadas do século XX o
crescimento da populacao rural da regiao norte
foi mais intenso.

e) Determine os pontos de maximo e minimo
local dos gréficos.

14) A producao brasileira de milho e soja, em
milhoes de toneladas, no periodo compreendido
entre as safras de 2005/06 e 2014/15 é mostrada
abaixo. Os dados foram extraidos das séries
histéricas fornecidas pela CONAB — Companhia
Nacional de Abastecimento.

100,0
90,0
80,0

70,0

60,0 _
——Milho

——Soja

Milhdes de toneladas

50,0

40,0
2005/06 2006/07 2007/08 2008/09 2009/10 2010/11 2011/12 2012/13 2013/14 2014/15

Safra

a) Determine em que safras a producao de soja
foi maior ou igual a 60 milhoes de toneladas.

b) Determine em que safras a produgao de
milho foi superior a 70 milhoes de toneladas.

c¢) Fornega os intervalos de crescimento e
decrescimento da producao de soja.

d) Indique entre quais safras houve o maior
crescimento da producao de milho. Fornega esse
crescimento.

e) Indique entre quais safras houve a maior
queda da producao de soja. Calcule em quantas
toneladas a produgao foi reduzida.
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f) Determine o crescimento percentual da
producao de milho e de soja entre as safras de
2005/06 e 2014/15.

g) Determine os pontos de maximo e minimo
local dos gréficos.

15) Daé-se o nome de taxa de ocupagao ao
percentual de pessoas ocupadas em relagao ao
nimero de pessoas dispostas a trabalhar. O
grafico abaixo mostra a taxa de ocupagao na
regiao metropolitana de Sao Paulo, em junho de
cada ano, segundo o IBGE.

95
94
93
92
91

90

%

89

88

87

86

85
2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Ano

a) Determine entre quais anos consecutivos
houve o maior aumento do desemprego em junho,
ou seja, a maior variacao negativa da taxa de
ocupacao.

b) Determine entre quais anos consecutivos
houve o maior aumento da taxa de ocupacao em
junho. Calcule a variagao da taxa nesse caso.

¢) Determine em que anos a taxa de ocupagao
foi superior a 90%.

d) Fornega os intervalos de crescimento e
decrescimento da taxa de ocupagao.

e) Determine quais anos apresentaram a maior e
a menor taxa de ocupacao em junho.

16) Sejam dadas as fungoes f(x) =z/6 —2 e
g(x) =3 —2x/3.

a) Exiba os gréficos de f e g no plano
Cartesiano.

b) Determine para que valores de x a
desigualdade f(x) < g(x) é satisfeita.

17) Dadas as fungoes f e g cujos graficos sao
representados abaixo, determine, para o dominio
especificado,

83

a) os pontos nos quais f(x)
)

b

<0,
> 0,

5;
os pontos nos quais g(x) 5;
¢) os pontos nos quais f(z) > g(x);

d) os intervalos em que f é crescente ou
decrescente;

e) os intervalos em que g é crescente ou
decrescente;

f) os pontos de méximo e minimo local de f e o
valor da funcao nesses pontos;

g) os pontos de maximo e minimo local de g e o
valor da funcao nesses pontos;

h) valores aproximados para os zeros de f.

18) Complete os graficos das fungoes abaixo,
supondo que eles possuem o tipo de simetria
indicado.

a) f(x) é impar.

—~

b) f(x) é

mpar.
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c) f(x) é par.

=N Wi

d) f(x) é par.

LSRR S ]
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19) [resp| Determine algebricamente se as
funcoes abaixo sao pares, impares ou nao
possuem simetria.

a) f(z)=

b) f(z) = -2z

c) fl&)=2z-1

d) flz)=2>-1

e) f(r)=2">-3

f) flz)=2>—4x+4
g) flz)=—-2"+2z
h) f(z)=22°—2*+=x
i) f(z)=2%-3z*+22-15
D @)= o

k) f(x) ==

D) flz) =ave

m) f(z) = |z|

20) Levando em conta a simetria, trace os
graficos das fungoes dos itens (d), (f), (i) e (j) do
exercicio anterior.

4.3 Algumas Funcoes Comuns

Funcao Constante

A funcao constante retorna sempre o mesmo valor nao importando o valor da variavel

flz)=c
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Funcao Afim

Uma funcao f é chamada afim se pode ser escrita na forma
f(x) =mx+0b

em que m e b sao coeficientes reais constantes.

O grafico de uma funcao afim é uma reta, nao vertical, m ¢ a declividade do grafico
da funcao e b é o intercepto-y

Funcao Potencia

Dada uma constante natural n, uma funcao na forma

flw) =a"

é chamada funcao poténcia.

As principais caracteristicas da fungao poténcia sao:

1. O dominio de f é R.
2. O conjunto imagem é R se o expoente é impar e é [0,00) se o0 expoente é par.
3. Ha um tnico zero em x = 0.

4. Quando o expoente é par, f é decrescente para x < 0, e crescente para x > 0.

Ot

Quando o expoente é impar, f é crescente em (—o00, 00).

Nao ha maximos locais.

U o

A funcao tem um ponto de minimo local em x = 0 quando o expoente é par, e
nao tem minimos locais quando o expoente é impar.

8. Quando o expoente é par, f é par, quando o expoente é impar, f é impar.
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Funcao Raiz

Dada uma constante natural n maior que 1, uma funcao na forma

é chamada funcao raiz.

Também podemos representar uma funcao raiz na forma de uma poténcia

fle) = Y5 =a

As principais caracteristicas da funcao raiz sao:
¢ O dominio é R se o indice n é impar, e é [0,00) se n é par.
< O conjunto imagem ¢é R se o indice é impar e é [0, c0) se o indice é par.
< H& um unico zero em z = 0.
& A funcao é crescente em todo o dominio.
< Nao ha maximos ou minimos locais.

< Quando o indice é impar, f é impar.

Funcao Reciproca

Funcoes na forma

em que n é um numero natural, sao chamadas funcoes reciprocas.

As principais caracteristicas das funcoes reciprocas sao:

1. O dominio inclui todos os valores reais, exceto o zero.

2. O conjunto imagem é (—o0,0) U (0,00) se o expoente é impar e (0,00) se o
expoente é par.

3. A funcao nao tem zeros.

4. Quando o expoente é impar, a funcao é decrescente em todos os pontos do
dominio. Ja quando o expoente é par, f é crescente para x < 0 e decrescente
para x > 0.

Nao ha maximos ou minimos locais.

(@
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Funcoes Definidas por Partes

Em geral precisamos trabalhar com fungoes que nao podem ser facilmente descritas
por uma expressao simples. Um desses casos é quando a fungao tem comportamentos
diferentes em partes diferentes do seu dominio, isso é, em cada parte do dominio ela
é definida por uma expressao diferente.

p

fi(z), sex € A

o) = ¢ :fz(x), se'x c A,

| fo(z), sex€A,

As partes A; do dominio devem ser disjuntas e cobrir todo o dominio

A1UA2U"'UAn:Df e AzﬂAj:(/) Sei#]'

ExEmMpPLO 4.3.1:

Essas sao fungoes definidas por partes

2) f(x){l_x’ se x <0

r+22, sex>0

—1, sex <0
b) f(z)= 0, sex=0
1, sex >0

Funcao Modulo

A funcao valor absoluto ou funcao modular é uma funcao definida por partes, dada
por

—x sex <0

f<x>—|x—{ roer

As principais caracteristicas da funcao médulo sao:

< O dominio é R.
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& O conjunto imagem ¢é [0, 00).

<& Ha um zero em z = 0.

88

& A fungao é decrescente em (—o00,0) e crescente em (0, 00).

< Nao ha maximos locais.

< Ha um unico ponto de minimo local, em x = 0.

<& A fungao é par.

Exercicios Secao 4.3

Fungoes Mais Comuns

1) Considerando que f é a funcao descrita pelo
grafico

3

2

Determine:

2), f(=1),

a) as raizes de f e os valores de f(—
(1) e f(4),
)

b) o ponto onde a funcao cruza o eixo y,
c) os intervalos onde a fungao é crescente,
d) os intervalos onde a fungao é decrescente.

2) Determine se a equagao define y como uma
funcao de afim de x, se isso ocorrer, escreve a
equacao na forma y = max + b.

a) 2x+3y =26 d) 2x—4y+9=0
b) —2x+4y=7 e) 22° —8y+4=0
c) r=2y—4 f) 3vz +4y=0

3) Determine se a fungao dada é uma funcao
polinomial, racional ou de algum outro tipo. Dé
o grau de cada funcao polinomial.

a) f(z)=3z%-222+1

x2—9
z—3

b) flx) =

c) G(z)=2(z*-3)3
d) f(t) =22 +3V%
3421 —1
Q) fla)=""200

) f(t) =22 +tV5

4) Determine as constantes m e b na funcao
afim f(x) = mx + b, de modo que f(0) =2 e
£(3) = 1.

5) Determine as constantes m e b na fungao
afim f(x) = ma + b, de modo que f(2) =4 e que
a reta correspondente ao grafico de f tenha
declividade —1.

6) Considerando que f é a fungao descrita pelo
grafico

3

Determine:

2), f(=1),

a) as raizes de f e os valores de f(—
(1) e f(4),
b) o ponto onde a fungao cruza o eixo y,

c) os intervalos onde a fungao é crescente,

d) os intervalos onde a fungao é decrescente.
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7) Determine o dominio e esboce o grafico das
funcoes

a) f(z)=
) flz)=27"°

8) Esboce o gréfico e determine o dominio e a
imagem da fungao
a)

f(@) = Vel =
b)guvz{z‘L

In |x|

o

sex <0

1—22 sex>0

9) Considerando a fungao

22 —1

se <0
se £ >0

a) Avalie f para x igual a —2, — 1,0,1,2
b) Esboce o grafico de f
c) Para quais valores de x temos f(z) =1

d) Explicite a formula da fungao

g(z) = f(Jz - 1])

10) Considerando a funcao

2—23 se x<0

fz) =

22—z se x>0

a) Avalie f para z igual a —2, — 1,0,1,2
)

b) Esboce o grafico de f
c) Para quais valores de x temos f(z) =1

d) Explicite a formula da funcao

g(z) = f(Jz - 1|)

11) Determine o dominio e esboce o grafico das
funcoes

a) f(x)
b) flz)=a""

¢) f(z)=2°
d) f(z)=/]z|

12) Esboce o grafico, determine o dominio,
imagem e interceptos das fungoes

=Inxz
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a) f(x)
b) f(z) =
c) flz) =22 -2z —4=2(z+1)(z—2)

2+ 5
5

13) Esboce o gréfico de cada uma das fungoes
abaixo com base em uma tabela de valores da
funcao em pontos que voceé escolheu.

2) f@)=3-20  d) f(2)

-
b) flz)=22>-3 e fla)=Vi+taz

c) fla)=(a-1)? ) f(z)=2/
14) [resp| Calcule o valor das fungoes abaixo nos
pontosx =—-2;x=—-1;,2=0;2=05,x=1¢
% = 2

34z, sex<-—1
a) flz)= {2 — 3z, sex>—1

r, sex<]1
¢, sex>1

15) Trace o grafico das fungoes abaixo para

€ [—2,4].

1—2, sex <2
&) f(x):{x sex > 2

1, sex <0
b) f(m):{—l sex >0

0, sex <1
¢) f(x):{:r?—l sex>1

16) Dada a fungao f cujo gréfico é representado
abaixo, determine, para o dominio especificado,
S04

\;/s
r

a) o dominio e a im-gem de-f;

b) os valores de f — —1,5)- f(0) e f(2);

= 4 A >
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c¢) os pontos nos quais f(z) > 0,5; b)

d) os intervalos em que f é crescente ou
decrescente;

e) os pontos de maximo e minimo local de f e \
os valores da fungao nesses pontos.

17) As figuras abaixo mostram os graficos de
funcoes definidas por partes. Escreva a expressao e
de cada func¢ao e determine seus dominios.

a") V&

4.4  Funcoes Polinomiais

Funcao Polinomial

Seja dado um nimero inteiro nao negativo n, bem como os coeficientes reais ag, a;,
..., Gy, com a, # 0. A funcao definida por

f(@) = apa” + ap_12" '+ -+ + ag

é denominada funcao polinomial de grau n, com relacao a x.

ExXEmMPLO 4.4.1:

Essas funcoes sao exemplos de fungoes polinomiais

f(x)=c Fungao constante (polinémio de grau 0)
f(x) =mx+b Fungao linear ou afim (polinomio de grau 1)
flz)y ==z Funcao poténcia de grau n
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Funcao Quadratica

Sejam dados os coeficientes reais a, b e ¢, com a # 0. A fun¢ao definida por
f(z) = az® +bx + ¢

¢ denominada funcao quadratica.

O gréfico de uma funcao quadratica tem um formato caracteristico, similar a uma
letra “U” mais aberta, e é chamado parabola.

Ponto de méximo ou minimo da funcao quadratica

Dada a fungao quadrdtica f(z) = az?® 4+ bx + ¢, com discriminante A = b* — 4ac.

1. Sea >0, f tem um tnico ponto de minimo em z* = —%
O valor minimo de f é dado por f(x*) = —%

2. Se a <0, f tem um unico ponto de maximo em x* = —%
O valor maximo de f é dado por f(z*) = —%

Graficos de Funcoes Polinomiais

De forma geral, o grafico de uma funcao polinomial possui as seguintes caracteristicas
1. Ele é continuo, ou seja, ele nao contém buracos, saltos (descontinuidades
verticais) ou falhas (descontinuidades horizontais).

2. Ele ¢é suave, ou seja, ele nao possui mudancas bruscas de direcao ou inclinacao.
Essas mudancas sao denominadas informalmente de quinas ou bicos.
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Infinito

Dizemos que uma grandeza a tende para infinito quando seu valor cresce arbitraria-
mente. Indicamos essa ideia pela notacao

a — 00
Se o valor de a decresce indefinidamente dizemos que a tende a menos infinito

a — —o0

Atencao: oo nao é um numero e portanto nao obedece as regras de contas com
nuimeros

Comportamento Extremo

Dizemos que uma funcao f tende ao infinito quando x cresce se ela assume valores
arbitrariamente grandes quando x assume valores arbitrariamente grandes. Nesse
caso, usamos a notacao

f— o0 quando x — 00

Dizemos que f tende para infinito quando x decresce se ela assume valores arbitrari-
amente grandes quando x assume valores negativos arbitrariamente grandes. Nesse
caso, escrevemos

f— o0 quando xr — —00

Teste do coeficiente dominante

O comportamento extremo da fungao polinomial de grau n

1

p(z) = apz”™ + ap12" "+ -+ arr + a

depende de n, bem como de a,, o coeficiente dominante (ou principal) do polinémio,
isto €, o coeficiente de seu monomio de maior grau.

1. Se n é impar, temos duas situacgoes, dependendo do sinal de a,,
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(a) Se a, > 0, entao p decresce ilimitadamente (p — —o0) quando z — —oo e
p cresce ilimitadamente (p — o) quando z — oc.

(b) Se a, < 0, entao p cresce ilimitadamente (p — o0) quando z — —oo e p
decresce ilimitadamente (p — —o0) quando x — 0.

2. Se n é par, temos duas situacgoes, dependendo do sinal de a,,

(a) Se a, > 0, entao p cresce ilimitadamente (p — oo) quando xr — —oo ou
quando x — 00.

(b) Se a,, < 0, entao p decresce ilimitadamente (p — —o0) quando z — —o0
ou quando x — oo.

Teorema do Fator

Um polindémio p(x) tem um fator (r — a) se e somente se a é um zero de p(x), ou
seja, se p(a) = 0.

Numero de Zeros Reais de um Polinomio

Uma funcao polinomial de grau n tem, no maximo, n zeros reais.

Fatoracao de um Polinomio

Se um polinomio possui n raizes reais, ele pode ser fatorado em n fatores, como nesse
exemplo

a3r> + apr® + a1 + ag = az(r — 1) (z — 22) (T — 23)

onde x; sao as raizes do polinomio.

Divisao de Polinomios

Dados dois polinomios p(z) e d(x), podemos dividir p(x) por d(z) desde que d(z) # 0
e que o grau de d(x) seja menor ou igual ao grau de p(x). Nesse caso, existe um
tnico polinomio ¢(x), chamado quociente, e um tnico polinémio r(z), chamado resto,
tals que

p(x) = d(x)q(x) + r(z)

e r(x) = 0 ou o grau de r(x) é menor que o grau de d(z).
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Como era de se esperar, os polinomios p(z) e d(x) recebem os nomes de dividendo e
divisor, respectivamente.

A razao p(x)/q(x) é dita imprépria quando o grau de p(z) é maior que o de g(x). A
divisd@o de polinomios converte uma razao imprépria na soma de um polinomio ¢(x)
e de uma razao prépria r(x)/d(z), na qual r(z) tem grau menor que d(x).

qu(wH—

()

A divisao polinomial pode ser realizada de forma muito similar a divisao entre
nimeros, veja o exemplo a seguir.

EXEMPLO 4.4.2: Divida p(x) = 3z* — 42% — 222 + 5 por d(z) = 2> — 2z + 1.

3zt —4x® —222 +0z +5‘ 2 2z 1
—3* 1623 —3a? 322 +2z —1
223 —522 +0x +5
—223 +4z% -2z

—x2 —2x +5
x2 —2x +1
—4xr +6

Método de Briot-Ruthni

Para dividir um polindmio por divisores na forma (z — a), em que a é um nimero

real, podemos usar um algoritmo répido, conhecido como Método de Ruffini (ou de
Briot-Ruffini).

EXEMPLO 4.4.3: Use o método de Briot-Ruffini para dividir o polindmio
p(z) = 42° + 32° — 25z + 1

pelo polinomio x — 2.

1. Escreva o dividendo p(z) na ordem decrescente do grau dos monomios.
Certifique-se de que o divisor tenha a forma x — a, em que a € um nimero

= 4 A >
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Ot

6.

real.

No nosso caso, os monoémios de p(x) ji estdo em ordem decrescente de

grau. Além disso, o divisor, que é x — 2, tem a forma exigida, com a = 2.

. Copie o termo a na primeira linha do quadro, a esquerda do trago vertical.

2

. Ainda na primeira linha, mas do lado direito do traco vertical, copie os

coeficientes do dividendo p(z).

214 3 =25 1

Copie na terceira linha o coeficiente do termo de maior grau de p(x), que
vale 4.

214 3 =25 1

. Multiplique o coeficiente que voce acabou de obter pelo termo a, e escreva

o resultado na segunda linha da coluna seguinte. No nosso caso, esse
produto é 4 x 2 = &.

214 3

8

=201 11l

Some os dois termos da nova coluna, e anote o resultado na terceira linha.
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Em nosso problema, a soma em questao é 3 + 8 = 11.

214 3 =25 1
3
4 11

7. Multiplique o coeficiente que voce acabou de obter pelo termo a, e escreva
o resultado na segunda linha da coluna seguinte. No nosso exemplo, o
produto é 11 x 2 = 22.

214 3 =25 1
8 22
4 11

8. Some os dois termos da nova coluna, e anote o resultado na terceira linha.
Em nosso caso, a soma fornece —25 + 22 = —3.

214 3 =25 1
8 22
4 11 -3

9. Multiplique o coeficiente que voce acabou de obter pelo termo a, e escreva
o resultado na segunda linha da coluna seguinte. No nosso exemplo, o
produto é —3 x 2 = —6.

2l4 3 —25 1
8 22 —6
4 11 —3\

10. Some os dois termos da nova coluna, e anote o resultado na terceira linha.
Em nosso caso, a soma é 1 4 (—6) = —5.

2l4 3 —25 1
8 22 —6
4 11 —3\—5

11. Como as colunas do quadro acabaram chegamos ao fim da divisao.
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A tltima linha fornece os coeficientes dos monomios do quociente, na

ordem decrescente de grau.

q(z) = 42° + 11z — 3

Além disso, o ultimo elemento da terceira linha corresponde ao resto da

divisao

rl=1=5

Observe que o grau de ¢(z) é igual ao grau de p(x) menos 1. Além disso, o resto

da divis@o um polinémio p(x) por z — a é sempre um nimero real. Se p(z) é

divisivel por x — a, entao o resto é zero.

Exercicios Segao 4.4

Fungoes Polinomiais

1) Esboce o gréfico, determine o dominio,
imagem e interceptos das fungoes

flz)=2°—22°> — 2+ 2
=(z—-1)(z+1)(z—2)

g(z) = 2° — 3z* — 52> + 1522 + 42 — 12
=(x -1+ 1)(z—-2)(z+2)(x—3)

2) Determine as raizes da fungao polinomial do

segundo grau f(r) =22 —x — 2.

3) Dada a funcao f(z) = z* — 3z,

determlne algebricamente os pontos nos quais

) =

a)
fla
b) determlne algebricamente os pontos nos quais
fla

) =

c) esboce o grafico da fungao no plano
coordenado, indicando os pontos que vocé obteve
no item (b);

d) determine graficamente as solugdes da
inequacao f(z) > —2.
4) Dada a fungao f(x) = bz — 222,

a) determine algebricamente os pontos nos quais

f(x) =0;

b) determine algebricamente os pontos nos quais
flz) =2

c) esboce o grafico da fung¢ao no plano
coordenado, indique os pontos que vocé obteve
no item (b);

d) determine graficamente as solugdes da
inequacao f(z) > 2.

5) Dada a funcao f(z) = —2x2 + 9z,

a) determine algebricamente os pontos nos quais

f(x) =0;

b) determine algebricamente as solugdes da
inequagao f(z) > 9;

¢) determine algebricamente o ponto de minimo
ou maximo de f;

d) esboce o grafico da func¢ao no plano
coordenado;

6) Dada a funcdo f(z) = —3x2 + 15z,

)
a) determlne algebricamente os pontos nos quais
flz

) =

b) determine algebricamente as solugoes da
inequacao f(z) > 12;

¢) determine algebricamente o ponto de minimo
ou maximo de f;
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d) esboce o grifico da func¢ao no plano
coordenado;

7) Dada a funcio f(x) = 1522 + x — 2,

a) determine algebricamente os pontos nos quais
flz) =0;

b) determine algebricamente as solugdes da
inequacao f(z) < —2;

c¢) determine algebricamente o ponto de minimo
ou maximo de f.

8) Esboce o gréfico e determine o ponto de
minimo ou maximo de cada funcao.

a) f(z) =(z—-1)(z+2)

b) flz) = ( —z)(z+3)
c) fla)=2"-3zx+4

d) f(z)=—22"+3z+2

e) f(z)=4x+ 2?

f) flz)=—2"-

g) [flz)=(r—

9) Determine a fungao quadratica que satisfaz
cada uma das condicoes abaixo.

4z +1)

a) Tem vértice em (1, — 2) e passa pelo ponto
(2,3).

b) Tem vértice em (3,4) e cruza o eixo-y na
ordenada —5.

10) Identifique, no plano coordenado, as regioes
definidas abaixo.
a) y>ux’ b) y=2°-4 ¢) y<4-—2°

11) [resp] Dados os gréficos abaixo, determine

quais podem representar uma funcao polinomial.

Caso o grafico nao possa corresponder a uma
funcao polinomial, indique o motivo.

a) b)

g

N U
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12) [resp| Considerando apenas o
comportamento extremo das fungoes abaixo,
relacione-as aos graficos apresentados.

a) f(x)=2*—-5zx+1

b) f(z)=—-22°—2*+4z+6

c) f( 1® — 22% + 4z — 4

d) f r? — 4z + 3z* + 22° — 28
2) :
4)

13) [resp| Descreva o comportamento extremo de
cada funcao abaixo.

a) flz)=—-3z3+42> -z +1

b) f(z) =2 — 122 + 5z

c) f(z)=625—z*

d) f(x)=2 6x” + 3z + 10

e) f(z)=3z>—25z2°+30

f) f(z) = —2° + 62" + 92° — 212 — 187 — 20

(z) = —22° + 363" — 2522 — 48
(x) = 2° — 42° + 32°

14) [resp] Fazendo a mudanca de varidvel
w = 22, determine os zeros das funcoes abaixo, e
as escreva na forma fatorada.

a) p(z) =z*— 132 + 36
b) p(z) = 4z* — 6522 + 16
c) plx)= — 1022 +1
d) p(z) = a* — 2422 — 25
e) p(r)=2x*— 272> — 80
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f) p(r) =z* - 322° — 144

15) Em cada caso abaixo, escreva na forma
fatorada um polinomio que tenha o grau e os
zeros indicadas.

a) Grau 2, com zeros v = —4 e x = 0.

b) Grau 2, com zeros x = 1/2 e x = 2, com
concavidade para baixo.

c) Grau 3, com zeros x =0,z =1 e x = 3.

d) Grau 3, com zeros = —2 e x = 1 (com
multiplicidade 2).

e) Grau 3, com zero x = 8 (com multiplicidade
3).

f) Grau 4, com zeros © = —3, v =
z = d.

—2,z=0¢

g) Grau4,comzerosx:—6,$:6eaz:\/3
(com multiplicidade 2).

h) Grau 4, com zeros v = =5, x = -4,z =—1e
T =3.

i) Grau 5, com zeros © = —1/3, x = —2/3,
r=4/3 e x =5/3 (com multiplicidade 2).

j) Grau 6, com zeros © = —1/2 (com
multiplicidade 3), z = =2, 2 = v2 e x = 0.

16) Escreva na forma expandida os polinomios
que vocé encontrou nos itens (a) a (f) do
exercicio anterior.

17) [resp| Resolva as desigualdades abaixo.
a) (z—1)(z+2)(z—4) <0

b) (z+1)(z—2)x >0

c) 8 -2z >0

d) 22° - 182 <0

18) Sabendo que x = 3 é um zero de
f(x) = 323 — 39z + 36,

a) Determine todos os zeros da fungao.
b) Resolva 3z% — 39z + 36 < 0.

19) Sabendo que x = —5 é uma raiz da equagao
223 + T2? — 172 — 10 =0,

a) Determine todas as raizes reais da equagao.

b) Resolva a inequagao 223 + 722 — 172 —10 >0
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20) Sabendo que x =4 é um zero da funcao
f(x) =223 — 32? — 23z + 12,

(
a) Determine todos os zeros de f(z).
b) Escreva f(z) na forma fatorada.

c¢) Resolva a inequacao f(z) < 0.

21) Sabendo que z = 5 é uma raiz da equagao
—23 + 522 + 42 — 20 = 0,

a) Determine todas as raizes reais da equagao.

b) Escreva o polinomio —z% + 522 + 4z — 20 na
forma fatorada.

¢) Resolva a inequagao —z3 + 5% + 4z — 20 < 0.

22) Sabendo que z = —6 é uma raiz da equagao
1623 + 8822 — 472 + 6 = 0,

a) Determine todas as raizes reais da equagao.

b) Escreva o polinomio 162 + 8822 — 47z + 6 na
forma fatorada.

¢) Resolva a inequagao
162% + 8822 — 472+ 6 < 0.

23) Sabendo que z = 7 é uma raiz da equagao
22 — 522 - 13z —7=0,

a) Determine todas as raizes reais da equagao.

b) Escreva o polinomio x® — 5% — 13z — 7 na
forma fatorada.

c¢) Resolva a inequagao x® — 52? — 13z — 7 < 0.

24) Sabendo que x = 2 é uma raiz da equagao
z2 — 222+ 162 — 32 =0,

a) Determine todas as raizes reais da equagao.

b) Escreva o polinomio x® — 22? + 162 — 32 na
forma fatorada.

c¢) Resolva a inequacio z° — 222 + 162 — 32 < 0.

25) Sabendo que z = —3 é uma raiz da equagao
2% 4 522 + 10z + 12 = 0,

a) Determine todas as raizes reais da equagao.

b) Escreva o polindomio x® + 522 + 10z + 12 na
forma fatorada.

c¢) Resolva a inequagao x® + 5z% + 10z + 12 > 0.

26) Sabendo que z = 4 é uma raiz da equagao
z* — 322 — 102 + 242 = 0,
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a) Determine todas as raizes reais da equagao.

b) Escreva o polinomio x* — 323 — 1022 + 24z na
forma fatorada.

¢) Resolva a inequagao
z* — 32% — 1022 + 24z > 0.

27) Sabendo que z = 3 é uma raiz da fungao
f(z) = 2z* + 1023 — 1622 — 96z,
a) Determine todos os zeros de f.
b) Escreva o polindémio f(z) na forma fatorada.

¢) Resolva a inequagao f(z) < 0.

4.5 Funcoes Racionais
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28) Sabendo que x = 6 é uma raiz da fungao
f(z) = 42t — 2023 — 2322 — 61,

(
a) Determine todos os zeros da fungao.
b) Escreva o polinémio na forma fatorada.

¢) Resolva a inequagao f(z) > 0.

29) Sabendo que x =1 e z = —2 sd@o zeros da
fungao f(x) = z* + 42% + 922 + 22 — 16,

a) Determine todos os zeros da fungao.
b) Escreva o polinémio f na forma fatorada.

c) Resolva a inequagao f(z) > 0.

Funcoes Racionais

Uma Funcao Racional é a fungao definida como a divisao de um polinomio por outro.

onde p e ¢ sao polindmios em =.

As principais caracteristicas das fungoes racionais sao:

- O dominio é composto por todos os = € R, tais que g(x) # 0.

- A funcao racional tem zeros quando p(x) =0 e g(x) # 0
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Propriedades das Funcoes Racionais

A Funcoes Racionais, que sao quocientes de polinomios, respeitam as mesmas propri-
edades das fragoes de ntimeros reais.

1])7“_])7“
" gs  qs
9 p .1 _pPSs PSS
g s qr qr
_|_
L P 1_D
roor T
P_9_P—4
roor r

Estamos assumindo que todos os divisores sao diferentes de zero.

Outra férmula que pode ser 1til para a manipulacao de fragoes

p T _ps+rq

qg S qs
- - . p p D
Atencao para nao cometer esse erro muito comum # -+ =
r+s° r s
Exercicios Secao 4.5
Funcoes Racionais 2) Dada a funcao f(z) = k + L ,
: r—1 x+4+2

1) Determine e desenhe o esboco do dominio da  determine z tal que f(x) = 1.

fungao real 3) Determine e desenhe o esbo¢o do dominio da

JI— 91 funcao real
2?2 +x—2 1

flo) =i 2 ———

f(z) =
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4.6 Operacoes de Funcoes

Soma, subtracao, multiplicacao e divisao de funcgoes

Dadas as fungoes f e g, cujos dominios sao A e B, respectivamente, podemos definir

I. Soma de feg (f +9)(x) = fz) + g(x)
2. Diferenca entre f e g (f — 9)(z) = f(z) — g(x)
3. Produto de feg (fg)(@) = f(z)g(x)

¢ queionade oy (L) =20

O dominio da funcao resultante é A N B, salvo no caso do quociente, para o qual
também se exige que os membros do dominio satisfagam g(x) # 0.

Exercicios Secao 4.6

Operagoes com Fungoes a) f+g f) %
1) Sejam f(z)=23+5, g(x)=2>—-2¢ b) g—f fh
h(z) = 2z + 4. Determine a expressao de dada g) —
funcao c) fg 9
_ d) gf f—h
f—yg ny -2
a + LA
) f+yg e) ; 9 g g
r 9
c) fg h 3) Para cada caso, determine as fungoes f + g,
0 f f—9,fgef/g
9 a) f(z)=2"+5 9(z) = Vr -2
2) Sejam f(z)=z—1,g9(x)=+vx+1e b) f(z)=vaz-1 glx) =" +1
= 23 — ' 3 1
h(:Jc)~ 2x® — 1. Determine a expressao de dada o) f@)=vz+3 o{z) =
funcao r—1
z+1 x4+ 2
QO @)= g =1

4) Para as fungoes f e g apresentadas abaixo,
defina f+g, fge f/g.

= 4 A >
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a) fl@)=z—-2  gla)=a®—1

b) f(z)=+Vz g(z) = 22" +1

c) fl&)=vz-1 g(x) =+vVzr+1
1 3

Q) f@)=1 o) = —

e) flx)=2-3 g(z) =2 +3

f) flz)=v1i-u g(z) = 2

) f@="10 )=

5) Com base nas figuras abaixo, trace o grafico

de h(z) = f(z) + ().

By \

y=/x)

Lk

=V

6) Sejam dadas as fungoes f(x) = pz e
g(x) =2z + 5, em que p é um parametro real.

a) Supondo que p = —5, determine para quais
valores reais de = tem-se f(z)g(z) < 0.

b) Determine para quais valores de p temos
( ) > g(z), ou seja, f(x) — g(x) > 0, para todo
e =8, —1].

7) Dadas f(z) =2z*> — 1 e g(z) = x — 3, calcule

a) f(g(0)) d) g(f(3))

b) f(g(1)) ¢) g(s(-1))

c) f(f(2)) f) g(g(f(2)))

8) Sej cjam dadas as fungoes f(z) =1/(z —4) e
g(z) = 2?

e g(f(x)) e seus dominios.

3)) e g(f(7)).

Dadas as fungoes f e g abaixo, defina

flg(@)), g(f(@)), F(f(2) e glg(a)).
a) f(z)=3x-5 g(x) = -2 +7

)

(

a) Defina f(g(x))
b) Calcule f(g(—
9)
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2

b) (o) = de 9@) =7
0 f(x)=Vz g(@) = 3
Q) @) =2 oo) = o

10) Dadas as fungoes f e g abaixo, defina
f(g(z)) e g(f(z)) e os dominios das novas
funcoes.

a) f(z)=3z—1 g(z) = 2° + 2z
b) f@)=2w+3  gla)=-

) flx)=v= g(a) =2z -1

d) flx)=+va—-1 g(z) =32 +1
e) flx)=vzr—2 g(r) = 2% + 3x
f) f(yc):%)_(1 g(z) = =*

g) flz) =2 g(x) =2°

W f@=r-1 )= o

i) flz)=Vr+4 g(z) =a* -6

) fa)=1 o) =

k) f(x) 322 —1 g(x) =Va?—38
) fla)=vz g(a) = 37—

11) A figura abaixo mostra o grafico de

y = f(z).

(=)
=V

a) Sabendo que g(z) = 1/z, defina f(g(x)) e
g(f(x)) e os dominios dessas fungoes.

b) Calcule f(g(1/2)) e g(f(4)).

12) A figura abaixo mostra o grafico de

y = f(z).
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VA

a) Sabendo que g(r) = 1/2?, defina f(g(z)) e

g(f(z)) e os dominios dessas fungoes.
b) Calcule f(g(=1)) e g(f(3/2)).

13) A figura abaixo mostra o gréfico de
y = f(z). Sabendo que

6x
9(@) = 75~
vA
Al
y =f(x)
\
P 0\2‘4\;
2

a) Calcule f(g(5))
b) Defina f(x)
¢) Defina g(f(x)) e seu dominio.

14) A figura abaixo mostra o gréfico de

y = f(x).

VA

a) Defina a expressao analitica de f(z).

b) Dada g(x) = v/z, determine g(f(6)) e
f(9(9))-
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¢) Sabendo que h(z) = 1/(z + 2), determine a
expressao analitica de h(f(x)), bem como o
dominio dessa funcao composta.

15) Os gréficos de y = f(z) e y = g(x) s@o
dados na figura abaixo.

YA

\ y=1x)
2]

= 2 0 2

a) Determine as fungoes f e g.
b) Determine w(z) = f(g(x))

c) Esboce o grafico de h(z) = f(x)g(z) para
z € [0,4]

16) Os gréficos de y = f(z) e y = g(x) sdo
dados na figura abaixo.

VA

Y/ V

1 X

a) Calcule g(f(2,5))
b) Determine as fungoes f e g.
¢) Determine a expressao de f(g(x)).

d) Determine a expressao de g(f(z)).

17) Dadas as fungdes abaixo, determine f e g
tais que h(z) = f(g(x)).
a) hiz)=0Bx—2)*> ¢ h(z)=4—1
1
2x — 5

2 —1

d) h(z) =
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4.7 Manipulacoes de Funcoes

Esses exemplos de manipulacoes de funcoes mostram como criar novas funcoes a
partir de funcoes ja conhecidas.

Deslocamento Vertical

Se ¢ é uma constante real positiva, entao

1. Para mover ¢ unidades para cima o grafico de y = f(z), usamos
y=flz)+c

2. Para mover ¢ unidades para baixo o grafico de y = f(x), usamos
y=flz)—c

Deslocamento Horizontal

Se ¢ é uma constante real positiva, entao

1. O gréfico de y = f(x) é movido ¢ unidades para a direita se consideramos
y=flz—o)

2. O gréfico de y = f(x) é movido ¢ unidades para a esquerda se consideramos
y=fle+c)

Reflexao

1. O gréfico de y = —f(x) é a reflexdo de y = f(x) em relagao ao eixo-z.

2. O gréfico de y = f(—x) é a reflexdo de y = f(x) em relacao ao eixo-y.
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Funcoes

Esticamento e encolhimento vertical

Se ¢ é uma constante real positiva, entao

1. se ¢ > 1, o grafico de y = f(x) é esticado verticalmente por um fator ¢ quando
tragamos y = cf(x);

2. e0<c<1,ografico de y = f(x) é encolhido verticalmente por um fator ¢

quando tragamos y = cf(x).

Esticamento e encolhimento horizontal

Se ¢ é uma constante real positiva, entao

1. se ¢ > 1, o gréfico de y = f(x) é encolhido horizontalmente por um fator 1/c

quando tragamos y = f(cx);

2. se 0 < ¢ <1, o0 grafico de y = f(x) é esticado horizontalmente por um fator

1/c quando tragamos y = f(cx).

Exercicios Secao 4.7

Manipulacao de Funcgoes

1) Para cada funcdo f abaixo, indique a fungao
g que é obtida movendo f trés unidades para
baixo e a fungao h que é obtida movendo f cinco
unidades para a direita.

2) Para cada funcdo f abaixo, indique a fungao
g que é obtida movendo f quatro unidades para
cima e a funcao h que é obtida movendo f oito
unidades para a esquerda.

3) Para cada fungao f abaixo, indique a funcao
g que é obtida movendo f trés unidades p ara
baixo e a funcao h que é obtida movendo f cinco
unidades para a direita.

a) f(z)=2zx-1
b) flz)=2">—-=x

4) Para cada fungao f abaixo, indique a funcao
g que é obtida movendo f quatro unidades para
cima e a funcao h que é obtida movendo f oito
unidades para a esquerda.

2) flz) = /= —lal + 5

b) f(z)=12*-5z

5) Para cada funcao f abaixo, trace os graficos
dey = f(z),y = f(z) +2,y=flz) - 1,
y=flz+2)ey=flz—-1).

) f(z) = |z]

T
— <0
5 ser <

2¢, sex >0

6) A partir do gréfico de f(z) = x + 2, esboce o
grafico das fungoes abaixo.

a) g(r) =z+5
b) g(x) =3z +2

=3(x +2)
—(z+2)

7) A partir do gréafico de f(z) =
grafico das fungoes abaixo.

|z|, esboce o
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a) g(z) = |z + 3| d) g(z) ||
b) g(z) = [3z] e) g(r) =2z -1
c) g(z) = 3|z| f) gz) =1~z 1]

8) A partir do grafico de f(x) =
grafico das fungoes abaixo.

Jx, esboce o

f) glx)=1—-+vz—1

9) A partir da fungao f(x) cujo grafico é dado
abaixo, esboce o gréafico das fungoes abaixo.

YA

a) g(x)=flz+3) d) g(z)=—f(z)
b) g(z) = f(3) e) g(z) = f(2r) -1
c) g(z)=3f(z) f) 9(z)=1-f(z-1)

10) Identifique as fungdes cujos graficos sao
mostrados abaixo, sabendo que elas foram
obtidas através de deslocamentos horizontais e

verticais do gréfico de f(z) = .

a) ) b) .
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11) Identifique as fungoes cujos graficos sao
mostrados abaixo, sabendo que elas foram

obtidas através de um esticamento ou
encolhimento vertical do grafico de f(z) = .

2)

b)

12) Identifique as fungoes cujos graficos sao
mostrados abaixo, sabendo que elas foram
obtidas através de um esticamento ou
encolhimento horizontal do grafico de f(x) = \/x.

a) - b) -

(] 1 2 3 4 (] 1 2 3

13) Dada a fungao f(z) = x?, defina a funcao g
obtida movendo-se f cinco unidades para baixo e
quatro unidades para a esquerda.

14) Dada a fungao f(z) = 23, defina a funcio g
obtida refletindo-se f em torno do eixo-y e
movendo-a trés unidades para cima.

15) Dada a fungao f(z) = v4 — 22, defina a
funcao g obtida refletindo-se f em torno do
eico-r e movendo-a uma unidade para a direita.

16) Dada a fungao f(x) = /x, defina a funcao g
obtida refletindo-se f em torno do eixo-y e
movendo-a seis unidades para cima e duas
unidades para a esquerda.

17) Dada a fungao f(x) = /x, defina a funcao g
obtida refletindo-se f em torno do eico-z e do
eixo-y e movendo-a duas unidades para baixo.
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4.8 Funcao Composta e Funcao Inversa

Funcao composta

Dadas as funcoes f e g, cujos dominios sao A e B, respectivamente, definimos a
funcao composta f o g por

(fog)(x) = f(g(x))

O dominio de f o g é o conjunto dos valores de x € A tais que g(x) € B.

Funcao injetora

Uma funcao f, definida em um dominio D, é injetora quando, dados quaisquer valores
reais x1,xs € D

se xT1 # To entao f(x1) # f(x9)

Teste da reta horizontal

Uma funcao € injetora em um dominio D se e somente se nenhuma reta horizontal
intercepta seu grafico mais de uma vez.

Funcoes Inversas

Seja f uma funcao injetora em um dominio A, com conjunto imagem B. A inversa de
f, representada por f~! , é a funcdo com dominio B e conjunto imagem A definida
por

Ty =2 se e somente se y = f(x)

Cuidado para nao confundir as notacoes

i = f Nz z 2 L
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Roteiro para a obtencao da inversa de uma funcao
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Para encontrar a inversa de uma funcao f definida na forma

f(x) = expressao que depende de x

1. Troque o termo “f(x)” por y, de forma que a equacao se torne

y = expressao que depende de x

2. Resolva essa equacao com relagao a x, ou seja, isole  de modo a obter

r = expressao que depende de y

3. Escreva a nova funcao na forma

g(y) = expressao que depende de y

g(y) = expressao que depende de y.

Propriedade da funcao inversa

Seja f uma fungao injetora em um dominio A, com conjunto imagem B. Nesse caso,

para todo y em B

para todo x em A

Exercicios Secao 4.8

Fungoes Compostas

1) Encontre a funcdo h = g o f e calcule os
valores a = h(—2), b = h(0) e ¢ = h(2) para as
funcoes

flz)=vVaz2—-1 e g(x)=32>+1

2) Encontre a funcao h = g o f e calcule os
valores a = h(0), b = h(2) e ¢ = h(4) para

2

f(x)=e""" e g(z) =3In(z) +1

3) Para cada caso, determine as expressoes das

funcoes compostas foge go f
a) fx)=2+z+1
b) fle)=vz +1  g(x)=2"-1

) @)= g@)=-
Q) f@)=Varl  gl)=—

4) Para cada caso, calcule h(2), sendo que
h=gof
a) flz)=2+z+1
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! glz) = V2

:2x+1

c) f(z)

5) Para cada funcao h, encontre as fungoes f e
g tais que h = g o f. Note que a solugao nao é
unica.

a) h(z)=(22°+2*+1)°

b) h(z)=+va2-1
¢) h(z) = (2z — 3)*?
Q) hir) = 5
1
e) h(x)= (322 + 2372
f) h(z) = \/Q;T +V2zx+1

6) Calcule f(a+ h) — f(a) para cada fungao e
simplifique sua resposta

a) f(zr)=3x+4 b) flz)=2>-2z+1

7) Se f(z) = 2?4+ 1, calcule e simplifique a
expressao

fla+h) = f(a)
h

h#0

Funcoes Inversas
8) Determine se as fungoes sao injetoras.

a) f(z)=6—>5z

b) fla)=5 -1
¢) f(&)=Vr—1
d) flz)=1-2’
o) fla)=3

f) flz)=2>+=x
8 f@)= 57

h) f(z)=2°-5, parax >0

9) Dadas as fungoes abaixo, determine a fungao
inversa, bem como os dominios de f e de f~!.

a) f(z)=3x—2

b) f(z)=vV9—=x
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1
e) f(a:):?,parax>0

) fz) =23
g) f(ff!f)zxi1
b fa)= 212

i) f(r)=1+2*, paraz >0
) f(@)=vI=a
k) f(z) =16z — 49

) fo) =t
m) fz) =2
O R E—
) =12
p) J(@)= /53—

10) Dados os graficos abaixo, determine se as
funcgoes correspondentes possuem inversa.

a) 7 b)
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11) Uma funcdo f tem a forma f(z) = —5x + b,
em que b é uma constante real. Sabendo que
f71(14) = —2, determine o valor de b ¢ a
expressao da inversa.

12) Dada a tabela abaixo, esboce o grafico da
inversa de f(x).

z |-1]0 1] 23] 4
fx)|-1]15]4]65]9]11,5

13) Para cada fungao abaixo, restrinja o
dominio de modo que a funcao seja injetora.
Determine, entao, a inversa da funcao para o
dominio escolhido.

a) f(z)=(z-2)* b) f(z)=a]

14) Use a propriedade das fungoes inversas para
mostrar que g é a inversa de f e vice-versa.

2 fo) =2 g =5
b) f(z) =z 9(y) =y°

1 1
¢) flz)=— MMZQ
d) flz)=2-2° 9ly) =V2 -y
) f@ =g o) =
) I@)=0mry W=7

comz>0el0<y<l1

15) A figura abaixo mostra o grafico de

y = f(x).
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a) Determine a expressao de f(x).

b) Determine a inversa de f.

16) A figura abaixo mostra o grafico de f.
Sobre o mesmo sistema de eixos Cartesianos,
trace o grafico de f~1.

VA

) 1 o/ 2 3 X

17) A figura abaixo mostra o grafico de f.
Sobre o mesmo sistema de eixos Cartesianos,
trace o grafico de f~1.

RY'

7 T 0 1 2 3 x
-1

18) Para cada fungao abaixo, trace o grafico de
f e de f~! sobre o mesmo sistema de eixos
Cartesianos e defina o dominio e o conjunto
imagem de f~!

2) f@)=5-1 o f@)=3
b) f@)=ve+2 ) f@)=2’-2
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4.9 Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

Funcoes Exponenciais

A funcao exponencial com base a é definida por

f(x) = a”

em que a > 0, a # 1 e x é qualquer ntimero real.

Grafico da funcao exponencial

As caracteristicas comuns aos gréficos de fungoes exponenciais na forma f(z) = a” ,

coma > 0ea#1,sao

1. O grafico é continuo.
2. O dominio é (—o0,00) e o conjunto imagem é (0, 00).

3. O intercepto-y € 1 e nao ha intercepto-zx.
Além disso,
1. Se a > 1, o grafico é crescente, isso é,

f(x) -0 quando = — —© e f(z) > 00 quando x — o0

2. Se 0 < a <1 o grafico é decrescente isso €,

f(x) >0 quando x — —o0 e f(x) -0 quando x — oo

vA VA

S
=V
S
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Funcao Logaritmica

Seja a uma constante real tal que a > 0 e a # 1. Se x > 0, entao dizemos que
y = log,(x) se e somente se al = 1

A funcao definida por f(z) = log,(x) é denominada fungao logaritmica na base a.

Propriedades da Funcao Logaritmica

Propriedades derivadas da definicao de logaritmo

Propriedade Motivo Exemplo
log,(1) =0 Sabemos que a’ = 1 logg(1) =0
log,(a) =1 Sabemos que a! = a logs(3) =1
log,(a”) = log,(x) é a inversa de a” log;(74) = 4
alo8a(®) = g a” é a inversa de log,(z) 10%80(13) — 13

Seja a uma constante real tal que a > 0 e a # 1, e seja ¢ uma constante real qualquer.

Sex > 0ey >0, entao,
1. Logaritmo do produto

log,(7y) = log,(z) + log,(v)

2. Logaritmo do quociente
x
loga & - loga(x) _ loga(y)

3. Logaritmo da poténcia

log,(z%) = clog,(x)
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Logaritmos Usuais

Os logaritmos mais comumente empregados possuem uma notacao particular, para
facilitar seu uso.

¢ O logaritmo na base 10, também chamado logaritmo comum ou decimal, que é
apresentado sem a indicacao da base.

log() = logyo(w)

A funcao logaritmica f(x) = log(x) tem como inversa a fun¢ao exponencial
g(y) = 10Y. Desse modo,

y = log(x) se e somente se 10Y = x

<& O logaritmo na base e, também chamado logaritmo natural ou Neperiano, que
¢é representado por In.

Inz) = log, (¢)
A inversa de f(z) = In(x) é a funcao exponencial g(y) = e¥. Assim,

y = In(x) se e somente se e =z

Mudanca de Base

Sejam a, b e x niimeros reais maiores que zero, e suponha que a # 1 e b # 1. Nesse
caso,

logy, ()

log,(z) = og,(a)
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Grafico de fungoes logaritmicas

Seja a uma constante real tal que a > 0 e a # 1. O grafico de f(x) = log,(z),

<& é continuo;
¢ tem dominio (0, 00) e conjunto imagem ¢ R;

< tem intercepto-z em (1,0) e ndo tem intercepto-y.
Além disso,

1. Se a > 1, o grafico é crescente, isso é,

f(x) - —o0 quando x — 07 e f(z) - o0 quando

2. Se 0 < a <1 o gréafico é decrescente isso é,

f(x) > 00 quando z — 0" e f(z) - —oc0  quando

VA )T

=V

L 4

xr — 00

T — 0

Roteiro Para a Solucao de Equacgoes Exponenciais

Para resolver uma equacao exponencial em relacao a variavel x,

1. Reescreva a equacao de modo a obter

aexpresséo com T

=C
ou

aexpresssio com x __ c boutra expressao com x
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2. Aplique o logaritmo aos dois lados da equacao.

3. Simplifique a equacao usando as propriedades do logaritmo.

4. Resolva a equacao resultante.

EXEMPLO 4.9.1: Encontre o valor de x tal que 4* = 5.

4T — 5
10g4(4x) = 108;4(5)
z = log,(5)
|
L log(5)
log(4)
z = 1,16096

EXEMPLO 4.9.2: Encontre o valor de z tal que 6! +3 = 7.

6754 3 =7

6° =4
log(6"~") = log(4)
(z —1)log(6) = log(4)

log(4)
==
i log(6)
log(4)
=
T 1og(6)
z=1,77371

Roteiro para a solucao de equacoes logaritmicas

Para resolver uma equacao logaritmica na variavel x, dada a constante c,

1. Reescreva a equacao de modo a obter

log,(expressao com z) = ¢

ou

log, (expressao com z) = log,(outra expressao com z) + ¢
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2. Aplique a funcao exponencial na base a em cada um dos dois lados.

3. Simplifique a equacao usando as propriedades do logaritmo.

1. Resolva a equacao resultante.

Ot

ExXEMPLO 4.9.3:

logy(z) = 3/2
glogale) _ 93/

z = 23/

r = 2.82843

. Confira se as solugoes encontradas satisfazem a equagao original.

Encontre os valores de « tais que logy(x) = 3/2.

EXEMPLO 4.9.4: Encontre os valores de x tais que log(2z + 100) = 3.

log(2z +100) =3
1010g(2x+100) I 103
2x + 100 = 1000
2x = 900
x = 450

Exercicios Secao 4.9

Funcgoes Exponenciais e Logaritmicas

1) Esboce o grifico da fungao f(x) = 10" e
determine as intersecoes do grafico com os eixos
T ey.

2) Esboce no mesmo plano cartesiano as
graficos das fungoes exponenciais dadas por

Ve

3) Reescreva cada igualdade usando logaritmos

()3

4) Resolva cada uma das equacoes na variavel

a) y=2"

b) 1673/* =0,125

a) log,(2z+1)=2
b) In(x —1)+In4 =1In(2x+4) —In2
5) Dadoque In2=2z,In3=yelnb =z,

expresse os logaritmos em termos de x, y e z.

a) 1n30 b) In3,6

6) Esboce os graficos das equagdes dadas nos
mesmos eixos coordenados

a) y=2° y=logyx
b) y = e y = In(3x)

7) Determine se a afirmagao é verdadeira ou
falsa. Se verdadeira, explique porque; se falsa, dé
um exemplo para mostrar que é falsa.

= 4 A >
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a) (Inz)? = 3Inz para todo x € (0,00)

b) Ina —1Inb = In(a — b) para todos nimeros
reais positivos a e b

8) Dado que 2% = ¢, encontre k

9) Mostre que se b é um nimero real
nao-negativo, entao qualquer equagao do tipo
y = b pode ser escrita na forma y = e**, para
algum nuimero real k.

10) Use a defini¢ao de logaritmo para provar as
igualdades. Dica: Sejam log, =p e log,n = q.
Entao O» =m e b? = n.

a) log, mn = log, m + log, n
b) log, L log, m — log, n
n

c) logy,m"™ =nlog,m
e) log,b=1

11) Esboce o grafico das fungoes

a) y=logy(z+3) ¢ g(z) = Infz|]
b) f(z)=e"+e°

12) Esboce o grafico da fungao f(z) =Inz e
determine as intersecoes do grafico com os eixos
xey.

13) Sem usar calculadora, determine o valor de
cada fungao abaixo nos pontos indicados.

a) f(z) =47, f(0), f(=1), f(1), f(0.5), f(2)
b) f(x) =377, f(0), f(=1), F(1), £(0,5), f(2)

) 1) = (3) £ £, £0). 03). 72

Q) flz) = 3 x 2, £(0), 05), F(1), ), F)
Q) f(a) =271, £0), F05), FQ), f2), 3
) f@) =2+ 3, £(0), f(=1), £(6)

g) f(z) =577, f(=2), f(=05), f(3)
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14) Voceé notou alguma semelhanca nos valores
encontrados nos itens (b) e (c¢) do exercicio
anterior? Explique o que ocorre. Faca o mesmo
com os itens (d) e (e) do exercicio.

15) Usando uma calculadora, determine o valor
de cada fungao abaixo nos pontos indicados.

a) f(z) = e, f(=1), f(1), £(0,5), f(2)
b) f(z) =e7, f(-1), f(1), f(0,5), f(2)
c) f(z)=e"2 f(-1), f(1), £(0,5), f(2)

3 1) = (2) =19, 503), 162

2

0 50 =(2) 519, 121 50

f) flz)=24%", f(-12), £(0,7), f(2,4)
16) Esboce o grafico das fungoes

a) f(x) =4
b) f(z)=3"

17) Em um mesmo plano Cartesiano, esboce os
graficos das fungoes f e g dadas abaixo.

a) f(x)=15"
b) f(x) =1,2"

) flo) =52

g(z) =157
g(x) =1,8"
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a) fi(z) =3"+11
b) folw) =4"""

19) Sabemos que, se log,(4096) = 6, entao
45 = 4096. Usando essa ideia, reescreva as
identidades abaixo na forma exponencial.

a) logs(125) =3
b) logg(32768) = 5
c) logy(8 )—2
d) log, (1/s) =

e) log256(4):14

20) Sabemos que, se 3* = 81, entdo logs(81) = 4.

f) log;(1) =0

o vs(st)

h) log,7(3) =1/

Usando essa ideia, reescreva as identidades
abaixo na forma logaritmica.

a) 27 =512
b) 6° = 7776
1 3
©) 107" = 7500

) ()

135° =

21) Usando uma calculadora, determine

) log

N
DO | —
~__

e) log(0,2)

f) log(0,02)

i) log (1 + %)

22) Usando uma calculadora, determine

d) log (%)
e) In(0,03)
f) In(2,7183)

119

23) Sem usar calculadora, determine
a) log(5) + log(20)

b) log,(96) + log,(1/3)

) logs(45) — log(5)
d) logs(15) — logs(75)

¢) log, 6(1/3) + logy 5(1/12)
£) log5(18) —
g) log.(e’) + log(e?)
h) In(e®) x In(e?)

i) logy(8°)

j) log, <4—13)

k) 10%3(811/5)

o

log\/g(Q)

24) Sem usar calculadora, determine
k) logs(v3)
1) 10%3(%)
m) logy(V/3?)

d) log;/(1/2) n) log,(2)
e) logs(5%) 0) logs(2)
f) log,(47"/%) p) log 5(3)
g) log,(32) q) 20om6
h) logs(81) b 10w
i) logy(1/8) s) e®
j) logy(0,25) t) en(1/3)

25) Usando uma calculadora cientifica e a regra
de mudanca de base, obtenha valores
aproximados para

e) log1/3( )

f) log, 5(3 1)

c) logg(24) g) logy/3(9)
)

a1 (1) h) log,(625)
08 |\ 75
12 ) logo,(16)
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26) Usando uma calculadora cientifica e a regra
de mudanca de base, reescreva cada funcao
exponencial abaixo na base indicada.

a) 2*  na base 10
b) 10° na base 5
c) 5% na base 2
d) 4  nabasee
e) e’ na base 10

(%)x na base 3

27) Mostre, com um exemplo, que
a) log(a+b) # log(a) + log(b)

b) log(a — b) # log(a) — log(b)

28) Supondo que log,(2) = a, log,(3) =be
log,(7) = ¢, escreva log,(756) em fungao de a, b
ec.

29) Determine o dominio e trace o gréfico das
funcgoes abaixo.

a) f(x) =
b) flz) =
c) flz)=
d) f(z)
30) Determine o domfnio das fungdes abaixo.
a) flx)=
b) flz) =
) fla) =

31) Trace, em um mesmo plano, os graficos de

J(@) = 3 e g(x) = logy(a).

32) Em um mesmo plano, esboce os graficos de
f(z) =In(x), g(x) = In(z — 2) e h(z) = In(1/z).

33) Usando as propriedades dos logaritmos,
expanda as expressoes abaixo. Suponha sempre
que as variaveis pertencam ao dominio das
expressoes.

= 2log(x — 1)
log(z + 2)
—log(x + 1)
= log(1 — z)

log, (2 — 5)
log(15 — 42?)
In(—2” + 2z + 3)

(@]

a) log(4z)
b) log,(162°)

c) logy(ya®)
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d) logQ(Q(:E—I—l)(x—%))

Q) log, (Vi +1))
r) logs (95 5/?/)

34) Usando as propriedades dos logaritmos,
escreva cada expressao abaixo como o logaritmo
de um tunico termo. Suponha sempre que as
variaveis pertencam ao dominio das expressoes.

a) logy(z) —log,(y)

b) 3logy(x) + 2logy(5)
c) 2log(3x) + log(z + 1)
3log,(2)

d) log,(7) _2

e) —2log,(x)

5 Llog,()

3
1
g) 10gy(6 — ) — 5 logy(2)
h) 1og2(:zc2 —1) —logy(x + 1)
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i) log(z) — 2log (é) + log(5)

1

j) 5 log(x) — 5182

1 1
k) 2 log,(z) + 2logy(y) — 3 log,(2)

4 1
1) 510g2($ —1)— 5 log,(z + 1)

m) 3log,(2z + 3) — logy(z + 2)

n) 3 :ln(3) +1In <g>}

o) 2 -log(x) + %log(y)} — 4log(2)

p) 2 :log(a: +3) —log <§)] — —log

35) Usando alguma mudanca de base, além das
propriedades dos logaritmos, simplifique as
expressoes abaixo. Suponha sempre que as
variaveis pertencam ao dominio das expressoes.

log(3z) — log(6)
log(2)
logg(2x) + logg(5)
logg(10)

logs (81x)

log;(3)

log, ()

21log,(5)
) log(z — 4)

In(z —4)

a)

b)

f) logy(x) — log,(z)

1
g) 3 log(z) + logygo ()

h) log3(5x2) + logl/?,(x)
i) In(x)log(e)
j) log(x)log, (10)

36) Resolva as equagdes.

1
- 81

b) e*1 =100
C) 43x+2 — 59371

d) 32%71 — 4CIE+2

a) 37°

100
) Trpen = B
f) 331+4 — 272172
50
R |
8) Tiaxor
h) 523:—0—3 =50
1
: 42—1‘ i
i) 3

j) 32"t —5) =12
k) 3% =2" 42"

) (%)M:m
) (%)m:w

n) 5%°7 =125

0) 3z+1 _ 2295—3

) 1025295 =9

q) 3% =5"
162

) 3827

421‘71 — 51+1

t 243:75 — 8172%
u) 3522 _ g4
v) 2x 3% =6""
W) 43x—1 — 643—295
x) 15°77 =57
y) el =

e
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1) Determinar o dominio das seguintes fungoes

1 1
) @) =2+ 1%
1 1
P v=m it art
) 2z -3
y_:c2—5x—|—4

d y=vVr+1+vVz-5

2) Encontre o dominio de cada funcao
a) flz)=V9-=

3
b )=

3) Seja f(r) = 32+ bz — 2. Calcule os valores
£(=2), fla+2) e £(20).
4) Seja y? =2z + 1.
a) Esboce o gréfico dessa equagao
b) y é uma funcao de x7 Por que?
¢) x é uma funcao de y? Por que?
)

5) Esboce o grafico da funcao definida por

sex <1
sex > 1

) = {.7:+1,

—z? + 4z — 1,
6) Sejam f(z) =1/z e g(x) = 22 + 3. Calcule
a) f(x)g(x)
b) f(x)/g(x)

7) Em cada fungao f(x) abaixo determine as
raizes, caso existam; fatore, se possivel; e esboce
o grafico de y = f(x)

a) y=-—z

b) y=32">+8

¢) y=—2>+36

d) y=2>—-5z+7
Y

f) y=42>—42+1

g) y=—x>+4r—4

h) y=22°—47+3

i) f(z) =2%— 322 + 42 — 2

i) flz) = —2° +32% + 42 — 12

8) Determine o maximo da fungao real
f(z) = =222 + 4z + 12,

9) Se a funcdo f: R — —3 — R é dada por

241

fa) =2

determine
a) f(-3)
b) o ndmero real z tal que f(z) = —1.

c¢) Intersegao com os eixos, se possivel.

d) f(z+1), para z # 2
e) fla—1), paraa #4

10) Construa o grafico, no plano cartesiano, das
seguintes funcoes

2) fl) =7
b) f(x)=+v9— 22

c) flz) =z —4
Q) gla)="
e) h(z)=|z*—4z+ 3|

f) f(z)= ‘—xQ +4}

11) As funcoes f e g sao dadas por
f(z) =2z — 3 e g(x) = 3x + a. Determine o
valor de a sabendo que f(2) + g(2) = 8.

12) Seja f: R — R uma fungao tal que

a) f(z)=2*+bzx+c beceR
b) f(1) =2
c) f(-1)=12

Nestas condigoes determine f(2).
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13) Seja f: R* — R a funcao dada por

1
f(ZE)ZQS—FE

Se a é um numero real nao nulo, calcule o valor

de g(a) = f(a) — f(1/a) e esboce o grafico de g.

14) Dada a fungao f(z), que é uma fungao
racional, a reescreva como sendo

ey P

onde g(z), p(z) e q(x) sdo polinémios e o grau de
p(z) é menor que o grau de ¢(x).

xt — Tz +8
o) f@ =T
4 — 3+ —4
-tz +1
9 flo)=T—1

15) A expressao
23+x o 230—3
2c 4 9z—3

¢ igual a um numero real a, determine o valor de
a.

16) Seja a fungao f(z) = a”. Quais dessas
afirmagoes sao verdadeiras

a) f é crescente se x > 0
b) f ¢é crescente se a > 0
c) f é crescente se a > 1
d) f é decrescente se a # 1
e) f é decrescente se 0 <z <1

)
f) f é decrescente se 0 < a < 1

17) Calcule o valor de x, que satisfaz a equacao
22x+1 _ 3 x 2x+2 _ 32

18) Sejam as fungoes f(z) =4z + 1 e g(z) = 4z,
determine a solugao da inequacao
f(@)>g(2—x)

19) Supondo validas as condigdes de existéncias
dos logaritmos, quais propriedades a seguir sao
sempre validas?
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a) log(ab) =logalogh
b) log(a+ b) =loga + logb
c) log(ab) =loga+ logb

d) log(ma) =mloga
e) log(a™) = log(ma)
f) log(a™) =mloga

g) log,3logsa=1
20) A expressao

log;(1) + log;((0,01)
log, (55) logs (V8)

¢ igual a um numero real a, determine o valor de
a.

21) Determine a solugao da equagao
(0,01)* = 50.

22) O crescimento de uma colonia de bactérias é
descrito por P(t) = a4* onde t > 0 é o tempo,
dado em horas, e P(t) é a populagao de bactérias
no instante t. Se, apds 4 horas, a populacao
inicial da colonia triplicou, determine o niimero
de bactérias da colonia apds 8 horas.

23) Se o resto da divisdo do polinémio
p=x*— 423 — kx — 75 por (z — 5)

¢ 10, encontre o valor de k.

24) Esboce os gréficos de f(x) = 5% e

g(z) = 2 + z — 2% num mesmo plano cartesiano e
determine o menor intervalo fechado que contém
todas as raizes da equagao f(x) = g(x).

25) Seja f uma fungao real definida por

z
—, sezxeQ

fl@)=42
3z, sex¢Q

Determine o valor de f(v/2) + f(1/3) + f(n).

26) Uma fungdo é par se f(—z) = f(x), para
todo x no dominio de e é impar se

f(=z) = —f(x), para todo = no dominio de f.
Dadas as funcoes abaixo as classifique como par,
impar ou nenhuma das alternativas
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8 f)=e O f@) =15+ a2
b) f(z)=Inz

27) Dada a funcao real

encontre o(s) elemento(s) do dominio de f que
tem(tém) como imagem o valor 9.

28) Calcule o valor de f(2) sabendo que

3% +5

flz+1)= 2%+ 1

29) Encontre os valores de A e B tais que

Tr—11 A B
_l_

x2—x—6_ac—3 T+ 2

30) Deve-se construir um tanque de ago em
forma de um cilindro circular reto de 3m de
altura com dois hemisférios nos extremos. O raio
r ainda esta por determinar. Expresse a area S
da superficie do tanque em funcao de 7.

31) Dadas as fungoes f(z) =2z +m e
g(x) = ax + 2, encontre os valores de a e m tais

que (fog)(x) = (go f)(z) para todo nimero real.

32) Com base nas funcoes f(z) = 2% + 4,
g(x) = |z| e h(z) = \/r determine quais das
igualdades a seguir sao verdadeiras.

c) f(h(z)) = g(x)+4
d) h(f(z)) = g(z) +2
33) Sejam as fungoes reais f e g definidas por

4x — 3,
-

z? — 3z + 2,

sex >0

sex <0

124
r+1, sex>?2
g(x) =
il — g

Obtenha as leis que definem foge go f.

sex <2

34) O grafico de uma funcao f é o segmento de
reta que une os pontos (—3,4) e (3,0). Se f~! é a
fungao inversa de f, determine f~1(2).

35) Sejam os conjuntos A ={z € R / z > 1},
B={yeR / y>2}eafuncio f de Aem B
definida por f(z) = 2% — 2x — 3. Obtenha a

funcao inversa de f.
36) Para cada fungao a seguir, construa num
mesmo plano cartesiano os graficos de f e f~1.

a) f(r)=2x+1 !

37) Determine a expressao que representa a
inversa da fungao f(z) = logs(x + 1).

38) Seja f:R — R a funcao dada por
f(x) = 2* e seja g : R — R a fungao dada por

ota) = LEE =0

com h # 0. Nessas condigoes, calcule g(x).

39) Se f(z) = 2% e g(x) = z*, verifique f e g sao
inversas uma da outra calculando foge go f.

40) Sejam f(z) = vz —1e g(x) = 22? — 5z + 3.
Determine os dominios das fungoes foge go f.

41) Considere as fungoes f(z) =2x +3 e
g(x) = ax + b, determine o conjunto C' dos
pontos (a,b) tais que fog=go f.

42) Encontre a solugao das inequagoes

a) (r—3)(—2*+3z+10) <0

b) (2® — 2z + 8)(z® — 5z + 6)(2* — 16) < 0
c) (3z—5)(z*—-2x+3)<0
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5.1 Nocgao Intuitiva de Limite . . . . . . . .. .. .. .. ... ... 125
5.2 Limites Laterais . . . . . . . . . . . . . e e 131
5.3 Limites no Infinito, Limites Inexistentes e Limites Infinitos . . . . . . .. .. 134
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5.8 Revisao . . . . . .. e e 149

5.1 Nocao Intuitiva de Limite

Infinito, co, nao é um numero e nao podemos fazer contas com ele. O Paradoxo do
Hotel de Hilbert ilustra algumas propriedades do infinito
https://pt.wikipedia.org/wiki/Hotel_de_Hilbert

O termo limite é usado no sentido de convergéncia a um valor e nao no de uma
restricao, barreira ou fronteira.
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Nocao Intuitiva de Limite

Quando queremos indicar a o limite que a fungao f(x) assume quanto x se aproxima
arbitrariamente de a podemos usar duas notacoes equivalentes

lim f(z) =L

Tr—a

ou

f(x) = L quando T —a

Uma funcao f tem limite L quando x se aproxima de a, se podemos fazer o valor de
f(x) tao préximo de L quanto quisermos tomando x suficientemente préximo (mas
nao igual) a a.

Nessa notacao x — a indica que x tende a a, isso significa que x se aproxima
indefinidamente de a mas nunca alcanca a, em outras palavras,

r—a implica que T #a

4(z* — 4)

Considere a fungao f(z) = , note que ela nao esta definida para z = 2,

entretanto, observe o que ocorre quando calculamos essa funcao para valores cada
vez mais préximos de 2.

7 f(z)
1,5 14,000
1,9 15,600
1,99 15,960
1,999 15,996
2 7
2,001 16,004
2,01 16,040
2.1 16,400
25 18,000
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podemos observar que quanto mais perto x estiver de 2 mais perto o valor de f(z) se

aproxima de 16.

EXEMPLO 5.1.1: Descubra o limite da funcao no ponto indicado
a) f(z) =2° r — 2

—1, <0

1
c) f(:c)z; r—0 AR ) r — 00

Limites de algumas funcoes

Funcao constante

lime=c
r—a

Funcao identidade

limz =a
r—a

Fungao poténcia (para n nimero inteiro positivo)

lim 2" = a"
r—a

Fungao raiz (para n nimero inteiro positivo), se n for par precisamos impor a > 0

lim /z = /a

Funcao polinomial

lim p(z) = p(a)

Tr—a
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Exercicios Secao 5.1

128

Nogao Intuitiva de Limite

1) Seja f(x) a fungao definida pelo gréfico

AY
- § R o——
" — ;
3 X
-1 ®
Calcule os valores
2) £(1) h) lim ()
b) £(2) ) tm 1)
Q) £(3) -
o) i f(o) 9 lim ()
f) lin f(2) ) lim f(a)
g) lim f(z)
2) Seja f(x) a funcao definida pelo gréfico
AY
2/
2 X
Calcule os valores
2) 1(0) B lm f(2)
c) f(=2) ’
d) f(—3) i) Jim f(z)
e) lim f(z) ) lim f(z)
) lim f(2)

3) Seja f(x) a fungao definida pelo gréfico

Nk ciamas

X

Calcule os valores
a) f(=2) h) lim f(2)
Vo) ) Jim 7(x)
c) f(1)

i) lim f(x
Q) £(2) ) lim /(@)
e) lim f(x) k) Jlim, f(z)
f) lim f(x) D) lim f(z)
g) lim f(z) m) lim _f(z)

4) Seja f(x) a funcdo definida pelo grafico

Calcule os valores
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a) £(0) h) lim £(x)
b) f(1) I m f(5)

¢) f2) o

3 163 i) lim f(z)

e) f(4) k) Jim flx)
f) lim f(z) ) lim f(z)
g) lim f(z)

5) Seja f(x) a fungao definida pelo gréfico

AY

Calcule os valores

2) (1) ) lim f(z)
b) lim f(z) ¢) lim f(x)
c) lim f(z) f) lim f(z)

6) Use o grafico de f fornecido para determinar
as quantidades solicitadas, caso existam. Se nao
existirem explique porque nao existem.

VA

0 Z /_I1. X
2) lim f(z) d) f(2)
b) liIngf(x) e) glcl_f)l}lf(x)
¢) lim f(z) f) f(4)

129

7) Use o grafico de f fornecido para determinar
as quantidades solicitadas, caso existam. Se nao
existirem explique porque nao existem.

VK

4

— \\

2

0 2 4 X
a) lim f(z) c) 1igl+f(f€)
b) 1_igl_f(90) d) lim f(z)

e) [(3)

8) Use o grafico de h fornecido para determinar
as quantidades solicitadas, caso existam. Se nao
existirem explique porque nao existem.

VA
L~
/] /] I\W
Ul
/
-4 | =2 |0 2 4 6 X
|

a) lm h(x) g) lim h()
b) lig+h($) h) h(0)
c) lim h(x) i) glg_)n;h(x)
&) B ) A
e) lim h(x) k) xligl_ h(z)
f) lim h(z) ) lim h(z)

9) Use o gréfico de g fornecido para determinar
as quantidades solicitadas, caso existam. Se nao
existirem explique porque nao existem.
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YA
~
L
4
T/
/| 2 4 | 7
lim g(t lim g(t
a) tgon_g() e) tgzrgg()
b) 1
) lim g(?) £) limg(t)
c) limg(t) g) 9(2)
d) lim g(t) h) limg(?)

10) Descreva, analitica e graficamente, uma
fungao y = f(x) tal que lim, 3 f(x) nao existe e
lim,_,q existe.

11) Defina uma fungao g(x) tal que
lim, 2 g(z) = 4, g(z) nao é definida em x = 2.

12) Defina e esboce o grafico de uma fungao h(zx)
tal que lim, ,o+ h(x) =1 e lim, ,o- h(x) = 2.
13) Avaliando f(z) nos pontos sugeridos estime
o limite lim f(xz)
z—a
a) flz)=2>+1;, a=2
r= 19 1,99 1,999 2,001 2,01 2,1

b) flz)=22"-1;, a=1

z= 09 099 0999 1,001 1,01 1,1

Q) fa) =" azo

r= -01 —0,01 —0,001 0,001 0,01 0,1
1

d) f@):m; a=1

zx= 09 0,09 0,009 1,001 1,01 1,1
2+ —2

o) f@)="—"" a

r= 09 0,09 0,009 1,001 1,01 1,1
r—1

f = : =1

) f@) == a

x= 09 0,09 0,009 1,001 1,001 1,1

130

14) Esboce o gréfico da fungao f e calcule

lim f(z), se o limite existir, para os valores
r—a

dados de a.

r—1, sex <0
2) f(x)_{l, sex >0
a=0
'x, sexr <1
b) f(x) =10, sex =1
(—2+2, sex>1
a=1
(—2x—l—4, sexr <1
c) flz)=14, sex =1
\xz—i-l, sex > 1
a=1
|z, sex #0
d =
) J@) {1, sex =0
a=20

15) Esboce o gréfico da fungao

sex <3
sex =3

1
f(x) =44,
3, sex >3

Com base no grafico avalie

a) f(1) h) lim f(z)
b) f(2) i) i f(2)
c) f(3) 7

Q) f(4) j) lim f(z)

e) glclg}f(a:) k) wgf_noof(x)
£) lim f(z) D) lim f(z)

g) lim f(z)

16) Esboce o gréfico da fungao e o use para
determinar os valores de a para os quais

lim f(x) existe
r—a

1+, sex<—1
f(z) =< 22, se —1<z<1
2—x, sex>1

17) Esboce o gréfico de uma fungao f que
satisfaca as condicoes dadas.
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a) 18) Estime o limite solicitado calculando a
lim f(z)=-1 funcao nos valores indicados
z—0~
i = )
S d ) =2 D
z=2 32— —2
f0)=1 r= 25 21 205 2,01 2005 2,001
b) 1,5 1,9 1,95 1,99 1,995 1,999
lim f(z) =1 2_9
20 b) lim f—x
lim f(z)=-2 g-172 — 1 — 2
3" r= 0 —05 —09 —095 —0,99 —0,999
li =2
lim f(z) 2 15 —1,1 —1,05 —1,01 —1,001
f(0)=-1 . et —1
f(3) =1 C> tgl(l) t
r= =+0,0 +0,1 +0,01 +£0,001 =£0,0001
c)
i = 2+ h)% — 32
mlgé{r flz)=4 d) ’131%%
. —
lim f(z) =2 = +05 40,1 4001 40,001 =0,0001
xlggf(x) =2 19) Avalie a funcio f(x) = 2% —2%/1000 para os
f(3)=3 valores
f(=2) =1 =1 08 06 04 02 01 0005
d) use esses valores para estimar o limite
lim f(z)=2
x—0— ) 2(2
‘ — li —
VR iy ('~ o)
li =3
v (z) Avalie agora f(x) para os valores
lim f(x)=0
z4T r= 0,04 0,02 0,01 0,005 0,003 0,001
f(0) =2
f4) =1 Estime novamente o limite.

5.2 Limites Laterais

Definigao de Limites Laterais: Limite lateral pela direita: é o limite da funcao f(x)
quando x tende para a apenas por valores maiores do que a, isso é, r > a

lim f(z)=1L

rz—at
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Limite lateral pela esquerda: é o limite da fungao f(z) quando = tende para a apenas
por valores menores do que a, isso é, x < a

lim f(z)=1L

T—a—

Nessa notacao z — a® indica que z tende a a por valores maiores ou menores do que
a, em outras palavras,

r—a implica que r<ar —a’ implica que x> a

Relacao entre o limite e os limites laterais

lim f(x) = L se e somente se lim f(z)= lim f(z)=1L
r—=a r—at r—=a~

Exercicios Secao 5.2

Limites Laterais a) lim f(x) c) lim f(x)

x—1/57 z—1/5

r—1, sex<3

1) Sej = b) lim f(x
) s f(x) 3r—7, sex >3 ) z—1/5T f( )
Calcule os limites baixo e esboce o grafico de 3
f(z) i) ser # 3
5) Sendo g(x) =< x—3’
a) lim f(x) d) lim f(z) 0, se T =3
=3~ =57~ calcule os limites se existirem e esboce o gréafico
b) i I de f()
) lim f(z) e) lim f(z)
¢) lim f() f) lim f(2) a) lim g(z) b) lim g(z) ¢ limg(r)
|z]
2 — 0
2) Seja h(z) = T-ltl, sessd 6) Sendo h(z)=< z’ sez 7
7, se T =3 0 sex=0
Calcule lim, _,3- h(z), lim,_3+ h(z) e mostre que f(z) nao tem limite no ponto 0.
lim,_,3 h(z). Esboce o gréfico de h(x).
3) Sendo F(x) = |z — 4], calcule os limites se 7) Verifique se iﬂ% — existe.
existirem e esboce o gréfico de F(x)
1z, se x <0
a) lim F(z) ¢) lim F(x) 2 0< 1
T—4- z—4 8) Sendo f(x) = ; ’ 5€ :317 <
b) lim F(z) ’ er=
z—4+ 2—x, sex>1
calcule os limites se existirem e esboce o gréafico

4) Sendo f(z) =2+ |[bx — 1], calcule os limites
se existirem e esboce o gréfico de f(x)

de f(x)
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a) lim f(x) e) lim f(zx)
z——1 z—0
: 0ol
b) lim f(z) ) lim f(z)
li li
¢) lim f(z) g) lim f(z)
d) lim f(x) h) lim f(x)
z—0~ T2~
z? —
9) Sendo f(x) = ——— calcule os limites se
existirem
a) lim f(z) d) lim f(z)
b) lim f(z) e) lim f(x)
c) lim f(x)
T——5"
10) Calcule os limites
. x> —5z+6
a) lim ———
z—5t T —95

11) Calcule o limite unilateral indicado, quando
existir.

a) lim (2x +4)

r—1t

b) lim (3z —4)

r—1—

. x—3
c) lim
$—>2*ZL'+2

1
d) lim —

z—0t X

1

e) lim —

x—0— T
rx—1

1m
0+ T2 +1

g) lim Vz

xz—0t
h) lim 2vz —2
z—27F
i) lim (23: +v2+ 93)
z—21
1l = 25
T
)T
1
B) iy e
z—1+t 1 —x
2
—4
) lim =

z—=2— L — 2
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m> z——3+ T2 +1
2 -9
y
n) lim ———

12) Calcule os limites indicados para a funcao

f(z) = {2;”’

¢, sex >0

sex <0

a) lim f(z) b)

z—0t

lim f(x)

z—0~

13) Calcule os limites indicados para a fungao

) = vr+3, sex>1
7) = 2+z, sex <1
a) lim [(2) b) lim f(z)

14) Considerando que |z | denota o maior
numero inteiro menor ou igual a x.

a) Esboce o gréfico de |x]

b) Calcule o limite de |z| quando z — —27,
z— 2T,z — 22— -24,z—0",z—0",
r—0, =27, 22" 12— 2.

¢) Se n é um numero inteiro calcule lim |z| e

r—n=—
lim |z]
z—nt

d) Para quais valores de a o limite lim|z|
r—a

existe.

15) Considerando que [z| denota o menor
nimero inteiro maior ou igual a x.

a) Esboce o gréfico de [x]

b) Calcule o limite de [z]| quando z — —27,
r— 2T, r— -2 12— -24,z—0",z—0",
r—0,x =27, 0—2" 2 — 2.

¢) Se n é um numero inteiro calcule lim [z] e

T—n—
lim [x]
z—nt

d) Para quais valores de a o limite lim|[z]
Tr—a

existe.

16) Seja f(x) = [z] + [—x], mostre que lir% fz
z—

existe mas nao é igual a f(2).
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5.3 Limites no Infinito, Limites Inexistentes e

Limites Infinitos

Chamamos de Limites no Infinito aqueles limites onde x tende para o infinito,

T — +00.

Quando formos calcular limites no infinito é ttil saber que

limlelimizo Vn>0

T—00 I z—o0

ExEMPLO 5.3.1: Calcule os limites no infinito
22 —z+3 203 — 3x2 + 1

a) :vh—glo 2¢3 4+ 1 b) :Lh—>n<30 x2+2x+4

Inexistencia do Limite

O limite de f(x) nao existe para * — a quando

o f(x) = +oo
& f(x) tende para valores diferentes de um lado e de outro

& f(x) oscila entre valores diferentes

Lembre-se que lim, ,, f(z) = +oo significa que f(x) diverge para infinito. Isso
acontece, por exemplo, quando f(x) = a/b e a tende para um nimero real e b tende

para zero.

EXEMPLO 5.3.2: Verifique a insisténcia dos limites

! x .
) }clgégj—Q b) :12%;52—4
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Limites Infinitos

Usamos o termo limite infinito quando temos um limite que diverge para o infinito
positivo, +00, ou negativo, —oo.

lim f(z) = o0

a—a

Aqui x — a pode significar que x tende a um nimero finito pelos dois lados, pela
esquerda ou direita, ou que tende para o infinito.

Exercicios Secao 5.3

3
Limites Laterais no Infinito 2 T l+2—2x
z——o003x3 4+ 22 —x+1

1) Calcule os limites indicados o
2) Calcule os limites

. 472
a) lim 2x — 5
T—00 I — 2 a) 1m
by lim yEe z—oo T + 8
im /e
z—00 . 223 -3z +5
b) lim ———
) 4 — x? a——oco  4x5 —2
¢) lim ——
¢) lim ——
. Inz =00 /212 — 5
d) lim —
T00 /T Q) 1 2x +5
im ———
1 — 222 7—00 4/232 — 5

5.4 Calculando Limites

Propriedades dos Limites

Supunha que

lim f(x)=LeR e limg(z) =M e R

Tr—a Tr—a

Entao temos:

a) lim[f(x)]" = [lim f(x)y =L" desde que L" exista

Tr—a T—a
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b) limecf(z) = clim f(z) = cL para ¢ constante

T—a Tr—a

c) lim[f(x) £ g(z)] = ilir(ll flz)£limg(x)=L£M

Tr—a T—a

d) lim[f(x)g(x)] = lim f(x) lim g(x) = LM

T—a Tr—a Tr—a

¢) lim flx)  lim,,, f(2) _ b

= — desd M#0
v=a g(x)  limg,g(x) M esde que M 7

EXEMPLO 5.4.1: Use as propriedades de limites para calcular o limite

lim 2°
r—2

EXEMPLO 5.4.2: Use as propriedades de limites para calcular o limite

lim (5z* — 2)

r—1

EXEMPLO 5.4.3: Use as propriedades de limites para calcular o limite
lim 223/ 22 4+ 7
T—3

EXEMPLO 5.4.4: Use as propriedades de limites para calcular o limite

2241
lim
z—=2 4+ 1

Formas Indeterminadas

Sao limites que nao podem ser calculados diretamente, pois seu resultado ¢é indeter-

minado
0
— ad Ooco 00 — 00 oY 1 oo’
0 00

Essa notacao deve ser entendida como uma abreviacao de limites, nao como um
calculo entre valores

0 significa quando a—0eb—0
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Limites

Temos que remover a indeterminacao por manipulacoes algébricas, encontrando uma
expressao equivalente

EXEMPLO 5.4.5: Manipule algebricamente a expressao para remover a inde-
terminacao e poder calcular o limite

4(x? — 4)
T —2

lim
r—2

EXEMPLO 5.4.6:
terminacao e poder calcular o limite

NV =S el
lim ——

h—0 h

Manipule algebricamente a expressao para remover a inde-

Propriedades dos Limites Infinitos — Soma e Subtracao

Propriedades envolvendo a soma h(x) = f(x) + g(x)

lim f(x) | lim g(x) | lim h(z)
+00 +00 +00 | +00+ 00 =400
—00 —00 —00 | —00 — 00 = —00
+00 k +oo | 0o+ k= 400
—00 k —00 | —oo+k=—00

Propriedades envolvendo a subtragao h(x) = f(z) — g(x)

lim f(x)

lim g(x)

lim h(x)

+00

+00

?

(+00) — (+00) ¢é uma indeterminagao
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Propriedades dos Limites Infinitos — Multiplicacao

Propriedades envolvendo a multiplicagao h(z) = f(z)g(x)

Propriedades dos Limites Infinitos — Divisao

138

lim f(z) | lim g(x) | lim h(x)
400 400 +00 | (400) X (+00) = +00
+00 —00 —0 | (4+00) X (—o0) = —00
+00 k>0 +00 +00 X k = +00 k>0
+00 k<0 —00 +00 X k= —00 k<0
+o0 0 7 400 x 0 ¢ uma indeterminacao

Propriedades envolvendo a divisao h(z) = f(x)/g(x)

Exercicios Secao 5.4

lim f(x) [lim g(x) | lim h(z)
k +o00 0 k/(£o00) =0
+o00 +o0 ? (+00)/(£00) é uma indeterminagao
k>0 | 0F too | k/0T = (+00)
+00 0+ +00 (+00)/0"
k>0 0~ —00 k/0T = (—o0)
+00 0~ —00 | (400)/0" = (—o0)
0 0 ? 0/0 é uma indeterminagao

Calculando Limites

1) [resp| Calcule os limites indicados.

a)
)

o

c)
d)

)

lim 3
r—2

lim —3
r—2

lim z
x—3

lim(1 — 22%)

z—1

lim (22% — 32 + x + 2)

r—1

f) lim(2s* — 1)(2s +4)

s—0
2x +1

1m
z—2 T+ 2

h) lim vz +2

r—2

i) lim vb5z +2

r——2

j)  lim v2z4 + 22

z——3
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72+ 8
11m
z——1 2r —+ 4

. Va2 +7
1) lim

=3 2x — /22 + 3

k)

2) Calcule os limites indicados assumindo que

lim f(z) =3 lim g(z) =4

Tr—a Tr—a

2) lim | /(z) + g(2)]

r—ra

b) lim 2f(x)

T—ra

¢) nnl[zf(ag —-3g($)]

r—a

d) lim+/g(z)

) lim /57(z) + 39()

 2f(z) — g()
Y )

3) [resp| Calcule os limites indicados, caso
existam.

2
-1
a) lim ~
z—=1 1 — 1
z? —4
11m
z——2 T+ 2

222 - 32
C) lim —
x—0 x

Dica: Multiplique por (/x +1)/(y/x + 1)

5) [resp| Calcule os limites indicados

139

a) lim(3 — 7z — 5z?)

x—0

b) lim(3z* — 7x + 2)
r—3

¢) lLm (—z° + 6z* +2)

r——1

d) lim (2z +7)

z—1/2
e) lim(z+4)*(z+2)7"

f) lim(z — 2)*(z +4)

z—0
r+4
I
8) 22 3r—1
t+3
h) t=2 ¢4+ 2
2
—1
i) lim ’
=1 1 — 1
)l.t?+m+6
) tl_rg t+2
6) [resp] Calcule os limites indicados
. t2—5t+6
a) lim ————
t—2 t—2
s+4
b) i
) s

c) lim V2r+3
z—

d) lim(3z +2)*?

7
2x2 —
e) lim ——
z—v2 3T

f) lim o/r =2

z—2 3xr—4

g) lim(e” + 4x)

r—4

h)  lim (24 3)"7

z——1/3

7) [resp] Calcule os limites infinitos
T+ 2
8 A Trs
. T+ 2
b) :L"EEIZI‘}_ x+3
I 2_—$
z—1 (x — 1)2

el‘
d) lim —%—
e S P

|l
A
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e) lim In(z® —9)

r—3+
2
— 9
f lim T2
z—2- 12 —4x +4
) i x?—2r —8
m —
& z—2+ 12 —Hxr +6

8) [resp] Calcule os limites indicados

vVi+h —4

) i h
(x+ h)? — 22
b) Ilz—>0 h
)i 22 -5 +6
¢ xl—% r—2>5
3 _
d) lim v

9 h
3
—4
g) lim i °

(2 + 2h)? — 222
m

h—0 h
. VIt —1—1¢
i) lim
t—0 t
2 -9

lim —— %
2523 2% + Tz + 3
k) lim

x%ll‘—l

D V2 +7
im
z=3 20 — /2 + 3

9) Para cada uma das fungoes calcule
L F@) - Q)

r—2 x—2

a) f(r)=3z?
1
b) )=
2
) 1) = om
d) f(z)=3z>+5z—1
1
Q) fr)= —=
f) f(z) =2
10) Calcule os limites
' 2 —9
a) mlgfli r—3
) B 200

11) Calcule os limites

x3+1
8) Jim
13+ 442 + 4t
b) th
A% 32— 9)
. 243z -10
¢) lim ——
=2 312 —x —2
22 —3t—5
d) lim ——
R T
2
1 — _
e) limx +( Qs =
xr—ra T — Q
322 =17z +20
f) lim
z—4 4x?2 — 251 + 36
) lim 22+ 6245
) 5t172 — 3z — 4
2
-1
h) lim o
a——-1 722 + 31 + 2
2
—4
i) lim =
m%2:[,‘—2
22 —5x+6

140
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(2+ h)?
x—0 h

(4+1)2—16

V25 +3t -5

t—0 t

) fm—
Vi+xr—1
r) lim
z—0 =35
/72 & 2 _
s) lim rta a,a,b>0
220 /g2 + b2 — b
3/ 3
6 1im V2=V g
T—a Tr — Qa
. Jr—1
w) }:1—>H%4m—1
. Vr2—-2¥z+1
v) lim
x—1 (Qj—l)Q

. Vl+z—1-2x
x) lim
z—0 9%

12) Calcule os limites
1
a) limz®+ vz + —
z—0 95

b) lim 3z° —4z®+ 1

T—r00

2
£) lim e
z——1 |(L‘ —+ ]_l
) z2+3z+1
im ———
8 i 22tz -6
243 1
h) lim &0 F
z—2- 12+ 1 —6
W 24 3z+1
i) lim ————
z—=2 2+ x—6
N . TP+3
j) lim
_ .3
k) lim o
x—o0 8T + 2
0o 224 + 312 + 2z + 1
) im0
. r24+3z-1
m) lim 3
z—00 xrs — 2
3
13) Se f(z) 75j5||xx|| calcule
a) lim f(z) b) lim f(x)
T—r00 r—r—00
1
14) Se f(z) = T 27 calcule
a) lim f(x) b) lim f(z)
z——2 T—00

15) Calcule os limites
a) lim 32° +42% — 1

T—$00
1 4
b) lim2——+—
T—00 95 T
t+1
1m
t—oo 12 4+ 1
t+1
1m -——-—-
t——o0 12 4+ 1
. t2—2t+3
hm—
t—o0 212 4+ 5t — 3
2x% — 323 4+ 2
i 230042
' 3z — 224+ 7
& xalrfnoo 2 — x2

c)

d)

e)

—5z3 + 2
Iim ——
T——00 7$3+3
. 24+ 3x+1
1) im ——

r—r00 €T

) . r/r+3x—10
j) lim

T—00 373

h)
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. -1
k) tlggo t—4

1022 — 3r + 4

Z—00 3r2 —1

17) Calcule os limites

a)

lim Va2 +1— Va2 —1

r—r00
lim V322 + 22+ 1 — V22
Tr—r0o0

B A L |
lim
z——o0 43 —x+1

lim V1624 + 1523 — 22 + 1 — 2z

T—r00

18) Calcule os limites

a)

lim L
=3+ — 3
lim v
r—3— T — 3
lim *
zoot 12 — 4
lim 2I
z—2- 2 —4
i 216
y—6+ y2 — 36
5 y+6
im ——
y—6— y2 — 36
@
T
z—d4t+ 12 — 21 — 8
Q.

G 2—9‘;
z—4- 12 — 20 — 8
1

lim

z—3+ ’.CIZ' = 3|
1

lim

5.5 Assintotas Horizontais e Verticais

142

Assintota Horizontal

Reta horizontal para o qual o gréfico de f(z) se aproxima quando z — 0.

Se lim f(z) =L

T—00

entao o grafico de f se aproxima da reta y = L quando x — oo.

= <

A

>
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Se lim f(x)=M

T—r—00
entao o grafico de f se aproxima da reta y = M quando x — —o0.

EXEMPLO 5.5.1: Encontre as assintotas horizontais da funcao

EXEMPLO 5.5.2: Encontre as assintotas horizontais da funcao

EXEMPLO 5.5.3: Encontre as assintotas horizontais da funcao

T 3r2 — 1 —2
b2+ 4r 41

/()

Assintota Vertical

Reta vertical para o qual o grafico de f(z) se aproxima quando z — a, isso é, se

lim f(z) =+o00 ou lim f(z) =400

rz—at r—a~

entao o grafico de f se aproxima da reta x = a quando x se aproxima de a.

EXEMPLO 5.5.4: Encontre as assintotas verticais da funcao

fle) ==

EXEMPLO 5.5.5: Encontre as assintotas verticais da funcao

1
|

fz) =

|l
A
>
v
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Exercicios Secao 5.5

144

Assintotas Horizontais e Verticais

1) Encontre as assintotas verticais da funcao
B r?+1

Y= 35— 222

2) Determine as assintotas horizontais e
verticais do grafico de cada funcao.

2) fla)=-

1
b) f(@) = —
) @)=

z—1

Q) fa) =
e) hiz)=2>-322+z+1
) 1) =5

3z
g) fl@)=5——%
h) g(t)2+(t_52)2
) flz)=1+-—
) A=
k) g(x):m
) )= 2L

z(r —1)(x +2)

3) Use o gréfico de g fornecido para determinar
as quantidades solicitadas, caso existam. Se nao
existirem explique porque nao existem.

\ [ [ I
\ J1\
/

a) lim g(z) ¢) lim g(z)
b) lim g(z) d) lim g(z)

Escreva as equacoes das assintotas verticais de g.

4) Use o gréfico de f fornecido para determinar
as quantidades solicitadas, caso existam. Se nao
existirem explique porque nao existem.

R, |
JAL L) \

a) lim_f(z) d) lim f(z)
b) lim_f(z) ¢) lim f(x)
c) lim f(z)

Escreva as equacoes das assintotas verticais de f.

5) Determine as assintotas horizontais e
verticais do grafico das fungoes

2 o)==

b) f@) =

°) f(x):xQ—ngrQ
— |l

1@ = ey

) £0) = S
2

) o)==

g) flx)= ;x_ "

h) f(r) = <=



Limites 14

. o 2z + 1)?
) fa)y=e -1 _ (et 1)
2 @)=
k =1
) fle)=lnz b _ 322 —6z—1
6) Considerando cada funcdo a seguir determine ) fl=)= 2_ 1

i) seu dominio, imagem e o conjunto onde

dla & comifara 7) Calcule as assintotas horizontais e verticais

N i ) ) da fungao
ii) suas assintotas horizontais

, . 3 2
iii) suas assintotas verticais fz) = 5 = g — a8 4F X
x3 — 3z

5.6 Continuidade

Definicao de Continuidade

Uma funcao f é continua em um ponto a se

1. f(a) estéd definido
2. lim f(z) existe

T—a

3. lim f(z) = f(a)
T—a
EXEMPLO 5.6.1: Mostre que f(z) = ¢ é continua em todos os pontos.

EXEMPLO 5.6.2: Mostre que f(z) = x é continua em todos os pontos.

EXEMPLO 5.6.3: Mostre que f(z) = 1/z é descontinua em x = 0.

|l
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Propriedades da Continuidade

Se f(x) e g(x) sao fungdes continuas em a, entao as fungoes a seguir também sao
continuas em a, desde que estejam definidas

1. [f(z)]" desde que f(a)" exista
2. f(x) £ g(x)
3. f(z)g(=)

4, /(@) desde que g(a) # 0
g(x)

Como consequéncia desses propriedades podemos afirmar que

1. Todo polinomio p(x) é continuo em todos os pontos.

2. Toda funcao racional p(x)/q(x) é continua em todos os pontos onde g(x) # 0.

Funcoes Continuas

Dizemos que uma funcao é continua se ela for continua em todos os pontos do seu
dominio.

Exercicios Secao 5.6

Continuidade g) flx)=l|z+1|

1) Determine os valores de x para os quais a 2) Determine os valores de z para os quais a
funcao dada é continua. funcao dada é continua.

a) f(z)=20"+z—1 N E? sex <1

b) flz)=2"—-22>+z—1 ) f(a:)_{ 1, sex>1

—r+1, sex < —1
r+1, sex>-1

&
=
&
I
o

224+1, sex>0

—1
5 , sex #1

d) f<x):2x—1 { —2rx+1, sex <0

sex =1

|l
A
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3) Determine os valores de x para os quais a
funcao dada é continua.

D) @)=

b) )=z 1)1@; —2)
O fla)= o2
B sy =522

4) Investigue a continuidade de cada fungao no
ponto indicado

a) f(z)==z— |zl =0
3 —8
b) f@)={@—a €772
3, sex =2
=2
1—-22 sex<l
c) fle)=<91—lz|, sex>1
1, sex =1
95 = 1l
z? — 4
2
Q) f@)={ w2 *7
0, sex =2
=2
z2 sex > —1
°) f(x)_{l—|x|, sex < —1
r=-1
22 -3z + 7
f = =2
2
8 f()_3:1:2+x3—x—3
r=-3

5) Determine, se existirem os valores de = € Dy,
nos quais a func¢do f(z) nao é continua

se 2 #£1

0, sex =—1

sex < —-3e —2<zx
se —3<x< =2

147

Q) f@)= s

e
1, ser =1

0 1=, 2

g)f@)z{& .

6) Calcule p de modo que as fungoes abaixo
sejam continuas

x> +pr+2, sex#3
2 flx) = .
3, sex =3
r+2p, sex < —1
b) f(:v)={ 2
P, sex > —1
e, sex #0
c) f(x)_{p?’—?, sex =0

7) Determine, se existirem, os pontos onde as
seguintes funcoes nao sao continuas

2 f(x):(a:—B)(a:—i—?)
b) f(z)=+(3—12)(6—1)
°) f(x):;;jfsg;;llo

8) Escolha fungbes f, g e h que satisfagam as
condicoes

a) f ndo é continua em 2 pontos do seu dominio

b) ¢ é continua em todos os pontos do seu
dominio mas nao é continua em R

c) ho f é continua em todos os pontos do
dominio de f

Faca o grafico das funcoes f, g, he ho f

9) Para qual valor de ¢ a funcdo f(x) é continua

fa) = {c§2 + 2z,

T <2

x> —cx, x>2

1
10) Mostre que a funcio f(x) = <1 + 61/I> é

descontinua em z = 0.

= 4 A >
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H.7 Teoremas

Teorema Valor Intermediario

Se f é uma fungao continua em um intervalo fechado [a, b] e M é um nimero qualquer
entre f(a) e f(b), entdo existe pelo menos um nimero ¢ em [a, b tal que f(c) = M.

Existencia de Zeros de Uma Funcao Continua

Se f é uma fungao continua em um intervalo fechado [a,b] e se f(a) e f(b) tem sinais
opostos, entao existe pelo menos uma solugao para a equagao f(z = 0) no intervalo

(a,b).

EXEMPLO 5.7.1: Use o teorema da existéncia de zeros de uma funcao continua
para provar que f(z) = 2+ z + 1 possui uma raiz entre —1 e 1.

Mostre que f(x) = x° + z + 1 é continua para todos z € R. Calcule f(—1) e
f(1), mostre existe pelo menos uma raiz de f(x) no intervalo [—1,1].

Teorema do Confronto

Se g(z) < f(x) < h(z)) para todo x em uma vizinhanca de a e

lim g(x) = lim h(x) = L

r—a r—a
entao

lim f(x) = L

r—a

|l
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Exercicios Secao 5.7

Teorema do Valor Intermediario

1) Para cada funcado f, prove que:
1) a fungao f é continua em todos os pontos
do intervalo [a, b];

i) a fungdo f deve possuir menos um zero no
intervalo (a,b).
Dica: Mostre que f(a)
0postos.

flzx)=2>—62+8,a=1,b=3
flz)=2*-2224+324+2,a=-1,b=1
flx) =22%3 —52%% 0 =14,b=16

e f(b) tem sinais

a)
b)
c)

2) Determine se a afirmagao é verdadeira ou
falsa. Se verdadeira, explique por qué. Se falsa,
justifique através de um exemplo.

a) Suponha que a fungao f esteja definida no
intervalo [a,b]. Se f(a) e f(b) tém o mesmo sinal,
entdo f nao possui nenhum zero em [a,b].

b) Se 31613(11 f(z) =
Tim_ f(r) ~ lm f(z) £0.
c) Se lim f(x)=
f(a) = L.

L, entao

L e lim f(x) =L, entdo
z—at

5.8 Revisao

d) Se f é continua em [—2,3], f(—2) =3¢
f(3) =1, entao existe pelo menos um nuimero ¢
em [—2 3] tal que f(c) =

3) Seja f(x) =+1—2?

a) Mostre que f é continua para todos os valores
de z no intervalo [—1,1].

b) Mostre que f tem pelo menos um zero em
[—1,1].

¢) Determine os zeros de f em [—1,1] resolvendo
a equacao f(z) =0.

Teorema do Confronto

4) Sabendo que, 4r — 9 < f(z) <x? —4x +7
para z > 0, calcule lin}1 f(z).
r—

5) Sabendo que, 2z < g(x) < z* — 22 + 2 para
todo x, calcule lin% g(x).
z—

6) Avalie a fungao f(z), e verifique se ela é
continua, nos pontos x = -1, 2 =0, x = 1,

r=mexr=+2

f(z) = {x + 1,

1— 28,

x € Irracionais

x € Racionais

Exercicios Secao 5.8

Revisao Limites
1) Calcule os limites indicados.

a) ilg(l)(Sx —3)
b) lim(z? +1)
z—1

¢) lim (3z%+4)(2z — 1)

rz——1
z—3
d) i
) a:l—rgm—l—ll
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2
. . x
) lim s
1
B 2

T—r—00 X
ZL‘2

1) lim

z——oo I + 1

2) Esboce o gréfico da fungao

4—z,
e calcule os limites

lim f(x) lim f(x)

z—a™t T—a~

se r < 2
se x > 2

lim f(x)

r—a
no ponto a = 2, se os limites existirem.

3) Determine todos os valores de x para os
quais cada funcao é descontinua

3 2
) o= {770 20t
3 4
b) f(x>:4x2f—2i_x—2
o S =2

4) Calcule, caso existam, os limites abaixo,
usando os limites bésicos, as leis dos limites e/ou
teorema do confronto, justificando seu calculo
(Nao é permitido uso de Regra de I’'Hopital)

. |7 =1
1
2) t—1>r%l+ 33— 73

3— 7

b lim o
3427
c) lim ——
t——3— |t + 3’

o |t + 3|
t——3— 13 4+ 27

. Vt+2-—2
f) lim————

t—2 4 — 2

5) Determine o valor de a para que o limite

32 +ar+a+3
224+z—2

lim
r——2

exista e calcule o valor do limite.

6) Supondo que exista

lim f(x

:c—>2f( )

encontre os possiveis valores deste limite,
sabendo que

(F(X))* -9

=¥
r— 2

lim
T—2
7) Calcule, caso existam, os limites abaixo,
usando apenas os limites basicos, as leis dos

limites e/ou teorema do confronto. E dado que

h
—1
a =lna

lim

) 1
h=s0 h :162%(14_@90 ¢

. 1—x
8) lim e
VErZ -1

tB3+1

3" —1
c) lim
x—0 9],’

d) lim(1 — 22+

z—0

t——1

8) Dada a fungao

x2—2x—5
T+ 2
In(z? — 1),

, sex <1
flz) =

sex >1

encontre, quando possivel, suas assintotas.

9) Verifique onda a funcao é continua e encontre
lim h(x) e lim h(zx)
z—0 z—3

V-, sex <0
h(z) =< 3 —uz, se0<z<3
(x—3)% sex>3

10) Calcule os limites

2 _
v -1 b) lim —2%

z—0 e — 1

a) lim
z—0— Xz
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11) Se hn% flz) -8 = 10, determine hn% f(z). 14) Encontre um exemplo onde 91:1231 [f(z)g(x)]
T - existe e lim f(z) nem lim g(x) existem.
12) Se lim 2% — 5, caleule os limit, - -
) Se xl_rf(l) 2 calcule os 1mItes 15) Verifique se existe um nimero a tal que o
a) lim f(x) b) lim /& fimite
x—0 =0 T

F 32> +ar+a+3
im
13) Encontre um exemplo onde es-2 24 —2

5 st 5
e [£(=) + g(z)] existe e zlgcltf(x) nem existe. Se existir, determine o valor de a e

lim g(z) existem. calcule o limite.
Tr—a
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6.1 Definicao e Interpretacoes da Derivada . . . . . . . . . . . ... ... .... 152
6.2 Derivada Como Fungao . . . . . . . . . . ... . L o 158
6.3 Derivadas das Funcoes Elementares . . . . . . ... .. ... ... 165
6.4 Regras de Derivacao . . . . . . . . .. .. 165
6.5 Regrado Produto . . . .. .. .. .. ... 166
6.6 Regrado Quociente . . . . . . . . ... ... 169
6.7 Derivada de Funcao Composta . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 172
6.8 Derivada da Funcao Inversa . . . . . . . ... ... o L. 176
6.9 Derivada de Funcao Implicita . . . . . .. .. ... oo 0oL 176
6.10 Revisao . . . . . . . o L e 180

6.1 Definicao e Interpretacoes da Derivada

Introducao

& Equacao da reta
Yy =mx+c

& Declividade de uma reta

AY _ Yp— Ya
Ax  xp— x4

m =
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& Reta secante é a reta que liga dois pontos do grafico de uma funcao

] xo+ h

< O limite da reta secante é a reta tangente

ﬁ&f’ (zo, f (x0))

C

Q (zo + h, f (zo + h))

I

Ly Ly + h

& A declividade da reta tangente ao grafico de f(x) no ponto x

o feh) = f(@)
h—0 h

¢ Nocao intuitiva: velocidade instantanea ¢ o mesmo que a declividade da reta
tangente
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EXEMPLO 6.1.1: Considerando a funcio f(z) = x* podemos construir da reta
e s

secante ao seu grafico nos pontos onde x =1 e x = 2.

a) Calculando os pontos P e @
Bz =1 f(D=1r=1
portanto P(1,1)
G-tz =21 (2 —122=H4
portanto ((2,4)

b) a declividade da reta que liga os pontos P e @)

_Ay_ 4—1 _ 4
L 7Y B R

¢) equacao da reta secante que liga os pontos P e @

Yy —yo = m(z — xo)
y—1=3(z-1)
y =3 — 2

EXEMPLO 6.1.2: Considerando a funcao f(z) = 2% podemos calcular a decli-
vidade da reta secante ao seu grafico nos pontos onde r =a e x = a + h.

a) Calculando os pontos P e )
Prllz=a f(a) = a?
portanto P(a, a®)
Q: z=a+h fla+h)=(a+h)
portanto Q(a + h, (a + h)?)

b) a declividade da reta que liga os pontos P e @

_ Ay
Az

m
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~ (a+h)*—a?
~ (a+h)—a
a® + 2ah + h? — a?
h
+2ah + h?
h
=2a+h

EXEMPLO 6.1.3: Encontre a inclinagao da reta tangente a curva f(x) =
x? — 2z + 1 no ponto (z1,y1).

a) Primeiro avaliamos a funcao f(z) nos pontos z1 e em 1 + h

ylzf(xl):x%—Qlerl

f(x1+h):(:1:1+h)2—2(x1+h)+1
:x%+2x1h+h2—2x1—2h—|—1

b) Avaliamos agora a declividade, ou inclinagao, da reta secante que depende
do valor de h escolhido

fl@+h)— f(z1)
(x+h)—=z
224 2;h+h?— 22 — 2R+ 1
h
x%—2x1+1
h
_ 2z1h+ h® —2h
i h
:2$1+h—2

m(h) =

c¢) Calculamos a inclinagao da reta tangente fazendo h tender a zero

a = limm(h) = lim(2z, + h —2) =227 — 2
h—0 h—0
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Taxas de Variacao

Taxa de variagdo média de f no intervalo [x,x + h], ou declividade da reta secante
entre os pontos (z,f(x)) e (x + h,f(x + h))

fle+h) - f(=)
h

m =

Taxa de variacao instantanea de f no ponto x, ou declividade da reta tangente ao
grafico de f no ponto x.

L fah) - f)
h—0 h
Derivada

A derivada da funcdo f(z) no ponto x; é a funcao f’ (1é-se f linha de x no ponto 1)
definida por

f(z1) = lim flxi+h) — f(x1)

h—0 h

ou de modo equivalente

flo) = tim 222 = S@)

T2 To — I

Se uma funcao possui derivada em um ponto x = a dizemos que ela é derivavel em
x = a.

Exercicios Secao 6.1

2

Definicao e Interpretagoes da Derivada parabola y = 4z — z* no ponto (1,3).

1) Uma curve é definida pela equagao y = f(z)  3) Encontre a inclina¢do da reta tangente a
3

a) Escreva uma expressao para a inclinagao da SURR ) = &5 — & B0 [outiv {10

reta secante pelos pontos P(3,f(3)) e Q(z,f()). 4) Encontre uma equacio para a reta tangente &

. T curva no ponto dado.
b) Escreva uma expressao para inclinagao da

reta tangente em P. a) y =4z — 327 (2, —4)

2) Encontre a inclinagao da reta tangente a b) y=2°-3z+1 (2,3)
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o) y=+vu
2¢ + 1
d p—
) Y x+2

(1,1)

(1,1)

5) Encontre a inclinagao da tangente a curva
y = 3 + 422 — 223 no ponto x = a. Mostre as
equagoes das retas tangentes nos pontos (1,5) e
(2,3).

6) Encontre a inclinacao da tangente a curva
y = 1/y/x no ponto z = a. Mostre as equagoes
das retas tangentes nos pontos (1,1) e (4,1/2).

7) Para a fungao g(x) cujo grafico é dado,
arrume os seguintes nimeros em ordem crescente
e explique seu raciocinio

8) Encontre a equagao da reta tangente ao
grafico de y = g(x) em x =5 se g(x) = —3 e
g'(z) =4.

9) Se uma equagao para a reta tangente a curva
y = f(z) no ponto onde t =2 éy=4xr —5
encontre f(2) e f/'(2).

10) Se a reta tangente de f(z) em (4,3) passa
pelo ponto (0,2), encontre f(4) e f'(4).

11) Esboce o grafico de uma funcdo f para a

qual £(0) =0, f/(0) =3, f(1) =0 e F'(2) = —1.

12) Esboce o grafico de uma funcdo g para a
qual

d) ¢(2)=-1
e) lim g(z) = oo

13) Se f(z) = 32% — 23, encontre f'(1) e use
esse valor para encontrar a equacao da reta
tangente a curva y = 3z% — 2 no ponto (1,2).

14) Se g(z) = ' — 2, encontre ¢/(1) e use esse
valor para encontrar a equacao da reta tangente
a curva y = z* — 2 no ponto (1, — 1).

15) Se F(x) = 5x/(1+ %), encontre F'(2) e use
esse valor para encontrar a equagao da reta
tangente a curva y = 5z /(1 + z*) no ponto (2,2).

16) Se G(z) = 42 — 23, encontre G'(a) e use
esse valor para encontrar a equacao da reta
tangente a curva y = 4% — 23 nos pontos (2,8) e

(3,9).

17) [resp| Encontre f’(a) para cada uma das
funcoes

a) f(z)=3z>—-4z+1
b) f(t) =2t +1

O Sy =1
Q) f(@) =2

e) f(zr)=v1-2x
0 fw) = ——

18) Cada limite representa a derivada de uma
funcao f em um ponto a, identifique f e a em
cada caso.

. 1+ -1
8)
. V16+h -2
b) lim ———
h—0 h
2% — 32
c) lim 5
=5 T —H
tr+t—2
d) lim 12
t—1 t—1

19) Utilize a definigao para calcular a derivada
das funcgoes

a) f(x)=vz b) f(z) =V1-2z

20) Usando a definigao, calcule a derivada de
f(z) = 23/? e determine os dominios de f e f'.

21) Use a defini¢ao da derivada para determinar
a equacao da reta tangente ao grafico da funcao
f(x) = z* no ponto (—2,4)

= 4 A >
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22) Use a definigao para calcular a derivada da
fungao f(x) =9 — 2 e determine os dominios
da funcao e da derivada.

23) Use a defini¢ao da derivada para calcular a
inclinacao da reta tangente ao grafico da fungao
em um ponto qualquer.

a) f(z)=13
b) f(z) =6
o) fl@)=2c+7
d) flz)=8—4z
e) f(x)=3z?

) f@)= 5

h) f(z) =22+ 5z

24) Determine a declividade da tangente ao
grafico de cada funcao no ponto dado e encontre
uma equacao para a reta tangente.

a) f(z)=2zx+7 no ponto (2,11)

(
b) f(x)=-3z+4 no ponto (—1,7)
c) f(z) = 322 no ponto (1,3)
d) f(z) =3z —2? no ponto (—2, —10)
e) f(x)= —i no ponto (3, — 1/3)
f) f(z)= % no ponto (1,3/2)

25) Determine a equagao da reta tangente aos
graficos das fungoes nos pontos indicados.
Esboce o grafico de cada funcao com sua
tangente.

a) y=2>-1 z=1,2=0,z=a

b) y=22=3z1+6

r=—-1,x=2

¢) y=(3z—5)
z=1 z=a
26) Encontrar e equagao da reta tangente a
curva y = 2 — 2z + 1 no ponto (—2,9).
27) Datas as fungoes f(z) =5— 2z e
g(z) = 32% — 1, determine

) f()+4g'()
b) f(2)-f(2)

a

Q) 2£(0) - ¢(-2)
Q) [fO] + 560) +9(0)

28) Considerando a funcao

f(x):{ sex >0

T, sex <0
esboce o gréfico de f e determine se f'(0) existe.
1
20 — 6

r—1,

29) Considerando a funcdo f(x) =

determine se f'(3) existe.

30) Considerando a funcio f(x) = 222 — 3z — 2
determine os intervalos onde f’(z) > 0 e onde

f(x) <O0.

6.2 Derivada Como Funcao

Derivada como funcao

A derivada de uma fungdo y = f(x) é a fungao f'(z), tal que, para qualquer x € Dy,

f'(z) é o valor da inclinac¢ao de f no ponto x

— fz)

h
(@) = tim {20
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O dominio de f” é o conjunto dos pontos z € Dy para os quais o limite existe.

Notagoes para a funcao derivada

f@) = L@) = fla) = Dafla) # 2(a)

O Grafico de Uma Funcao e de Sua Derivada

<
—
w

>

Formas Em Que Uma Funcao Deixa de Ser Diferenciavel

Uma funcao deixa de ser diferenciavel em um ponto se: seu grafico possuir um bico
nesse ponto; ela for descontinua no ponto ou a reta tangente nesse ponto for vertical.

1)
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Calcular a derivada pela definicao

Para calcular a derivada pela definicao calcule cada uma dessas expressoes

[

f(x+h)

fl@+h) = f(x)
fle+h) - f=)

=

h
1 g F@HR) = f(@)
h—0 h

EXEMPLO 6.2.1: Calcule a derivada da funcio f(z) = 52% + 62 — 1 e encon-

tre f'(2).

flz+h)=5(z+h)}*+6(x+h)—1
= 5(z® + 2zh + h?) + 6z + 6h — 1
= 52° + 10zh + 5h* + 62 + 6h — 1
= 52° + 10zh + 5h* + 62 + 6h — 1

f(z +h) — f(z) = (52° + 10xh + 5h* 4 62 + 6k — 1)
— (5% + 6z — 1)
= 10xh + 5h* + 6h

f+h)— f(x) 10zh + 5h* + 6h
=+ h
= 102 + 5h + 6

fle+h) - f(=)

/ 1
flz) = lim h
= lim 10x + 5h + 6
h—0
=10z + 6

F(2)=10x2+6=26
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Continuidade de Funcoes Derivaveis

Toda funcao derivavel em um ponto a € continua nesse ponto.

Derivadas de Ordem Superior

Derivadas de Ordem Superior sao a aplicacao sucessivas da derivagao.

Dizemos que a derivada de uma funcao f é sua derivada primeira

: df _d'f
f(@:%:@

A derivada de segunda ordem é a derivada da derivada
df d [df
" _4J _ 2 (4
fa) = dz?  dx (d:v)
A derivada de terceira ordem é a derivada da derivada segunda

oy B d (&
/ WZ@Z@(@)

Valendo o mesmo para todas as demais ordens

_df d (d<”—1)f)

T den  dz \ dz(D

(=)

Exercicios Secao 6.2

Derivada Como Funcao

1) Use o gréfico fornecido para estimar o valor ]
de cada derivada. Depois esboce o grafico da 1
funcao derivada. : >
x |=3|-2|-1]|0(1|2]|3 ~ |
/(@)
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f'(x)
VK
A
L/
0| 1 X
Nl | [

2) Associe o grafico de cada fungao a-d com o
grafico de sua derivada 1-4. Explique cada
associacao

a)\

b)

3) A partir do grafico de f(x) esboce o gréfico
de f'(z)

a) y b) y
0 x / 0 X

162

c) y d) ,

. . O‘ X
e) , f) ,

0 X 0‘ X
g) y h) y f

0 X 0 X

4) Esboce o grafico das fungdes e baseado nesse
grafico esboce o grafico das derivadas das
funcoes.

a) f(x)=e"

5) A partir do grafico de f(x) esboce o gréfico
de f/(x)

a) y b) Yy C) y
Adpues

VT Y

6) [resp] Encontre a derivada de cada fungao

usando a definicao de derivada. Determine o
dominio da func¢ao e de sua derivada.

b) f(zx)=Inz

0

Q) 1) =

£) flz)=v9—a
5 1) =
b )= 5
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i) fz)=a"
D flz) =2

7) Dado o grafico de f, determine os nimeros
onde a fun¢ao nao é derivavel, justifique sua
resposta.

a)A y}\

/o %O/[X
IR

8) A figura mostra os graficos de f, f' e f".

Identifique cada grafico e justifique sua escolha.

J

9) A figura mostra os graficos de f, f' e f".

Identifique cada grafico e justifique sua escolha.

y

t

V

10) A figura mostra os graficos de f, f e f”.

Identifique cada grafico e justifique sua escolha.

163

o

0 X

11) A figura mostra os graficos de f, f/, f" e f".
Identifique cada grafico e justifique sua escolha.

ii

12) A figura mostra os graficos de f, f/, f” e f".
Identifique cada grafico e justifique sua escolha.

y

i

13) Seja f(x) = .
a) Para a # 0, use a definicao para calcular a
derivada de f em a.

b) Mostre que f’(0) nao existe.

¢) Como é a reta tangente ao gréafico de f em
(0,0)7

14) Seja g(x) = x>
a) Mostre que ¢'(0) ndo existe.
b) Calcular ¢'(a) para a # 0.

¢) Como é a reta tangente ao grafico de g em
(0,0)?

15) Seja f(z) = 22% + 1.
a) Calcule a derivada f’ de f.

b) Encontre uma equagao para a reta tangente
ao grafico no ponto (1,3).

c¢) Esboce o grafico de f.
16) Seja f(z) = z? + 6.
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a) Calcule a derivada f’ de f.

b) Determine o ponto grafico de f onde a reta
tangente ao grafico é horizontal.

Dica: Calcule o valor de x para o qual f'(z) = 0.

c) Esboce o grafico de f e a reta tangente ao
grafico no ponto encontrado na parte (b).

17) Seja f(r) = 2? — 2z + 1.
a) Calcule a derivada f’ de f.

b) Determine o ponto gréfico de f onde a reta
tangente ao grafico é horizontal.

c) Esboce o gréfico de f e a reta tangente ao
grafico no ponto encontrado na parte (b).
d) Qual é a taxa de variagao de f neste ponto?
1
18) Sej ==
) Seja f(z) = —
a) Calcule a derivada f’ de f.

b) Encontre uma equagao para a reta tangente
ao grafico no ponto (—1, —1/2).

c) Esboce o grifico de f.
19) Sejay=f(x)=22+=x

a) Calcule a taxa de variacao média de y em
relacao a x nos intervalos de x =2 a x = 3, de
r=2arx=25edex=2ax=2]1.

b) Calcule a taxa de variagdo (instantanea) de y
em T = 2.

c) Compare os resultados obtidos na parte (a)
com os da parte (b).

20) Sejay = f(z) =2%— 4z

a) Calcule a taxa de variacao média de y em
relacao a x nos intervalos de x =3 a x =4, de
r=3ar=3bedexr=3ax=31.

b) Calcule a taxa de variagao (instantanea) de y
em r = 3.

c) Compare os resultados obtidos na parte (a)
com os da parte (b).
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21) Verifique se a afirmagao é verdadeira ou
falsa. Se for verdadeira, explique o por queé, se
for falsa, justifique exibindo um contra exemplo.

a) Se f é continua em = = a, entdao f é
diferenciavel em x = a.

b) Se f ¢é continua em = = a e g e diferencidvel
em z = a, entdo lim f(x)g(z) = f(a)g(a).
r—a

22) Esboce o graficode f(z)=1/(z —1) e
mostre que a funcao nao tem derivada em x = 1.

z?, sex <1

23) Seja f(z) = ar+0b, sex>1
Determine os valores de a e b para os quais f é
continua e tem derivada em x = 1. Esboce o
grafico de f.

24) Esboce o gréfico da funcdo f(r) = 2°4. A
fungao é continua em = = 07 f/(0) existe? Por
que?

25) Utilize a defini¢do para calcular a derivada

1—
da funcdo f(z) = > +i )

26) Use a definigdo da derivada para determinar
a equacao da reta tangente ao grafico da funcao
f(x) = 7! no ponto (2,1/2)

27) [resp| Usando a definigao, determine a
derivada das seguintes fungoes.

a) f(z)=1-4z>
b) f(zx)=2z"—z—1

) S = —

1—=x
B f@) =
&) f(z) = ——
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6.3 Derivadas das Funcoes Elementares

Derivadas das Funcoes Elementares

Derivada da funcao contante

flz)=c () =0

Derivada da funcao poténcia
flx) =" f'(x) = na""!
Derivada da funcao exponencial, se a > 0 e a # 1 entao
f(z) =a" f'(z) =a"Ina
Um caso particular especialmente importante é quando a = e
flx) = e fiz) =€
Derivada da funcao logaritmica, se a > 0 e a # 1 entao
f(x) = log, @ @) = —log, ¢

Um caso particular especialmente importante é quando a = e

f() = ne fla)=-

6.4 Regras de Derivacao

Propriedades das Derivadas

Sejam f e g fungoes derivaveis e ¢ uma constante, entao temos

2) = (ef(@) = e D (x)

b) (@) + @) = L)+ D)
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6.5 Regra do Produto

Sejam f e g funcoes derivaveis, entao temos

a
dzx

Exercicios Segao 6.5

(f@)9@) = F(@)9(@) + f(2)g @)

Regras do Produto e do Quociente

1) Calcule a derivada de f(z) = (1 + 2?)(z — 2?)
de duas formas: usando a regra do produto e
efetuando a multiplicacao primeiro. Os
resultados coincidem?

2) Calcule a derivada de

zt —5xd + \/x
2

F(z) =

de duas formas: usando a regra do quociente e
simplificando primeiro. Os resultados coincidem?

3) [resp| Ache a derivada da funcao.

2 -2
f =
) Glz) 2v +1
23
8) Y=1—2
55 = 1L
h) y= —1—
) v 3+ —2
)y = £ +2
R T TE
5) [resp| Ache a derivada da funcao.
(t—1)?
b) y=e"(p+pvp)
c) y= !
y_s+kes
v3 — 20/
d) y= L2V
) v .
e) z=w’(w+ ce®)
2t
f t) =
) 1= 57
t— vt
g) g(t) = i
A
h -
) f0)= 5o
1 —ze”
) S =
x
ar +b
k pu—
) J@) cr+d

6) [resp] Ache a derivada da funcao.

2) flo)= 22

X



Derivadas
e’ +1
b) flw) =—
e
61’
9 @) =255

7) [resp] Derive as fungoes.

a) H(u) = (u—+u)(u+Vu)

b) J) = (v® —20)(v™* +v7?)
c) Fly) = (%—i) (y +5y°)

)

) [resp]
a) f(z) = (2z + 1)(32° + 6)
) )= (Tz —1)(x +4)
(

b) () =

c) f(z)=(3z*-1)(2—z%
Q) f@)= (- 1)@ +1)
) Fu) = (40 ~ a)(a — 20
) flg) = ot

§ f0= "

b ()= T

) f0)=2=%

) f@) =

W) )=t ]

) sy =429

m) @)=+

n) (o) = 5ot +

9) [resp] Encontre a derivada de cada uma das
funcoes.

a) f(r)=
b) f(s) =

2 |
~(52—3)7 (50 +3)

(s —1)(3s — 1)(58> + 25)
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) J@)= T3 + 6)
10) [resp| Calcule a derivada das fungaos.
a) p(z) = (2° + 32° — 2z + 3) In ()

T2 42
b FO) = et

3 —4
L A
11) [resp] Calcule f' e f".

— 4z . 1’2
ey
7)) = a7 @
d) fl2) = 5—

12) Encontre a equagao da reta tangente de
cada curva no ponto especificado

z?—1
e 1,0
oY= (10)
6:2
DI 1
) y=— (1,e)
c) y=2xe” (0,0)
2x
d) y=—2_ 1,1
) Yy oS (1,1)

13) A curvay = 1/(1+ 2?) é chamada de Curva
de Agnesi (Witch of Agnesi em inglés). Encontre
uma equacao para a reta tangente dessa curva no
ponto (—1,1/2).

14) A curva y = z/(1 + z?) é chamada de Curva
Serpentina. Encontre uma equagao para a reta
tangente dessa curva no ponto (3;0,3).

15) Se f(z) = (2% — x)e”,

encontre f’(z).

T

16) Se f(z) = Qﬁf—x—i—l’ encontre f'(x).
r?—1

17) Se f(z) = 21 encontre f'(x) e f"(x).

18) Se f(z) = (z* — 1)e*, encontre f'(x) e f"(z).

19) Se f(z) = 1: encontre f”(1).

20) Se g(z) = e% encontre g™ (z).

21) Suponha que f(5) =1, f'(5)
e ¢'(5) = 2. Calcule:

a) (f9)'(5)  b) (f/9)'(5)

=6, 9(5) =3

c) (9/f)'(5)

= 4 A >
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22) Suponha que f(2) = -3, g(2) =4,

f'(2) = =2 e ¢'(2) = 7. Encontre h'(2).
a) h(z) =5f(z) —4g(x)
b) h(x) = f(x)g(x)
) h(z) )
_9(x)
d) h(z) =7 T 7@

23) Se f(z) = e®g(x) sendo que g(0) =2 e
g'(0) = 5, encontre f/(0)".

24) Se h(2) =4 e h/(2) — 3, calcule
d (h(z)
de \ =z —

25) Se g(x) =z f(x), sedo que f(3) =4 e
f'(3) = —2, encontre uma equagao da reta
tangente ao grafico de g no ponto onde x = 3.

26) Se f(2) =10 e f'(x) = 2%f(x) para todo =z,
encontre f”(2).

27) Se f e g s@o fungdes cujos graficos estao

dados, seja u(z) = f(z)g(z) e v(z) = f(z)/g(z).
Calcule v/(1) e v'(5).

Yy
~
¥ <
g
1
o 1 X
28) Seja P(z) = F(x)G(x) e Q(x) = F(z)/G(x)

sendo que F' e F' sao fungoes cujos graficos estao
dados. Calcule P'(2) e Q'(7).

yn\
F//

1 G <

o 1 X

29) Se g é uma funcao derivdvel, encontre uma
expressao para a derivada de cada uma das
funcoes.

a) y=xg(x)

30) Se f é uma fungao derivavel, encontre uma
expressao para a derivada de cada uma das
funcoes.

2) =) ) yo 2
’ i e
b) y="3 Q _l+zf(z)

Jz

31) Encontre as equagbes para as retas
tangentes da curva

r—1
z+1

Y

que sao paralelas a reta r — 2y = 2.

32) Calcule R'(0), sendo que

x — 3z3 + 5z°
14 323 4 626 + 929

R(0) =

Dica: Nao calcule R'(z). Defina f(x) como o
numerador e g(x) como o denominador e calcule

£(0), f(0), g(0) e g'(0).
33) Encontre a equacao da reta tangente a curva
2¢ +1
Y= 3r—1
no ponto de abscissa r = —1.

34) Encontre a equacao da reta tangente a curva
= (32 — 4x)?
no ponto de abscissa r = 2.

35) Encontre as equagoes das retas tangentes a
curva

z—1
z+1

y:

que sejam paralelas a reta y = x.

36) Esboce o grafico de cada fungao e sua
primeira e segunda derivadas

a) f(z)=z(z+1)(z—1)
b) f(z)=2>-3
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6.6 Regra do Quociente

169

Sejam f e g funcoes derivaveis, entao temos

f'(x)g(x) — f(x)g'(v)

%(ﬁg): 9(@)]’

Exercicios Secao 6.6

Regras de Derivacao

1) [resp| Determine e derivada da funcao f
usando as regras de derivagao

a) flz)=-3
b) f(z) = 365
c) flz)=2a’
d) f(z)=a*'
e) f(z)=32?
) f(z)=—22
g) f(r)=mr’
h) f(x) = 9z
i) f(z) =3z
D f) ==

) f(z)=03z""?
m) f(z) =52 -3z +7
n) f(z)=—-x°+22> -6

2) [resp|] Determine e derivada da fungao f
usando as regras de derivacao

a) f(x)=4x* —32* +2
b) f(z)=3z"'+ 4272

) fo) =36~ )
) fO=g-5+>

e) f(x)=2x—>5/x

2 3
f) f(iﬂ):;—ﬁ

g) f(z) =0,0032* — 0,4z + 10
h) f(z) = 0,223 — 0,522 + 0,1z — 20

) x3 —4x2 + 3

) fl)= T ES
55 — D AL g5 — 1l

) 1) =T

f(r) = mr?
b) f(z) =32+ 6x — 10
¢) flw)=aw®+b
Q) fl@)=14- 57
e) f(z)=7(az®+bz+c)
4) [resp| Derive as fungoes:
a) f(z)=2"
b) f(z) =e
) fl@)=¢
B S =-%+2
) fla) =2
f) flz)=2>—4z—6



Derivadas

= (3a+1)
0) h(t) = vt — 4

5) [resp] Encontre a derivada de cada uma das
funcoes

a) S(p)=+p-p
b) y Vo (z—1)

)=

(z) =

¢) S(R) = 4rR?
(

T

d) h(u) = Au® + Bu®> + Cu
) yla) = VI
2’ +4r+3
f) y(:)s)——ﬁ
g) g(u) = V2u++3u
) jz) = 2 4 e

i) k(r)y=r°+¢€"
) H@ = (o+3)
k) y(v):ae”—i—g—l-v—c2

) u(t) =Vt +4V

o o= (v )

A
n) z(y) = W + BeY

o) y(z)= et 41

6) Encontre a equacao da reta tangente a curva
no ponto indicado

a) y=+vz (1,1)
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b) y=z*+22" -z (1,2)
c) y=az*+ 2" (0,2)
d) y=2*—2* (1,0)
e) y=23r>—2° (1,2)
f) y=z—-V= (1,0)

-J

) Calcule a primeira e segunda derivadas das
uncoes

) f(z) =102 +52° —
b) () = v+ 9
)

8) Encontre os pontos do grafico da funcao
y = 223 + 322 — 122 + 1 onde a reta tangente é
horizontal.

=+

99

9) Para quais valores de z o gréfico de
f(z) = e — 2z possui uma tangente horizontal?

10) Mostre que a curva y = 2e* + 3z + 5z nao
possui retas tangentes com inclinagao igual a 2.

11) Encontre a equacao da reta tangente da
curva y = x+/x que é paralela a reta y = 1 + 3x.

12) Encontre as equagoes das duas retas
tangentes das curva y = 1 + 23 que sdo paralelas
areta 120 —y = 1.

13) Encontre a n-ésima derivada de cada uma
das funcoes calculando as primeiras derivadas e
observando o padrao gerado.

a) f(x) =az" b) flz)=1/x

14) Encontre o polinomio de segundo grau, P,
tal que, P(2) =5, P'(2) =3 e P"(2) = 2.

15) Encontre uma fungao cubica
y = ax’ + bx? + cx + d, cujo grafico tem

tangentes horizontais nos pontos (—2,6) e (2,0).

16) Encontre a parabola com equagao

y = ax® + bx + ¢, que possui inclinacdo 4 em
x = 1, inclinacdo —8 em = = —1 e passa pelo
ponto (2,15).

17) Seja

f(z) = {x + 1,

sex <1

r+1, sex>1

A funcao f é derivavel em 17 Esboce o grafico de

fede f.

= 4 A >
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18) Para quais valores de z a funcao g é
derivavel?

2x, sex <0
g(x) =492z —12% sel<z<2
Y — G2 se x> 2

Escreva uma formula para ¢’ e esboce os graficos
degedg.

19) Para quais valores de z a fungao
f(x) = |22 — 9| é derivavel? Escreva uma
formula para f’ e esboce os graficos de f e f’.

20) Para quais valores de = a fungao
h(z) = |z — 1| + |x + 2| é derivavel? Escreva
uma formula para h’' e esboce os gréficos de h e

n.

21) Encontre a parabola com equagao
y = ax? + bx cuja reta tangente no ponto (1,1)
tem equacao y = 3z — 2.

22) Suponha que a curva

y = x* + ax® + bz? + cx + d tem uma reta
tangente em x = 0 com equacao y =2x + 1 e
uma reta tangente em x = 1 com equacao

y = 2 — 3z. Encontre os valores de a, b, c e d.

23) Para quais valores de a e b areta 2x +y = b
é tangente a pardbola y = ax? quando x = 27?

24) Encontre o valor de ¢ para o qual a reta
y = 3/2x + 6 é tangente a curva y = c+/z.

25) Seja

z2,
o-fr

Encontre os valores de m e b que tornam a
funcao f derivavel em todos os pontos.

sexr <2
sex > 2

26) Avalie a declividade do gréfico da fungao
f(z) = v/ no ponto (4,2).

27) Sendo f(x) = 223 — 4x, determine f'(—2),
f'(0) e f(2).

28) Sendo f(z) = 42" 4 22”7, determine f'(0)
e f(16).

29) Determine a declividade e uma equagao da

reta tangente ao grafico da fungao f no ponto
especificado.
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a) f(z)=2z’-3z+4
b) flz)=2*-32>+22° —z+1

o) f() :ﬁ+%

30) Seja f(z) = 3.

a) Determine o ponto do grafico de f onde a
reta tangente é horizontal.

(4,5/2)

b) Esboce o grifico de f incluindo a reta
tangente horizontal.

31) Seja f(z) =23+ 1.

a) Determine o(s) ponto(s) no grafico de f onde
a declividade da reta tangente ¢é igual a 12.

b) Determine a(s) equagao(des) da(s) reta(s)
tangente(s) encontrada no item (a).

c¢) Esboce o grafico de f mostrando a(s) reta(s)

tangente(s).

32) Seja f(z) = 22 + 2® — 122 + 6. Determine
os valores de x para os quais:

a) fl(zr)=-12
b) f'(x)=0
c) fl(z)=12

33) Seja f(z) = ja* — 32® — 2%. Determine o(s)
pontos(s) no grafico de f onde a declividade da
reta tangente assume os valores

a) —2z b) 0 c) 10x

34) A reta perpendicular a reta tangente a uma
curva e que passa pelo ponto de tangéncia da
reta tangente é denominada normal a curva.
Determine a equacao da reta tangente e da
normal & curva y = 2® — 3z + 1 que passam pelo

ponto (2,3).

35) Avalie a declividade do gréfico da fungao
f(z) = In(x) no ponto (e,1)

36) Seja p(z) = (x —a)(x —b), onde a e b sao
constantes tais que a # b, mostre que

p(a) = p(b) =0 e que p'(a) # 0 e p'(b) # 0.

37) Dadas as fungoes f(r) =22+ A e
g(x) = Bz, determine A e B tais que
f'(@) +g'(z) =1+ 22
22

f(@) = g(x)
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38) Dada a funcao f(t) = 3t — 4t + 1, calcule
£(0) — ££'(0).

39) Em que pontos do grafico da fungao

x3 322

= — = —+2
Y 3 2+x

tem tangente horizontal?

40) Seja y = ax® + bz, encontre os valores de a e
b, sabendo que a tangente a curva no ponto (1,5)
tem inclinagao m = 8.

41) Determine a equacao da reta tangente a
cada curva, nos pontos indicados e esboce o
grafico correspondente.
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a) f(:c):%,le/s,x:3

a¢{-24},x=-22=4
x_

c) flx)=2yz,z=0,r=a,a>0

42) Encontre a equacao da reta tangente a curva
y = 2® — 1, que seja perpendicular & reta y = —x.
43) Calcule as derivadas primeira e segunda da
fungao f(x) =1 — 2 e esboce os gréficos de f, f’

e f.

44) Calcule as derivadas primeira e segunda da
fungao f(z) = e* + e™* e esboce os graficos de f,

f/ e f//.

6.7 Derivada de Funcao Composta

Regra da Cadeia

Sejam f e g fungoes derivaveis, entao temos

d df dg
—f9(@) = dg dz

ou equivalentemente
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Exercicios Secao 6.7

Derivada da Fungao Composta n) f(z)=1In(z*+1)
1) 1Escrevc? a funcgao compgstz}(ne; forréla) fl(ag(x)) o) f(x)=Inva?—4
explicitando as expressoes de f(x) e g(x). Entao
calcule dy/dz. p) f(x)=e"Invr+3
a) y= YT+ 4z Q) f(z)=e*In(z+1)
5
b) y=(32°+5)! 1) flo) =~
¢) y= e\/g 4) [resp] Ac};e a derivada da funcgao.
— 2) fz)=e
b) g(t)=e""
2) Determine dy du dy -
du’ dr © dz c) flu)=ue
a) y=u"l u=32"—-1 d) f(z)=3(e"+e")
b) y=+u u="Tx— 22> e) f(z)= e +26_x
¢) y=u""P u=22—xz+1 £) F(t) = 4eit?
d) yzx/ﬂ+% u=1"—z g) h(z)=e"
1 h) f(z)=3e
o V=4 ks ) f(@)= et
3) [resp| Ache a derivada da fungao. D) f@) = (e +1)%
a) f(z)=5nz k) f(z)=(4—e3)>
b) f(z)=In(5z) ) flz)=e""
C) f(:L‘) = (1' e 1) m) f(t) _ _67\/%
9 flz) =2m(a) n) f(s) = (s + Ve
e) flx)=Invz 0 f@):iﬂ
f) fl@)=In(Vz+1)
5) [resp| Calcule a derivada das fungoes
L 7
8) fla)=In7 a) g(@) = (z*+ V&)
h) f(z)=1In (42 — 6z + 3) b) f(x) = we*
) S =22 c) f(@)=mn(Va?)
3
o1 d) g(z)= (2’ +Inz)
i) flz)=In r—1 e) f(z) = (22 +z)e>t
k) f(z)=Vhz f) f(z)=In (V2 nz)
) f(z)=(nz)? 6) [resp| Calcule a derivada de cada fungao
m) f(z) =2(Inz)*" a) f(z)= %(2355 +627°)°
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e) f(t)= (4" —5t+2)""F
Tx?
f) flx) = N J3r 1
g) f(x) =23 0547
h) f(z)=ev"
) fuﬁ=:(%)
i) flt) = e’ t+ 1
k) f(t) = j;i

D) f@)= (e +4)"

7) [resp| Calcule a derivada das fungoes.
a) F(z)=(z*+32%>-2)°

b) F(z) = (4 — )

¢) F(z)=+v1-2z

B fe)= 5

e) y=uze ke

f) f(z)= 2z —3)*@*>+2+1)°

g) g9(z) = (2* +1)*(2* +2)°

h)
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s2+1
k —
) y=+v1+2e3
m) y=e'"
n) y=5"
(y —1)*
G(y) —
) oy r
by r?+1
) B et —e ¥
) Y=

8) Calcule a primeira e segunda derivadas das
funcoes.

y=e b) y=ze ke

f
f(z) = 2ze>® e) f(z)=In(z+5)
ft) =22 f) f(z) =1In(z? +2)

10) Ache a equagao da reta tangente ao grafico
de y = €**72 no ponto (3/2,1).

11) Encontre uma equagao da reta tangente ao
grafico da funcao no ponto indicado.

2) y=(1+20)" (0,1)
b) y=v1+a3 (2,3)

c) y= (0,1)
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d) y:m (171)

12) Determine se a afirmagao é verdadeira ou
falsa.

a) Se f(z)
b) Se f(x) . entao f'(x)

13) Calcule F'(5), sabendo que F(z) =
e que f(=2) =8, f'(=2) =4, f'(5) =
9(8) = —2eg'(5) =6.

14) Calcule A/(1), sabendo que
h(z) =+/4+3f(x) eque f(1)=Te f'(1) =4

15) Data a tabela de valores

)| 9(x) | f'(z) | ¢'(z)

= In5, entao f'(x) = /.

=1lna =lna

f(g(z))

=y
N ||| g

Wi |8

Calcule as derivadas solicitadas

a) K (1) sendo que h(z) = f(g(z))
b) H'(1)  sendo que H(z) = g(f(z))
c) F'(2) sendo que F'(z) = f(f(x))
d) G'(3) sendo que G(z) = g(g(z))

16) Seja f e g as fungbes exibidas no grafico,

enquanto, u(x) = f(g(x)), v(z) = g(f(z)) e
w(z) = g(g(z)). Calcule v/(1), v'(1) e w'(1) caso

a derivada exista, se nao existir justifique porque.

y
N
T
VAN
0 ! ;

17) Seja f a funcao definida pelo grafico,

enquanto, h(z) = f(f(z)) e g(z) = f(2?).
Estime h/(2) e ¢'(2).

di /
y=fw)|/
—T /
—1
0 1 ;

18) Se g(x) = +/f(z) e f estd definida pelo
grafico, calcule ¢'(3).
y A
A1
f
[, i/
0 1 ;

19) Calcule f'(0) s

) e flx) =e”
) Calcule f(1) se f(z) =In(1+x) + (x + 1)

21) Dado f(z) =e™*, calcule f(0) + zf'(0).
)

22

(x—1).
20

Calcule a derivada da funcao

fo) = (e 1n(3m))2

23) Calcule

d d

a) %(12+m3)4 b) %<ln(xlnx)>

24) Mostre que a funcao y = xe™* satisfaz a

equagao zy' = (1 — z)y.

25) Mostre que a funcio y = xe~*"/* satisfaz a
equacao ry = (1 — 2?)y.

26) Mostre que a fungao y = (1 + 2 +1Inz)™?

satisfaz a equagao zy’' = y(yInz — 1).
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6.8 Derivada da Funcao Inversa

Derivada da Funcao Inversa

Seja f(z) uma funcao derivavel, se f~1(z) existe e é diferente de zero, entao

6.9 Derivada de Funcao Implicita

Funcao Definida Implicitamente

Dizemos que uma fungao y = f(z) é definida implicitamente por uma equagao
F(y,x) =0

se, ao substituirmos y por f(z) nessa equacao, ela se torna uma identidade.

EXEMPLO 6.9.1: A equacdo z? + % = 1 define implicitamente a funcao

y=2(1 — z?).

EXEMPLO 6.9.2: A equacao 2° + y> = 4 define implicitamente diversas
fungoes, por exemplo

y=+vV4—2? e y=—v4—a?
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Derivada de Funcao Definida Implicitamente

Suponha que F(y,z) = 0 define implicitamente a funcao y = f(z). Nesse caso
podemos usar a regra da cadeia para calcular a derivada da fungdo y = f(z) sem
que seja necessario determina-la explicitamente. Para isso basta derivar a equacao e
usar corretamente a regra da cadeia como mostram os exemplos.

EXEMPLO 6.9.3: Sabendo que y = f(z) é uma funcao derivavel definida pela
equacao 2 + y? = 25, determine ¥/

Derivando por z os dois lado da equacido z? 4+ y? = 25 obtemos

(&% +y°) = (25)
(&%) + ()

2z + () =

(2
0
0

usando agora a regra da cadeia para derivar (y(z))? temos
2z +2yy =0

isolando vy’ temos a resposta que desejamos

! —2x 05
y — N R
2y (

Note que para calcularmos 3’ precisamos saber o valor de z e também o valor

de y = f(2).

EXEMPLO 6.9.4: Sabendo que y = f(z) é definida pela equacao xy* + 2y° =
x — 2y, determine 7/,

Derivando por z os dois lado da equacio zy? + 2y® = 2 — 2y obtemos
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usando agora a regra da cadeia para derivar (y(z))" temos
2(2yy) + 203y y) + 20 =1~y

isolando vy’ temos a resposta que desejamos
(2zy + 6%+ 2)y' =1 — 4

;o 1_92
2zy + 6y? + 2

EXEMPLO 6.9.5: Considerando a circunferéncia de centro na origem e raio 5.
Determine a equacao da reta tangente a essa circunferéncia pelo ponto (3,4).

A equacao que define essa circunferéncia ¢ 22 4+ y? = 25. Usando os célculos do
exemplo 6.9 sabemos que

r=3
y=4

Basta construirmos a equacao da reta

y—yozm(x—xo)

3
y—4:—1(x—3)
3 3
= 2242344
Y 4:1:+4 +
_ 3 ,9+16
¥y=71 4
——§x+§
y=71"77

ou de modo equivalente

3z 4 dy — 25 =0
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Exercicios Secao 6.9

Derivada de Funcao Implicita

1) Para cada equagao implicita, determine a
: dy
derivada —= .

x
i) Resolvendo explicitamente para y em
termos de x e derivando o resultado.

i) Aplicando a derivacao implicita.

iii) Verifique que os resultados sao

equivalentes.
a) r+2y=>5
b) zy=1
c) xy—y—1=0
d) 28 —2°—zy=14
e) T’y —2*+y—1=0
f) RS

Yy

d
2) Determine d—y por derivagao implicita.
x

a) 2°+y* =16

b) 2°—2y* =16

c) +y +y—4=0
d) 2> —21y=6

) 22+ 5xy +y* =10
f) 2%y —zy =8

g) z/+yl=1

) VET-s

(2x + 3y)'* = o2

1 1
P—i_?:l
k) Vezy=x+y
T+y
T—y
r—Yy
=¥
) 2z + 3y v

— e
~—

3z

n) zy’? = 2 + 4

o) 2%y =1+ 23

p) (z+y)P+2*+y°=0
qQ (z+y)P=2"+25
3) Para cada fungao:
i) Calcule ¢ usando a derivagao implicita

ii) Resolva a equacao explicitamente para y e
calcule ¢/

ii1) Verifique que as solucoes sao equivalentes
substituindo a solugao para y na
expressao encontrada no item (i).

a) 92° —y* =1
b) 22°+z+zy=1

c) é + 5 = 1l

4) Calcula dy/dz por derivagao implicita.
a) B+ =1

b) 2vx+y=3

c) T’ +zy—y’ =4

d) 22° + 2%y —xy° =2

e) a'(z+y) =y —y)

f) zey =2 —y

g) €M =x—y

h) Vot+y=1+a%’

)
5) Se f(x) + 2?[f(x)]> =10 e f(1) = 2, calcule
f'().

6) Considerando y como a variavel
independente e x como a varidvel dependente,
use a derivagao implicita para calcular dx/dy.

a) z'y? — 2Py + 22y =0
b) vz +y=1+z%>
7) Use a derivacao implicita para encontrar uma

equacao da reta tangente a curva no ponto
indicado.

a) z°+zy+y* =3, (1,1), (Elipse)
b) 2®+2xy —y* +x =2, (1,2), (Hipérbole)

c) 2 +y’ = (22" + 2" — )%, (0,1f2),
(Cardioide)

d) 2+ =4, (-3v3,1), (Astroide)

= 4 A >
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e) 2(x +y*)? =25(z —»?), (3,1),

(Lemniscata)
f) y*(y* —4) = 2*(2* — 5), (0, —2), (Curva do
Diabo)

8) Calcule y” usando derivagao implicita.

a) 922 +y* =9
)

b) Vrz+.y=1
) +y’=1
d $4+y4:(14

)
9) Se xy + €Y = e, encontre o valor de y” no
ponto onde x = 0.

10) Se 22 + zy + v = 1, encontre o valor de y"”
no ponto onde x = 1.

11) Calcule 3 = dy/dx das fungoes definidas
implicitamente pelas equagoes

a) *+y*=d°
b) 2+ 2y +y?=0

) Vr+yy=+a

r—y
d) y* =
)y rT+y
e) e¥=z+y

6.10 Revisao
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12) Determine as retas tangentes a
circunferéncia de centro (2,0) e raio 2, nos pontos
de abscissa = 1.

13) Mostre que a reta tangente a elipse

22 P
_+ﬁ:1

no ponto (r,s) tem equagao
r
—:v +

Y=L

14) Calcule a derivada de y(z) sabendo que
Vv +y = x pela regra da derivagao implicita.

15) Use derivacao implicita para calcular as
derivadas solicitadas

a) % , sabendo que 2%y? = e*¥

f 1
dr Ve
16) Avalie a declividade do gréfico da fungao

y(x) no ponto (1,0) sabendo que y satisfaz a
equacao €Y =z — y.

b) , sabendo que f(x) =

17) Calcule a derivada de y(z) sabendo que
Vity=1+1y2

18) Avalie a declividade do gréfico da fungao
y(x) no ponto (1,2) sabendo que y satisfaz a
equacao z2 + 2zy — y* +x = 2.

1) Use da defini¢ao para calcular f’(1), sendo
que f(z) = v/3z + 1. Encontre a equagao da reta
tangente a curva v/3z + 1 no ponto (1,2).

2) Determine a derivada das fungoes abaixo
(ndo é necessario fazer simplificagoes)

2¢® + 5zt —6x + 7

2) f(x) = -
10
b I = e re
c) f(t) =5e'(t® + 3t + 2t

623 + 3)e”
Q) o) = LA

3 62—4
PRI

3_1 s
s =y

3) Calcule, usando a definigao, a derivada da
fungao f(x) =+/19 — z. Encontre a equagao da
reta tangente a curva y = /19 — x no ponto
(3,4).
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4) Dada a funcao

x2—3
2—x

fz) =

encontre suas raizes, intercepto com o eixo y,
assintotas e o(s) intervalo(s) onde f'(x) >0 e

fl/(m) Z 0

5) Dada a fungao
r? —3
4 — 2

fz) =

encontre suas raizes, intercepto com o eixo y,
assintotas e o(s) intervalo(s) onde f'(z) >0

6) Calcule, usando a defini¢ao e também usando
as regras para conferir, a derivada da fungao

Encontre a equacao da reta tangente a curva
y = f(z) on ponto (—1,1).

7) Encontre a reta tangente a curva y = x? que
passe pelo ponto (5,16). Note que este ponto
estd fora da curva.

8) Calcule as derivadas sucessivas até a ordem n
indicada.

a) f(z)=3z*—2z n=>5
b) f(z)=az’+bz’+cx+d n=3
¢) f(z)=3—22%+42° n =10
d) f(z)= — z? n=2
e) f(x)= . i ] n=4
f) f(z) =¥ n=3
g [flz)= eix n=4
h) f(x)=In(22) n=2
9) Calcule a derivada de cada fungao

a) f(r)=10(32* + 7z — 3)'°
b) f(z) = %(be + az)?

= (7t + 6t)7(3t — 1)*
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0 0= ()

&) fa)= /B + bz 27
D ) = ———

g) f(®) %

b) f(z) = 3¢

n) f($)=1n(%+%)
o) f(z) = mre

B) (6 = (26 + 1)

a) f(s)= l(a + ps)lnlatbs)

2

10) Calcule as primeira e segunda derivadas das
fungoes

a) pz)=2"+2° +2* +1

b) flz)=e"

c) pz) =2 —2%— 22 +1

d) f(z)=1In(z?)

11) Calcule f'(z) para cada fungao
1—2z, <0

8) fle)= {ex, x>0

b) f(z) =1n|3 — 4x|

Q) f(@) = P

12) Determine a derivada das fungoes abaixo e
faca todas as simplificacoes possiveis

3 7
T’ +e
z)=|———
/@) <:U6 + 62)
13) Determine a derivada das fungées abaixo
(ndo é necessario fazer simplificagoes)

= 4 A >
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zIn(5z) + 622 — 4

a) g(r) =

e ® 4+ 11
720" +3
b) fla) = Toe
7ln(z? — 1)e*" +2
C) h(x) N 4+ 2

14) Calcule, usando a definigao, a derivada da
funcao f(zr) =+/1 — z. Encontre a equacdo da
reta tangente a curva y = f(z) no ponto (—8,3).

15) A derivada pela esquerda e derivada pela
direita sao definidas pelos limites

fla=h) = f(a)

f’_(a):hlir[r)l_ h
o = sy L0 =1~

se eles existirem. Assim, f'(a) existe se, e
somente se, ambas as derivadas laterais existirem
e forem iguais.

a) Encontre f’ (4) e f'(4) da fungao

0, sex <0

flz) = 5—1x, se0<xr<4
5 , sex >4
—

b) Esboce o grafico de f(x).
¢) Onde f é descontinua?
d) Onde f nao é diferenciavel?

16) Encontre a inclinagao da reta tangente a
curva y = 9 — 22? no ponto (2,1). Esiba a
equacao dessa reta.

17) Encontre as equagdes das retas tangentes a

curva y = nos pontos com abscissas

1—- 3z
r=0ex=-—1.

18) Encontre a funcao f e o nimero a que
satisfazem

6 _
iy 2R —64
h—0

= f'(a)

19) Se f(x) =+/3 — bz.

a) Use a defini¢ao de derivada para calcular

/().
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b) Encontre os dominios de f e f’.

20) Use as regras de derivagao para calcular a
derivada solicitada

2) di(x —\/_+e>

b) dix z2+4

0 7 (753)

) £ o)

°) di:(x —V=E )
f) %m

0 % (1)

) )

21) Suponha que f é derivavel em R e a é um
ndimero real. Sejam F'(z) = f(z%) e

G(z) = [f(z)]*. Encontre expressoes para F'(z)
e G'(x).

22) Suponha que f é derivavel em R. Sejam
F(z) = f(e*) e G(x) = ¢/@. Encontre
expressoes para F'(z) e G'(z).

23) Sejam g(z) = e + f(x) e h(z) = e f(x) e
sabendo que f(0) =3, f'(0) =5e f(0) = —2.
a) Calcule ¢'(0) e ¢"(0) em termos de c.

b) Encontre, em termos de k, a equagao da reta
tangente ao grafico de h no ponto x = 0.

24) Seja r(z) = f(g(h(x))), com h(1) = 2,
g9(2) =3, K(1) =4, ¢'(2) =5, f'(3) =6, calcule
r'(1).

25) Se g é uma fungao duas vezes diferenciavel e

flggc) = xg(x?), encontre f” em termos de g, ¢’ e
q".

26) Se F(x) = f(3f(4f(x))), onde f(0) =0e
f(0) =2, calcule F'(0).

27) Se F(z) = f(zf(zf(x))), c

mf( ) =
1'(3) =6, calcule

f(2)=3,f(1)=4,f(2)=5e
F(1).
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28) Encontre a 1000* derivada de f(z) = re™®.  para mostrar que dim = ﬁ
x x
29) Escreva |z| = Va2 e use a regra da cadeia
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7.1 Diferenciais e Aproximacao Linear

Acréscimos

Considerando a fungao y = f(z), o acréscimo de z é definido por

Ax = 29 — 21

A variacao em y correspondente a variacao representada por Az é definida por

Ay = f(x2) — f(z1)

ou de modo equivalente

Ay = f(a1+ Az) — f(a1)

1l
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Diferencial

Se y = f(x) é uma fungao derivavel e Az um acréscimo de z, podemos definir

a) o diferencial da varidvel independente z, denotado por dz, como

dr = Azx

b) o diferencial da varidvel dependente y, denotado por dy, como

dr = f'(z) Ax

Segundo essa definicao podemos escrever

dy = f(x)dz ou  —= = f(z)

Aproximacao Linear

Quando Az é pequeno, o mesmo ocorre com a diferenca Ay — dy. Podemos assim,
nesses casos aproximar Ay por dy

Ay ~ dy

EXEMPLO 7.1.1: Se y = 22> — 6z + 5, calcule o acréscimo Ay para z = 3
e Ax = 0,01.

= f(z1 + Az) — f(z1)
—f@+OOD £(3)
= f(3,01) = f(3)
= [2(3,01)* — 6(3,01) + 5] — [2(3)* — 6(3) + 5]
= 5,0602 — 5 = 0,0602

EXEMPLO 7.1.2: Sey = 622 — 4, calcule Ay e dy para x = 2 e Az = 0,001.
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Ay = f(zrr+ Az) — f(a1)
= f(2+0 001) f(2)
= [6(2,001)* — 4] — [6(2)* — 4]
= 20,024006 — 20 = 0,024006

dy = f'(z1) Az
= 122Ax
— 12 x 2 x 0,001 = 0,024

Diferenca Ay — dy = 0,000006

ExeEMpLO 7.1.3: Calcule um valor aproximado para y = /65,5 usando dife-
renciais.

Usando a definicao de acréscimo da variavel dependente temos
Ay =1y —y1 = f(z1 + Az) — f(71)

Y1+ Ay =y = f(z1 + Ax)

Por outro lado, derivando a fungao y(x), temos que

1
Fazendo x; = 64, pois é o cubo perfeito mais préximo de 65,5, temos Az = 1,5.
Consequentemente
1 1,5
dy = ——15=—"-—=0,03125
YT 360% " T 3x16
Como

/65,5 = /64 + 1,5 = /21 + Az = y; + Ay

usando a aproximacao Ay = dy concluimos que

/65,5 ~ y; + dy = 4 + 0,03125 = 4,03125
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Exercicios Secao 7.1

Diferenciais e Aproximacao Linear

7.2 Analise Marginal

Analise Marginal

A interpretacao da derivada como uma taxa de variacao ¢ amplamente utilizada em
Economia, englobando os conceitos de custo marginal, receita marginal, elasticidade,
entre outros.

A denominacao marginal indica uma variacao na margem, significando que é consi-
derada como um limite.

Custo Marginal

Supondo que o Custo Total para produzir ¢ unidades de um produto é dado pela
funcao

C = C(q)

Se aumentarmos a producao de q para g + Aq, o acréscimo correspondente no custo
total é

AC = C(q+ Agq) — C(q)

A taxa média de acréscimo no custo, por unidade acrescida, é

AC _ Clg+Aq) —C(qg)
Ag Ag

O Custo Marginal é definido pelo limite

e representa a taxa de variagao instantanea do custo total, por unidade de variagao
de quantidade produzida, quando a producao é de q.

|l
A
>
v



Aplicacoes 188

Receita Marginal

De modo andlogo ao Custo Marginal é possivel definir a Receita Marginal. Se R(q) é
a Receita Total obtida com a comercializagao de ¢ unidades de um produto, temos
que

AR = R(q+ Aq) — R(q)

é o acréscimo na receita quando a demanda aumenta de ¢ para q + Ag.

A Receita Marginal é a taxa de variagao instantanea da receita total por unidade de
variacao de demanda, quando a demanda ¢ q

Elasticidade

Dada uma funcao y = f(z), a Elasticidade de y em relagao a x é definida por

Ay
~lm Y g 2YT_d T
E@) = i e = A Ar T "
T

e representa a taxa de variacao percentual de y com relacao a variacao percentual
de z.

7.3 Taxas de Variacao e Taxas Relacionadas

Taxas de Variacao

Se y é uma grandeza que pode ser escrita em funcao de outra grandeza z, y = f(x), po-
demos interpretar a derivada de y por x como a taxa de variacao de y com relacao a x.
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Taxa Média de variagdo de y por x sobre o intervalo [a,b] é

Ay _ f(b) - f(a)

Az b—a

Taxa Instantanea de variagao de y por  no ponto a ¢

ExEmprLrLo 7.3.1:

Suponha que C(z) seja o custo total que uma empresa incorre o produgao de x
unidade de um certo produto. A funcao C' é denominada fungao de custo. Se
o numero de itens produzidos aumenta de x; para s, o custo adicional sera
AC = C(z9) — C(x1), e a taxa média de variacao do custo sera

AC 1T C(SCQ) — C(CE‘l) T C(.Tl + AZE) — C([Cl)

Ax To — I Azx

O limite dessa grandeza quando Ax — 0, ou seja, a taxa de variagao instantanea
da variacao de custo em relacao ao nimero de itens produzidos, é denominado
custo marginal

AC dC

S (A e

Problemas de Taxas Relacionadas

Em um problema de taxas relacionadas, a ideia é calcular a taxa de variacao de
uma grandeza em termos da taxa de variagdo de outra (que pode ser medida mais
facilmente).

O procedimento é achar uma equacao que relacionar as duas grandezas e entao usar
a Derivacao Implicita para encontrar a relagao entre as derivadas.
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Estratégia para Resolver Problemas de Taxas Relacionadas

w (\W) —

ot

U R

Leia cuidadosamente o problema.
Se possivel faca um diagrama.

Introduza uma notacao. Atribua simbolos para todas as grandezas que sao
funcoes do tempo.

Expresse a informacao dada e a taxa pedida em termos das derivadas.
Escreva uma equacao que relacione as varias grandezas do problema.
Use a Derivagao Implicita (Regra da Cadeia) para obter relagoes entre as taxas.

Substitua a informagao dada na equagao resultante e resolva-a para determinar
a taxa solicitada.

EXEMPLO 7.3.2: Ar estd sendo bombeado para um balao esférico de modo
que seu volume aumente a uma taxa de 100 cm?/s. Quao rdpido o raio do balao
esta aumentando quando o diametro for 50 cm?

Primeiro precisamos identificar a informagao dada

& a taxa de crescimento do volume é 100 cm? /s

e o que foi perguntado

¢ a taxa de crescimento do raio quando o diametro é 50 cm

Definimos uma notacao matematica apropriada

<V é o volume do balao
& r é o raio do balao

< Ambos variam com o tempo t

Assim as taxas de variacao do volume e do raio em relacao ao tempo sao

dV dr
dt e dt

Foi dado que a taxa de variacao do volume é 100 cm?/s, ou seja

av
— =100
dt
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Foi perguntado qual é a taxa de variacao do raio quando o diametro for 50 cm,
ou seja

dr

—| =2
dt r=25

Para relacionarmos as taxas de variacao do volume e do raio precisamos primeiro
relacionar o volume com o raio

4
V = §7TT’3

Derivando os dois lados por ¢, temos

ald = d_V@ = 47TT2@

dt  dr dt dt

Isolando a incégnita temos

dr T 1 dV
dt — 4mr? dt

Substituindo os valores dados, podemos calcular o valor desejado

dr 1 1
il n = 100 = ——
dt |,_os  4m252 257

Exercicios Secao 7.3

Taxas de Variagao 60 cm/s. Encontre a taxa em que a area do

] o , circulo estd aumentando apds
1) Considerando a variacao da da area de um

circulo em relagao a se raio r a) 1s b) 3s c) 5s
i) Encontre a taxa de variacao média
quando r varia de 3) Um baldo esférico comega a ser inflado.
Encontre a taxa de crescimento da area da
a) 2a3 b) 2a25 ¢ 2a2l superficie (S = 47r?) em relagdo ao raio r
quando 7 é

ii) Encontre a taxa de variacao instantanea
quando r = 2. a) 20cm b) 40cm c) 60cm

iii) Mostre que a taxa de variacao da area de
um circulo em relagao a seu raio (para
qualquer r) é igual a circunferéncia do
circulo.

4) O volume de uma célula esférica de tamanho
crescente é V = %ﬂr?’, onde o raio r é medido em
micrometros (1pm = 107%m).

i) Encontre a taxa de variacao média de V'
2) A queda de uma pedra em um lago gera uma em relagao ao raio quando r varia de

onda circular que cresce a uma velocidade de
a) ba8pm b) 5a6pm c¢) 5ablpm

= 4 A >
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ii) Encontre a taxa instantanea de variagao

de V' em relagao ao raio quando r = 5 pm.

5) O custo, em dolares, da produgao de x
metros de certo tecido é

C(z) = 1200 + 122 — 0,12* + 0,00052°

a) Encontre a fungao de custo marginal.
b) Encontre C’(200) e explique seu significado.

¢) Compare C’(200) com o custo de
manufaturacao do 201° metro de tecido.

6) A funcado custo para um certo produto é

C(z) = 339 + 25z — 0,092% + 0,0004z>

a) Encontre e interprete C'(100).

b) Compare C’'(100) com o custo de produzir o
101° item.

7) Se p(x) é o valor total da produgao quando
ha x trabalhadores em uma fabrica, entao a
produtividade média da forca de trabalho da
fabrica é

a) Encontre A'(z).

b) Porque a companhia precisa empregar mais
trabalhadores se A'(z) > 07

Taxas Relacionadas
8)

9) Cada lado de um quadrado esta crescendo a
uma taxa de 6cm/s. A que taxa a drea do
quadrado estara variando quando ela for igual a
16 cm??

10) O volume de um cubo esta variando com
relacao ao tempo. Em um dado instante as
arestas do cubo medem 5cm e estao aumentando
a uma razao de 0,1 cm/s. Com que rapidez o
volume do cubo estda aumentando nesse instante
de tempo.
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11) Dois carros partem do mesmo ponto ao
mesmo tempo. O primeiro segue na diregao sul a
velocidade de 60km /h, enquanto o segundo
segue na dire¢ao oeste a 25 km/h. A que taxa a
distancia entre eles estara variando duas horas
depois?

12) O raio de uma esfera estd crescendo a uma
taxa de 4mm/s. Quao rapido o volume vai
crescer quando o raio for igual a 40 mm?

13) Calcule a taxa na qual o volume de um
cilindro circular reto estd variando se sua a
altura estd diminuindo & razao de 2m/s e o seu
raio da base aumentando 2,5m/s, quando a
altura mede 8 m e o raio da base 7m. Neste
momento o volume aumenta ou diminui?

14) Sabe-se que num paralelepipedo (caixa
retangular) de base quadrada, a aresta da base
cresce a taxa de 3m/s e a altura diminui a taxa
de 6m/s. Quando a aresta da base mede 5m e a
altura 6 m, o volume desse paralelepipedo cresce
ou decresce? A que taxa?

15) Sabe-se que a poténcia P (em Watts W)
dissipada em um circuito elétrico esta
relacionada a resisténcia R (em Ohms 2) e a
corrente I (em Amperes A) por P = RI?. Se P ¢
igual a 80 W, constante, e a taxa a qual R estd
aumentando é 2€)/s, encontre a taxa de variagao
da corrente I no instante em que a corrente é
igual a 6 A. Neste instante I estd aumentando ou
diminuindo?

16) Um triangulo retangulo tem seus catetos
variando, um cresce a uma taxa de 2m/min e
outro decresce a taxa de 1 m/min. Encontre a
taxa em que a area deste triangulo estd variando
quando os dois catetos medem 3 m. Neste
instante a drea aumenta ou diminui?

17) Agua estd entrando em um reservatério de
concreto conico a uma taxa de 9m?/min. Tal
reservatério tem vértice para baixo, com
diametro da “base” (tampa) de 20m e altura de
3m. Encontre a taxa em que o nivel de agua esta
variando quando a profundidade de dgua no
reservatorio é de 2m.

18) Ana estd correndo a velocidade constante de
0,6 m/s e passa embaixo de uma lampada em um
poste situada a 6 m do solo. Sabendo que Ana
tem 1,5m de altura, encontre a taxa com que o
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comprimento de sua sombra estd aumentando,
em relacao ao tempo, quando ela esta a uma
distancia de 5m depois do poste e se afastando
do mesmo.

19) Uma mineradora deposita rejeitos de
mineragao em montes que tem a forma de cones
circulares retos. A maquina utilizada deposita
tais rejeitos a uma taxa de 3m?/min. Neste
processo, o raio do cone é mantido igual a sua
altura. Com que velocidade a altura do cone
aumenta, quando ela medir 3m? Dica: O volume
do cone circular reto cuja base tem raio r e
altura h é V = r?hm /3.

20) A lei de Boyle para a dilatagao de um géas
ideal a temperatura constante ¢ PV = C, onde P
é a pressao do gas, V' o seu volume e C' é uma
constante. Num certo instante, a pressao é de
3000 N/m? e o volume é 5m? e o volume estd
aumentando a uma taxa de 3m?/min. Encontre
a taxa de variagao da pressao neste momento.

21) Um atleta corre em uma pista retilinea a
uma velocidade constante de 7m/s. Seu
treinador esta em pé, parado, a 60 m da pista. A
que taxa esta variando a distancia entre o atleta
e o treinador quando a distancia entre ambos for
100m e o atleta estiver se aproximando do seu
treinador?

22) Os mecanicos da automotiva Lincoln estao
torneando um cilindro (forma de cilindro circular
reto) de 6 cm de profundidade (“altura do
cilindro”) para receber um novo pistao. A
maquina usada aumenta o raio do cilindro em
0,1cm/s. A que taxa o volume aumentara
quando o diametro for de 4 cm?

23) Uma esteira transportadora esta
descarregando cascalho a uma taxa de 3m?/min,
construindo uma pilha na forma de um cone cujo
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diametro da base é sempre igual a sua altura.
Quao rapido a altura da pilha cresce quando a
pilha tiver 3m de altura.

24) De um tanque conico invertido estd vazando
dgua a uma taxa de 10000 cm?®/min. Ao mesmo
tempo dgua esta sendo bombeada para o tanque
a uma taxa constante. O tanque tem 6m e
altura e o diametro no topo é de 4m. Se o nivel
da agua estiver subindo a uma taxa de

20 cm/min quando a altura da dgua for de 2m,
encontre a taxa segundo a qual a agua esta sendo
bombeada para dentro do tanque.

Taxas Relacionadas — Exemplos em
Administracao e Economia

25) Suponha que o prego por atacado p de uma
certa marca de ovos (preco da caixa em Reais)
estd relacionado com a oferta semanal x
(milhares de caixas) pela equagao

625p? — 2% = 100

Se no inicio de uma semana 25.000 caixas de
ovos sao oferecidas e se o precgo esta caindo a
uma razao de 2 centavos por caixa por semana,
com que razao a oferta esta variando?

26) Suponha que a quantidade x de pneus
colocados a venda por semana esta relacionada
com o preco de venda unitario pela equagao

22

3+2p2+xp: 100
onde z é medido em milhares de unidades e p em
reais. Com que rapidez a oferta semanal de
pneus colocados a venda no mercado varia
quando estao sendo oferecidos cem mil pneus ao
preco de R$200,00 e sabemos que o preco esta
caindo a uma razao de R$ 1,00 por semana?
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7.4 A Regra de I'Hopital

A Regra de I'Hopital ou I’'Hospital

A regra de I’'Hopital é uma técnica para simplificar o calculo de limites que apresentam
indeterminagoes dos tipos 0/0 ou /.

Sejam f e g funcoes derivaveis em um intervalo aberto I, exceto, possivelmente, em
a € 1. Se g'(x) # 0 para todo = # a em I, temos que, se

lim f(z) = limg(z) =0

ou
lim f(z) = lim g(z) = o0
e
. flw)
Hig@
entao
@ _ . P,

lim ——= = lim
T—a g(x) T—a g’(x)

Outras indeterminagdes precisam ser transformadas algebricamente em 9/ ou %/
para que seja possivel aplicar a Regra de ’'Hopital.

2
ExEmMpPLO 7.4.1: Calcule o limite lim — L :
z—0 e — 1

Quando z — 0 o quociente se torna uma indeterminagao do tipo 9. Podemos
aplicar a Regra de I’'Hopital
2x (2z)’ 2 2

lim = lim
r—0et —1  1—=0 (el“ — 1)’ 7—0 e7 eV
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2 L
EXEMPLO 7.4.2: Calcule o limite lim m
a2 x2 —3x+2°

Quando  — 2 o quociente se torna uma indeterminagao do tipo 9. Podemos
aplicar a Regra de I’'Hopital
2+1—6 . (22 +x—6)

P i I
o2 2% — 3z + 2 xgg(a:Q—Sx—er)’

e’ —1
EXEMPLO 7.4.3: Calcule o limite lim —
z—o0 T3 + Ao
Quando x — 00 0 quociente se torna uma indeterminagao do tipo ®/s. Podemos
aplicar a Regra de I’Hopital
e’ —1 . (e =1 , e’

i Bt dr oo (23 + 4x)’ 200 322 + 4

Novamente, quando x — oo 0 quociente se torna uma indeterminacao do tipo
% /oo, Portanto, aplicamos novamente a Regra de 'Hopital
em I 1 ] (ex)/

li = lim ——— =1
wl—g}o 3 + 4x xl—>rgo (3z2 +4) - rgo

e’
6x
Aplicando novamente a Regra de I’'Hopital

T | 1 x\/
lim i = lim (c?)
z—00 I3 + 4z T—00 (61’)’

= lim = 00
T—00

e’
6
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Exercicios Secao 7.4

A Regra de 'Hopital

1) Calcule os limites usando a Regra de
I’Hopital

| 2 —4r+4
) 203 2 —x—2
2 —1
b) lm —m—
) a1 2 +4r+ 3
) 2% + 6z
¢) lim ——m
=0 13 + 712 + b
222+ x—1
d L T
) xE{}Q 42 — 4z + 1
)l 6 — 2z + 322 — 28
e) lim
=3 gt — 323 —x + 3
2_6 7
f) lim & =W aR
z—o0 3 + T — 1
) 5 — 5z3
im
& r——00 2 — 23
5 _
h) lim _ =6
z—o0 432 — 20 4+ 4
. Bemag
i) lim ———
z—o0 2 — x — 22
.er
) Jim
99
k) lim —
r—oo0 er
1) lim 2 (e e 1)
Tr—00
25(3
m) lim

2) Encontre os limites. Use a Regra de I'Hopital
quando for apropriado. Se houver um método
mais elementar, considere usa-lo. Se a Regra de
I’Hopital nao for aplicavel explique o por queé.

622 + 5x — 4
im ——
a—1/2 422 4+ 162 — 9

&) i Inz
11m —=
8

2
£) lim 247

z—o0 | — 272
3) Encontre os limites.
Inz

T —
z—ot I

1
b) lim 2V?

ottt —1
©) mE—

t  rt
d) lim8 >

t—0 t

. V1+2z—+/1-4x
e) lim

x—0 x

x3”

1m
z—03% — 1

¢ —ar+a—1

j) lim

z—1 (x — 1)2
o ef—et =2
k) }:lg(l) x2

4) Verifique se a regra de L’Hopital pode ser
usada nos limites a seguir e calcule-os.

. V1+2z—4/1-4x
a) lim
x—0 x

Inz

b) lim

r—1 [L‘—l

1
c) lim ne

T—00 \3/5

d) lim ()

T—00 x

627

e) lim —
) r—r00 (L‘Q
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7.5 Crescimento e Decrescimento de Funcoes

Funcoes Crescentes e Decrescentes

Dizemos que uma funcao f é crescente, em um intervalo I, se para quaisquer pontos
r1, T2 € I tais que z1 < x5 temos que f(x1) < f(x2).

Dizemos que uma funcao f é decrescente, em um intervalo I, se para quaisquer
pontos x1, xo € I tais que x7 < 5 temos que f(x1) > f(x2).

Se uma funcao é crescente ou decrescente em um intervalo dizemos que ela é mondtona
nesse intervalo.

Crescimento e a Derivada

Se f é uma fungdo continua em um intervalo fechado [a,b] e derivavel no intervalo
aberto (a,b), entao

& Se f'(x) > 0 para todo = € (a,b) entao f é crescente em |a,b]

& Se f'(x) < 0 para todo = € (a,b) entao f é decrescente em |a,b]

Exercicios Secao 7.5

Crescimento, Decrescimento, Méaximos e g) F(x)= lx?’ 22— 3r+4
Minimos de Fungoes 3

_ A g,3
1) [resp| Encontre os maximos e minimos ) gl S = e

relativos, se houver, para cada funcao. i) f(z) =3z*—22%+4
a) g(x) =22 +3x+8 i) hz) = 7
b) f(z)=2°—4z e

) r+1
) h(t) = —t>+6t+6 k) g(z)=—

L2 4000

d) flz)= 50" -2z +4 ) g(x) =22"+ —=+10
e) flz)=a*3+2

9
m = —+2
f) g(z) =2°—32%+4 ) i) et
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x
2
x
o) ()= s

p) g(z)=avr—4
Q) fl@)=(x— 1)

2) [resp] Determine se a afirmagao é verdadeira
ou falsa. Se verdadeira, explique por qué. Se
falsa, dé um exemplo mostrando porque é falsa.

a) Se f é decrescente em (a,b), entdo f(z) <0
para cada = em (a,b).

b) Se f e g sdo ambas crescentes em (a, b), entao
f + g é crescente em (a, b).

c) Se f e g sao ambas decrescentes em (a, b),
entdo f — g é decrescente em (a,b).

d) Se f(z) e g(x) sado positivas em (a, b) e tanto
f como g sdo decrescentes em (a,b), entdo fg é
crescente em (a, b).

e) Se f'(¢) =0, entao f tem um maximo
relativo ou um minimo relativo em x = c.

f) Se f tem um minimo relativo em x = ¢, entao
f'(e) = 0.

3) [resp] Seja
—3z, sexr <0
f<x)_{2x—|—4, sex >0

a) Calcule f'(x) e mostre que ela muda de sinal
de negativo para positivo quando passamos por
75 = (0,

b) Mostre que f ndo tem um minimo relativo
em x = 0. Isto contradiz o teste da primeira
derivada? Explique sua resposta.

4) Seja

fla) = {—x2+3, sex #0

2, sex =0

a) Calcule f'(x) e mostre que a fungdo muda de
sinal de positivo para negativo quando passamos
por z = 0.
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b) Mostre que f nao tem um méaximo relativo
em = = (. Isto contradiz o teste da primeira
derivada? Explique sua resposta.

5) Mostre que a fun¢ao quadratica

(a#0)

tem um extremo relativo quando z = —b/2a e
que o extremo relativo é um maximo relativo se
a < 0 e um minimo relativo se a > 0.

f(@)=ar’+bz+c

6) Mostre que a funcao cibica

f(x) = ax® + ba® + cx +d (a #0)

nao tem um extremo relativo se, e somente se,
b? — 3ac < 0.

7) Com relagdo a funcdo f(z) = 2%/

a) Mostre que f é crescente no intervalo (0,1).
b) Mostre que f(0) = —1e f(1) =1e use o
resultado do item (a) junto com o teorema do

valor intermediario para concluir que existe
exatamente uma raiz de f(z) =0 em (0,1).

8) Mostre que a funcao

axr +b

J@) = ——

nao tem um extremos relativo se —bc # 0. O que
voceé pode dizer sobre f se ad — bc = 07

9) [resp| Determine os valores méximo e minimos
absolutos, se existirem, da fungao dada.

a) f(z)=2z’+43z—4
b) g(a) = -2’ + 42 +3
¢) h(z)=z'3

B @)=

e) flz)=2>—-22-3 em [—2, 3]
f) flz)=—-2*>+4z+6 em [0, 5]
g) flz)=2>+322-1 em [—3,2]
h) g(z)=2*+32°-1 em [—3,1]
i) g(x) = 3z* + 42° em [—2, 1]
j) flx)= %x4 - §x3 —272+3  em [-2,3]
0 @)= em [2,4
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) f(z) = 4z + é em [1, 3]
m) f(x) :93:—% em [1, 3]
n) f(z)= %xQ - 2Vx em [0, 3]
o) g(z)= %.T2 — 4z em [0, 9]
D) flz) =~ em (0,0)
1
Q) 9) = —= em (0, 0)
r) f(z) =323 -2 em [0, 3]
s) g(z) = z% + 25%/3 em [—2, 2]
t) f(z) =2¥3(2? - 4) em [—1,2]
u) f(z) =z¥3(2? — 4) em [—1, 3]
v) f#) =5 em [—1,2]
w) f(x)= = em [—1,1]
x) g(r) =2xVv4—2? em [0, 2]

10) Para cada valor a, b, ¢, d, r e s determine se
a funcao, cujo grafico é dado, possui um maximo

ou minimo, local ou global.

11) Use o gréfico de cada fungao para
determinar os maximos e minimos locais e
globais.

! | ||

y y

0 1 X 0l 1 X

12) Esboce o grafico de uma funcdo continua no
intervalo [1,5] que tenha as seguintes
propriedades.
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a) Um minimo absoluto em 2, um maximo
absoluto em 3 e um minimo local em 4.

b) Um minimo absoluto em 1, um méaximo
absoluto em 5, um méaximo local em 2 e um
minimo local em 4.

¢) Um méaximo absoluto em 5, um minimo
absoluto em 2, um maximo local em 3 e um
minimo local em 2 e 4.

d) A fungdo ndo possui nenhum minimo ou
maximo locais, mas 2 e 4 sao pontos criticos.

13) Esboce o gréfico das seguintes fungoes.

a) f possui um maximo local em 2 e é derivavel
em 2.

b) f possui um méximo local em 2 e é continua
mas nao derivavel em 2.

¢) f possui um maximo local em 2 e é
descontinua em 2.

14) Esboce o gréfico de uma fungao no intervalo
[—1,2] que possui maximo local mas nao possui
maximo global.

15) Esboce o grifico de uma fungao no intervalo
[—1,2] que possui méximo global mas nao possui
minimo global.

16) Esboce o grafico de uma funcao descontinua
no intervalo [—1,2] que possui maximo e minimo
globais.

17) Esboce o grafico de uma fungao com dois
maximos locais, um minimo local e nenhum
minimo global.

18) Esboce o gréfico de uma fungdo com treés
minimo locais, dois maximos locais e sete pontos
criticos.

19) Encontre os pontos criticos das fungoes.

2

a) f(x):4+§—%

b) f(z)=2*+ 62> — 15
c) f(z)=2x°—-3%-36x
d) f(z)=22>+2°+2x
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y—1
v —y+1

p—1
h) h(p) =
) h(p) i

i) h(t) =t -2t
1/3 . x_2/3

g) g9(y) =

i) gla) =z
k) F(z)=z"5(z —4)

1) f(z) =2

m) f(z) =2 Inz

20) Dada a formula da derivada de uma fungao
f, calcule os pontos criticos de f.

a) b)
fi@) = ez =1)(z+1) f(z) =

21) Encontre o maximo e o minimo absolutos de
f no intervalo dado.

(2> —z—-2)Inz

a) f(z) =12 + 4z — 22 [0,5]

b) f(z) =5+ 54z — 22° 0.4]

¢) flz)= — 12541 [-23]
d) f(z)=2"—622+5 —3,5)
e) flz)= —122° +1  [-2,3]
f) flz)=("-1) [—1,2]
B flo) =+ 154
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h) @)= 5= 0.3

i) ft)=tvVi-¢2 [—1,2]
j) ft)=ViE -t [—1,2]
k) f(z)=ze" [—1.4]
) flz)=2—Inz ['/2,2]
m) f(z)=In(x®+z+1) [—1,1]

22) Mostre que 5 é um ponto critico da fungao
g(z) =2+ (x — 5)%, mas g nao possui um
extremo local em 5.

23) Se a fungao f(z) = 2 + az? + bx possui um
minimo local de —2\/§/9 em r = 1/\/5, quais os
valores de a e b?

24) Dado o grafico da derivada f’ de uma
funcao f, determine:

a) Os intervalos abertos onde f é crescente.
b) Os intervalos abertos onde f ¢é decrescente.
c¢) Os valores de x onde f possui méximos locais.

d) Os valores de x onde f possui minimos locais.

y=£(x)

7.6 Maximos e Minimos de Funcoes

Extremos de Funcoes

Chamamos de extremos os pontos onde uma fungao assume seu valor maximo ou

minimo.

Uma fungdo f tem um maximo global (ou absoluto) em ¢ € Dy, se f(c)

todo x € Dy.

> f(x) para
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Uma funcao f tem um minimo global (ou absoluto) em ¢ € Dy, se f(c) < f(x) para
todo x € Dy.

Esses pontos nao precisam ser 1inicos.

Extremos Locais

Uma fungao f tem um maximo local (ou relativo) em ¢, se existe um intervalo aberto
I, contendo c, tal que f(c) > f(z) para todo x € I N Dy.

Uma funcado f tem um minimo local (ou relativo) em ¢, se existe um intervalo aberto
I, contendo c, tal que f(c) < f(z) para todo x € I N Dy.

Extremos Locais e a Derivada

Se f possui um extremo local em x e f’(x) existe, entdo f'(z) =0

Pontos Criticos

Pontos criticos sao candidatos a extremos locais.

Um ponto x no dominio de f é um ponto critico de f se

fl(x)=0 ou f'(x) nao existe

Nem todo ponto critico é um extremo da funcao.

Classificacao dos Extremos de uma Funcao — Teste da Primeira
Derivada

Seja f uma funcao continua no intervalo fechado [a,b] e derivavel no intervalo aberto
(a,b), exceto possivelmente no ponto c.

1. Se f'(z) > 0 para todo x < c e f'(z) < 0 para todo x > ¢, entdo f tem um
maximo local em c.

2. Se f'(x) < 0 para todo z < ce f'(x) > 0 para todo = > ¢, entdo f tem um
minimo local em c.
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Extremos e Continuidade

202

Seja f : [a,b] — R uma fungao continua no intervalo [a,b], entao f assume um maximo

e um minimo globais no intervalo [a,b].

Para encontrarmos os extremos globais de uma funcao, f, continua em um intervalo

fechado [a,b], devemos:

1. Encontrar os pontos criticos de f em (a,b).

2. Calcular o valor de f nos pontos criticos encontrados.

3. Calcular o valor de f em a e em b.

4. Selecionar o maior e o menor valor de f entre os calculados.

Exercicios Secao 7.6

Problemas de Otimizacao

1) Qual a distancia vertical minima entre as
pardbolas y = 22 +1ey =z — 2%

2) Encontre o ponto da curva y = 2z + 3 mais
proximo da origem. Dica: faca as contas usando
o quadrado da distancia.

3) Encontre o ponto da curva y = y/z mais
préximo do ponto (3,0). Dica: faga as contas
usando o quadrado da distancia.

4) Considere dois cones de tamanhos diferentes,
ambos em forma de cone circular reto. O cone
maior tem raio da base 6 m e altura 12m. O
cone menor esta inscrito no maior de “cabeca
para baixo”, de tal forma que as bases dos cones
sao paralelas e o vértice do cone menor coincide
com o centro da base do maior. Encontre as
dimensoes do cone inscrito de maior volume.

5) Deve-se construir um tanque para
armazenamento de gas propano em forma de
cilindro circular reto com dois hemisférios
(metade da esfera), perfeitamente encaixado nas
extremidades, abaixo figura com corte de tal
tanque. O custo de metro quadrado dos

hemisférios é o dobro do custo da parte cilindrica.

Se a capacidade do tanque deve ser de 187m?,
determine a dimensao do raio da esfera que
minimizara o custo da construcao de tal tanque.

6) Um triangulo isésceles tem um de seus
vértices na origem e sua base é paralela ao

eixo x, estando os vértices da base acima do
eixo x e sobre a curva y = 27 — 2. Determine a
maior drea que tal triangulo pode assumir.

7) Encontre os pontos da curva y = 4/x? que
estao mais proximos da origem.

8) Encontre as dimensoes de um canteiro
retangular, que exigirao a menor quantidade de
material para construgao de uma cerca. Sabe-se
que este canteiro serd cercado com uma cerca ao
seu redor e dividido ao meio com uma cerca
paralela a um dos lados. A area total do canteiro
deve ser de 24m?.

9) Um retangulo tem sua base no eixo z, um
lado sobre o eixo y e o vértice superior direito,
no primeiro quadrante, sobre a curva y = e,
Determine a maior area que esse retangulo pode
ter.

10) Encontre as dimensoes do triangulo
isosceles, de maior area, que pode ser inscrito em
uma circunferéncia de raio r.
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11) Quer-se transportar uma escada passando
de um corredor que tem 1m de largura para
outro que tem 4m de largura, conforme figura.
Qual o comprimento da maior escada que se
consegue transportar horizontalmente de um
corredor para o outro?

12) Encontre a area do maior retangulo que
2

pode ser inscrito na elipse — + > =1.

a b
13) Uma caixa sem tampa deve ser construida a
partir de uma folha de papelao quadrada de 3m
de largura. Um quadrado deve ser removido de
cada canto da folha e cada lado deve ser
dobrando para cima formando a caixa.
Utilizando as ferramentas do calculo determine
quais sao as dimensoes da caixa com maior
volume que pode ser construida dessa forma?

203

14) Uma caixa com base quadrada e com tampa
aberta precisa ter o volume de 32 cm?®. Encontre
as dimensoes da caixa que minimizam a
quantidade de material necessaria para sua
construcgao.

15) Uma janela normanda tem a forma de um
retangulo tendo em cima um semicirculo. O
diametro do semicirculo é igual a largura do
retangulo. Se o perimetro da janela for 10 m,
encontre as dimensoes da janela que deixam
passar a maior quantidade possivel de luz.

16) Encontre a equagao da reta que passa pelo
ponto (3,5) que delimita a regiao de menor area
no primeiro quadrante.

17) Uma particula se move ao longo da
hipérbole xy = 8. Quando ela passa pelo
ponto (4,2) a coordenada y estd diminuindo a
uma taxa de 3cm/s. Com que velocidade a
coordenada z estd variando nesse momento?

7.7 Concavidade dos Graficos das Funcoes

Concavidade

Dizemos que uma funcao tem concavidade para cima em um ponto ¢ quando seu
grafico fica acima da reta tangente no ponto (c,f(c)).

Dizemos que uma funcao tem concavidade para baixo em um ponto ¢ quando seu

grafico fica abaixo da reta tangente no ponto (c,f(c)).
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Concavidade e a Derivada

Seja f uma fungdo continua no intervalo [a,b] e derivavel até segunda ordem no
intervalo (a,b).

< Se f"(x) > 0 para todo z € (a,b), f é concava para cima em (a,b).

& Se f’(x) < 0 para todo = € (a,b), f é concava para baixo em (a,b).

Ponto de Inflexao

Um ponto (¢,f(c)) do grafico de uma fungao continua f é chamado de Ponto de
Inflexao, se f muda de concavidade em c.

Critério da Segunda Derivada para Classificacao de Extremos

Seja f uma funcao derivavel no intervalo aberto (a,b) e f'(¢) =0 com a < ¢ < b. Se
f"(c) existe, temos que

& Se f"(¢) <0, f tem um méaximo local em c.

o Se f’(x) >0, f tem um minimo local em c.

Exercicios Secao 7.7

Concavidade dos Graficos das Funcoes " /

1) Use os gréficos de f fornecidos para \ / /
determinar: \l/ /

a) Os intervalos abertos onde f é crescente. 1 —1 [ /

b) Os intervalos abertos onde f é decrescente. o 1 o 1

c) Os intervalos abertos onde f é concava para

— 2) Em cada caso determine os valores da

coordenada z dos pontos de inflexao da funcao f.
d) Os intervalos abertos onde f é concava para  Justifique suas respostas.

baixo.
a) A curva é o grafico de f.

e) As coordenadas dos pontos de inflexao. ) )
b) A curva é o gréfico de f'.

c) A curva é o grifico de f”.
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=]
o
g
(@)
oo

=Y

3) Dado o gréfico da derivada f" de uma funcao

a) Em quais intervalos f ¢é crescente.

b) Quais sao valores de x onde f tem méximo
ou minimo locais.

¢) Em quais intervalos f tem concavidade para
cima e para baixo.

d) Quais sao valores de x onde f tem pontos de
inflexao.

)z

4) Para cada fungao encontre:
i) Os intervalos onde f é crescente e
decrescente.

ii) Os minimos e maximos locais de f.

iii) Os intervalos onde a concavidade é para
cima e para baixo.

iv) Os pontos de inflexao de f.

a) f(x)=2z®+ 32 — 36z
b) f(z) =42 +32° — 62 + 1
c) flz)=z*—-22+3
x
B @)=
f
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f) f(z) =2 Inz

g) flz)=2>—-2z—Inx

h) f(z)=z%™

5) Encontre os méximos e minimos locais de f

usando o teste da primeira e da segunda
derivada. Qual voce prefere?

a) f(z) =1+ 3z%— 223

1'2

b) flz) =

-1
c) f(z)=vz-Vz
6) a)

yll
y=f'lx)
—2
/
0 2 4 6 X
vV
5 T/
7) a)
yl\

8) Encontre os valores de a e b para os quais o
ponto (1,3) é um ponto de inflexao do grafico da
funcao y = ax® + ba?.
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7.8 Tracando o Graficos de Funcoes

Construcao de Graficos

Ao construirmos o grafico de uma funcao estamos fazendo uma andlise geral do
comportamento dessa funcao.

Para esbogarmos o gréfico de uma fungao seguimos os passos

Encontrar o dominio de f.
Encontrar os pontos de intersecgdo com os eixos (se possivel).

Encontrar os limites nas fronteiras do dominio.

I

Encontrar as assintotas verticais e horizontais.

Encontrar os pontos criticos.

(@

Encontrar os intervalos de crescimento e decrescimento.

Encontrar os maximos e minimos locais.

oo = en

Encontrar a concavidade da funcao.
9. Encontrar os pontos de inflexao.

10. Esbocar o grafico.

Exercicios Secao 7.8

Tracado de Graficos de Fungoes ii) Determine e classifique seus pontos

) ~ ] criticos
1) Considerando as fungoes a seguir

i) Determine e classifique seus pontos
criticos

iii) Determine seu dominio, intervalos de
crescimento e concavidades

s : (o : iv) Determine suas assintotas
ii) Determine seu dominio e os intervalos iv)

onde ela é crescente e decrescente v) Esboce seu gréfico
iii) Determine onde ela tem concavidade para _ 2
. o a) f ((L’ ) )
cima ou para baixo e+ 3
iv) Esboce o seu gréfico 3) [resp] Esboce o gréfico de cada funcao.

a) flz)=2vV2—22 D) y=(2— 2232 a) flx)=2x—-1
3 . b) f(z)=—x°+32°+2
2) Considerando as fungoes a seguir
i) Calcule sua primeira e segunda derivadas _ ?+a+1
c) flz)= S 2
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d) f(z)=2°—122% + 36z

o) J(@)= 5
) f@) = 5
g flz)= %Jrg

h) f(z)=a(o—4)°
i) f(r)=a"—82*+8

4) Determine o dominio e esboce o gréfico da

funcdo f(z) = va?+z—=x
5) Esboce o gréfico da fungao

2

fz) =

2+ 3

usando as assintotas e os testes
crescente/decrescente, primeira e segunda
derivadas e concavidade. Determine, se houver,
pontos criticos, maximos, minimos e pontos de
inflexao.

6) Dadas as fungoes f(x) abaixo esboce o
grafico de y = f(z), estudando seu crescimento e
sua concavidade. Indique os pontos criticos e de
inflexao, estude o comportamento no infinito e
encontre todas as assintotas. Além disso,
classifique os pontos criticos, se sao maximo local
ou minimo local, ou, analisando o grafico, se sao
também méaximo absoluto ou minimo absoluto.

2 )=
b) flz) =
) @) =22

207

xr
Y s ={ i T
=33
m, sexr <0
i) flz) =23 (g—m)
22+ 52+ 7
i) flx)=1 R
1
k) f(l’)zm

7) Esboce o gréfico da fungao

1
@) = 6=
encontrando os intervalos onde essa funcao é
crescente e onde é decrescente; localize os pontos
criticos de f; encontre todas as assintotas de f e
estude seu comportamento no infinito, quando
possivel; classifique os pontos criticos, se sao
maximo local ou minimo local, ou, analisando o
grafico, se sao também méaximo absoluto ou
minimo absoluto. E dado que no intervalo (—2,2)
o grafico da funcao é concavo para cima, nos
demais pontos é concavo para baixo.

8) Dada a fungao

, sex < —2oux>?2

—2, se —2<x<?2

N

a) encontre os intervalos onde essa fungao é
crescente e onde é decrescente;

b) encontre todas as assintotas de f e estude seu
comportamento no infinito, quando possivel;

c¢) esboce o gréfico de y = f(z)

E dado que o grafico de y = f () é sempre
concavo para cima, portanto a fungao nao tem
ponto de inflexao.
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A.1 Recursos Online

Existem muitos recursos online que servem como apoio ao estudo de Matematica.
Utilizar esses recursos ¢ altamente recomendavel, porém lembre-se que apenas assistir
videos passivamente nao é suficiente para aprender Matematica, da mesma forma
que, assistir atletas olimpicos nao nos torna atletas também.

Alguns recursos online que podem ser uteis:

¢ www.wolframalpha.com
WolframAlpha é um mecanismo de conhecimento computacional que é capaz
de fazer muitos calculos.

¢ pt.khanacademy.org
A Khan Academy é uma ONG educacional criada e sustentada por Sal Khan.
Com a missao de fornecer educacao de alta qualidade para qualquer um, em
qualquer lugar, oferece uma colecao gratis de videos de matematica, medicina
e saude, economia e financas, fisica, quimica, biologia, ciéncia da computacao,
entre outras matérias.

¢ www.mathway.com /pt

A Mathway fornece aos alunos ferramentas para compreender e resolver proble-
mas matematicos. As resolugoes sao apresentadas passo a passo.
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¢ onlinemschool.com /math /assistance /equation /gaus
Calculadora online que utiliza o método de Gauss para resolver um sistema
linear mostrando os céalculos passo a passo.

Nas secoes deste capitulo indicamos alguns videos e atividades relacionados com os
conteudos de cada capitulo da apostila. Esses contetidos podem ser muito tteis como
auxilio no estudo de cada topico. Notem, porém, que a organizacao ou ordem dos
topicos varia de curso para curso. Algumas vezes notacoes também variam e em
casos extremos defini¢oes distintas podem ser empregadas.
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Respostas

Capitulo 1

Secao 1.2

1) a) Falso b) Falso c¢) Falso
11) a) z € (3/2,00) f) x€[-2,00)

b) x € [-5/8,00) g) z € [—6,00)

c) x€(—0,9] h) z € [-1/3,00)
d) a€(—o0,14) 1) we (—oo,—32)
e) z¢€ (1/1,00) i) ye(=2,0)
12) a) z € (1/2,00) k) z € [5/11,00)
b) z € (—o0, 3] 1) z€(—o0,—1)2)
c) ve(—o00,3 m) x € (—oo, —1/3]
d) ze€ (—o0,—7/4) n) x € (2/3,00)

e) x€(—00,%7) 0) z € (—00,9)

f) x € (-3/5,00) p) € (8/9,00)

g) =€ (—o0,1/4 q) € (19/3,00)
h) z € (—0,2] r) z € (—3/5,00)
i) x € (0,00) s) z € [-1/8,00)
j) x € (—00,3/7) t) x € (—o0,—1]

13) a) x € (1/2,3/2) i) x e (15/2,21))
b) € [-3/1,2] j) ze[-2,0]
c) z€[-3,3] k) ze[-4,2]
d) ze[1,4] 1) sel-11]
) well4] m) x € [/a,4]
f) xe€l6,12) n) €[5
8 el o) = tfa11/
h) @€ [3/4,5/]

14) a) z € (—o00,2]U[4,00)

b) ze€[-1,3]

c) x€ (—00,0]U[l/2,00)

d) z€[0,1/4]

e) x€(—o00,—2)U(3,00)

f) xe[-3,3/s]

g) z €[5/

h) x € (—00,6)U (6,00)



u) x € (—oo,—1/2]U[3,00)

v) € (—00,4]U[8,00)

16) a) ze€[-4,-3]UIL,2
b) ze [—2,—\/5] U [\/5 2}

c) xze€[-1,1U]I3,5]
d) ze[-1,-1/]

e) z€[3,4UI8,9
f) ze[-4,00U[1,5]

(]
~
8

&
S

(=Y
~—  ~—
8

m M M m M m

€ [¥3,5/2)
) z € (4,8]

j) zel-1,2)

k) x € (—o0,5/0) U (5/2,00)

1) 2 € (—o00,1/6)U[2/5,00)

m) z € (4,5]

18) a) x € (—o00,—1)U(0,1]U[2,00)
b) x € (-0 ] (—4,-3)

c) z€l- 5/2 —2) U (2,5/2]

d) x € (—oo,—2]U]2,00)

e) xze€[-2,-1)U(0,1]
) z € (—o0,—8/3]U(-2,2)U(2,00)

g) =€ [-1,4/4

h) =z € (—00,5/2)

i) ze(-2,1UI3,00)

i) z€(—4,12]U[/,5)

K) ze|-v5-1)U[V53)

) z € (—o0,—15)U[-4,3]
—7u

m) z€ (-0 (—=2,-1] U (5,00)

19) a) z €]0,64]

b) € [9,00)

c) z€0,00)

d) x € (—o0,—2]
e) x € [3/2,14]

f) xe[-4,00)
g) z€[-2,7

h) z € [3,10/]

i) z€]2,00)

j) x € [5/12,00)
k) we[-vZusluL,ve
1) z€[6,00)

m) z € (—o0,2]
n) ze€{-2}U[5/,7

23) a) 8 d) m— g) %5

b) 8 e) m—3 h) 2

c) —8 f) 4—+v8

24) a) 4 d) 1/ f) m+1
b) 8 e) 5V3 g) 1-v3
c) 2

) —x, sex >0
28) a) —|x|:{ z, sex <0

-5, s >0

b) |z|—5= 48 , sex >
—xr—5, sex <0

5— >0

¢) 5—l|z| = r, sex >
5+x, sex <0

5 >5

d) |z—5|= r—>5, sex>
S5—x, sex <H

>

Q) Bel= { -5, sex>5H
—x, sex<5H

£) |50 +1] = S5r+1, sex> —1/5
x
—5x—1, sex< —1/5
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g) |4— 3z = 4-3z, sex<4fs f) x=—-6ouz=1louz=2o0uz=3
3z —4, sex >4/ - - 3
g) zr=3ouzxz=-3—+v2
h) ‘$2+7|_$2+7 h) 2=-2ouz=2
i) |x29|{$2—9» sex < —3ouzx>3 i) r=—-Toux=2o0uz=3
B 2
9—x°, se —3<z3 i) z= V13 ouz =13

29) a) |5x(=3)| =15
b) —3|-5| = —15

_3 Secao 1.3
) [55[-
5—17
) ‘ ‘:3/4 z—1 3(2t+1)
15 — 1 _—
0 ) 5 T
e) |—2|+6|-5 =32 ) a—3b Q) - 7
f) ‘—2+|—5|‘:3 b (4 — 1)
2 -8
30) a) |(—4z) x (—6)| = 24|z| ) a)3
b) 3z _% b) 2z — 1
- N
o |-23- L I
6| 2|z Q) t+ 20
d) |—4z|+ |8z| = 12|z| 3t +2
¢) |22] - |-22| = 0 o 23— 2)
2z — 1) (22 + 5)
0 |- 5 -5 n <
z+1
g) 4 = o0 g) ~ 3 2
|—dzy| 2yl 23 — 322 — 9z + 27
N2 - +2+3
A h) —— T2
h) |.13‘ = Il ) 72 -1
L ox+1
i) V20 = [alV2 ) 2
7+ 622
31) a) 3 ¢) 35 Lror
S : ) erer
b) 20 d) 14 )
o 120" (14160 + 165%)
36) a) r=—-4ouxr=4 2y/x(z+1)
b) Nao ha solucio 1) r 1
x2r+1
c) z=4 1
d) z=4 m) /22 ¥ 1
e) z=—-4ouz= z—1
n) &
f) r=—-4ouz= (2z+1)2
37) a) z=—4douzr=-2ouzx=2ouzx=4 7)) a) 4 b) m—6 c) 8-3V3
— -8 —3
B) 8S —fpous==t 8) a) 27/s b) 25 3 W Q) 373
¢) t=—-louz=Touz=3—Vv2ouz=3++2 9
2 R
d) x=0o0uzx= 2 ) 4(33 +y) ) 3z



10) a) 2mr?(—wr+50) c¢) 6t(2t>—t—3)

b) 2vw (u? + v? + 11w?)

78x% — 8x — 27
1li5zg)+24x+2 ) 33z —1) (222 - 1)
4(x+2) (322 4+ 2) ) 2(x+2)
Vr+1
Secao 1.4
1) a) 9 £) 729 K) 233_1
1 ) 7
b) ¢ & | 1) 2
¢) 1 h) = m) 36
d) 49 i) 4
e) 4 i) 2

11) a) logz +4log(xz+1)

1
b) 5 log(z + 1) — log (2* + 1)
c) z—In(1+€")
d) Inz—2?
e) nz+In(z+1)+In(z+2)
f) %lnz—ﬂnx— %ln(1+z2)

g) zlhnx

b) t:—%ln(277)
1 6

c) t= =5 In <5>

d) 1

e) t=5In (

f) t= ?111(3)

Secao 1.5
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4 T12=*t—
) 1,2 7z
5) a) z<-5ouzxz>2
b) —4<z<1/3

c) x#1/2

d) Nao hé solugao.

6) a) q(z)=2x-3, r(zx) =

b) q(x):2x—|—2 r(z)="7

(x) — 222 +42—6,7r(z) =0
d) ¢x)=2z+1,r(z)=5x—3

o
~
Le)

e) q(z) =223+ 322+ 2z +2/3, r(z) =4/3
f) q(z) = 22% + 42 + 11, r(x) = 34

g) qz)=z-2,r(z)=2

h) q(z) =3, r(x) = -5

i) gx)=23+22+z+1,r(z)=-1

j) q(z) =1222 + 62+ 1, r(x) =0

k) q(z) =222+ x+3/2, r(z) =12
) g(z) =22 +z+8, r(z) =27
m) q(z) =222 — 4z + 8, r(z) = 15— 15z

n) q(z)=2%>—-4r—2,r(z) = —18z -3
o) q(z)=22>—4,r(x)=0

p) q(z) =322 +7, r(z) = 10z

q) q(z) =3, r(x) =22x+6

7) a) p(z)= (2% —2)(2x —3) + 4z
b) p(z)=Bx—-5)(2x+2)+7
c) p(x) = (z+2)(2® — 22° + 4z — 6)

d) p(z) =222 +3)(2z+1)+5z—3

e) p(z) = (3z — 2)(2z°® + 32 + 22 + 2/3) + 4/3
f) p(z) =2z —4)(222 + 4z +11) + 34

g) plx)=(z-3)(z—2)+2

h) p(z)=(z+4)3-5



=@z-1)(z*+2°+z+1) -1

= (2 — 1)(1222 + 62 + 1)

k) p(x) = (4o — 8)(22 + = +3/2) + 12

) p(z)=(z—4)(=®>+2+8)+27

m) p(z) = (2% —4)(22% — 42 + 8) — 152 + 15

n) p(z) = (z* — 2z —3)(2* — 42— 2) — 18z — 3
o) p(x) = (m2 — 1)(952 —4)

p) p(z)=(z* —32)(32° +7) + 10z

q) p(z)= (222 =52 +1)3+222+6

8) a) qz)=x3—222+42—6,7(z) =0

)
b) ¢(zx) =3z +8, r(z) =11
c) q(x) =4x3 — 622+ 10x — 8, r(x) =0
d) q(z) = —22% -5z -8, r(z) = -7
e) qz)=2*+32>+2,r(z)=6
) )= —6x2+ 22 —1/3, r(z) = 17/9

g) q(x)=22%—6x—3,r(x)=1/2
h) g(z)=z—6,r(z)=0

i) g(z)=—4x—5,r(z) =6

j) q(z) =62 —10,r(z) =—4

k) q(z) = 2? — 6z — 18, r(z) = —54

1) g(z) =52 + 1022 4 20z + 40, r(z) = 79

m) g(z) =823+ 102% + 8z + 4, r(z) = 3

) q(z) = 23 + 522 + 5x + 25, r(z) = 75

o) q(x) =3+ 322+ 9z + 27, r(z) = 81
) alx)

z) =22 - 223+ 722+ 22+ 3, r(x) =0

9) a) p(z)/d(z) =2 —22° +42 -6

b) p(x)/d(z) =3z +8+11/(z —2)

= 42° — 62° + 10z — 8

d) p(zx)/d(z) = —22% — 5z — 8 —7/(x — 4)

e) p(z)/d(z) =2* +323+2+6/(x —3)

f) p(x)/d(z) = 63 + 2z —1/3+17/(9z — 3)
g) p(x)/d(z) = 22> — 6z — 3+ 1/(2z — 3)

h) p(z)/d(z) =z -6

i) p(x)/d(z)=—-4x—54+6/(x —4)

j) p(x)/d(z) =6z —10 —4/(x + 12)

k) p(z)/d(z) = 2* — 6z — 18 — 54/(x — 3)

1) p(x)/d(z) = 52> + 1022 + 20z + 40 + 79/(z — 2)
m) p(z)/d(zx) = 82% +102? + 8z + 4+ 3/(x — 1/2)

z) = 23 + 522 + 52 4+ 25+ 75/(x — 5)
) =%+ 322 + 9z + 27 + 81/(z — 3)

p) p(x)/d(x) = 2z* — 22% 4+ Tx2 + 22+ 3

10) a) Nenhum valor é um zero da funcao.
b) S6-1/2 é um zero de f

c) -4 e 0 sao zeros de f

d) Nenhum valor é um zero da funcéo.

e) S6 3 é um zero de f
)

L)

S6 -1 é um zero de f
g) -4 e 3 sao zeros de f
h)

i) S64/3 é um zero de f
)

Nenhum valor é um zero da funcao.

j) S6 5 é um zero de f
11) a) ¢=8 ¢) ¢=10
b) ¢=18 d) ¢=7 f) c=4

12) a) Raizes: 0, 2 e -2,

p(x) = x(z - 2)(z + 2)

b) Rafzes: 0,-3 e 7,

p(x) = x(z +3)(z = 7)

¢) Raizes: 0, 1/2 e -6,

(z) = 2z(z — 1/2)(x + 6)

d) Raizes: 0, 3 e -1,

p(z) = =3z(z — 3)(x + 1)

e) Raizes: 5, -4 e 0 (mult. 2),
(z) = 2*(z — 5)(z +4)

f) Raizes: 4 (mult. 2) e 0 (mult. 2),
(z) = 2*(z — 4)?

) Raizes: 3/5,1 e 0 (mult. 2),
(z) = 5z%(z — 3/5)(z — 1)

h) Raizes: 3/2,-1/4 e 0 (mult. 2),
p(z) = 82%(z — 3/2)(z + 1/4)

V2)(z +v2),

3

3

3

g

3

13) a) p(z)=(z+1)(z—
Raizes: -1, V2 e =2

b) p(z) = (z —1)(z — 2)(z - 8),
Raizes: 1,2 e 8

) p(z) = (z+3)(z—1)(z -
Raizes: -3, 1,3 e 8

d) p(z) = (z+3)(z — 2)(z — 4),
Raizes: -3,2 e 4

e) p(z)=(z+4)(z -
Raizes: -4, 3 e 5

£) p(z) =4(x +1/4)z(x + 1)(x — 6),
Raizes: -1, 0, 1/4 e 6

g) p(z) =4(x —3/2)(z - 1),

Raizes: 1 e 3/2

3)(33 - 8)7

3)(1' - 5)a
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h) p(z) = (z+5)(22+ 22 + 3),
Raiz: -5

i) p(z) =3(x —1/3)(z? +z +6),
Raiz: 1/3

i) p(x) = (z +4)(2%* + 32+ 8),
Raiz: -4

k) p(z) = (z - 3)(z* +9),

Raiz: 3

D) p(x) = (z— 7)(2x2 + 4z + 15),
Raiz: 7

m) p(z) = (z — 2)%(2? + 6z + 15),
Raiz: 2 (multiplicidade 2)

n) p(z) = z(z — 6)(z? + 25),
Raizes: 0 e 6

o) p(z) =6(z+1/2)(x —1/3)(2® + x + 1),
Raizes: -1/2 e 1/3

14) a) 8x—2 g) 3;—3
c S 12 +5
) v Y i) E+2y+1
d) 14z —2z
e) 2ab+8a—5b j) a(=b+5)
6
£) 2a(7b—5)
— 1
15) a) 232+l f’;” )
x (3z — 8)
p) L9
) 8

¢) 102% + 14z — 12
d) —3z% +8z% — 18z +48

e) 2 +5x—6
f) —0,4222 +2,922 — 0,8
5r 1
— 2 E— —
g) —z°+ 6 6
43z 15
h) 22— — - =2
) 8 4
) 22 o 9
N L2
9 8
j) 144z% — 25

k) 927 + 24z + 16
) z2-2v3zx+3

2
16) a) 3x+7+;

b) —3z% — 2z + 182% + 12
c) z—28l1

2 2 & B B
S~—"

-

wn

215

2

-5 7= —
Vi + 7z
4 1 1
ST

3z2 (z3 —22% —dx + 5)

423 (fo —2x + 1)

zy? (3zy + 2 + 4y)

924 + 2723 + 202 4 62 + 10

z (=32 — 63° + 72® + 122 — 2)
1122 3

2 2
o' —3x° +at + 223 — 322+ 2
2yt — 49 + 692 — 5y + 4

222 — 6xy + 8z + 4y? — 10y + 6

2z4 +

—223y + 32 — 2%y — dzy® + 6y — 2y
8% — 1222 + 62 — 1

x> —22% — 92+ 18

6w — 1lw? —w +6

228 — 3% — 172% + 30

6a* + 19a%b + 11ab® — 6b°

a* —v*

a) x°4+4x+4
972 + 48z + 64
zt — 2622 +5
4u? + 28uv + 490>
y? —8y+16
4y — 12y +9

22 +4x +4
2
%+2x+4

2V2x +2x + 1

30 25
9-=+=
X x

1
4x2—4+—2
X

z* — 822 + 16
zt — 223 + 22
4ot — 42%y + 2
23 +rt+z
z* — 10z* + 372% — 60z + 36

2 +6x+9
2 -2z +1

82% + 1222 + 62 + 1
—y® +9y% — 27y + 27
— 3623 + 54Yx + 8x — 27



—
=z L2

= 0
NaS

[

.

& &

- [¢)]
~— =

—
= & &

o o

-1

2
a)2:£ — 16 f) p
25z* — 36
D g y'—16
:”2_ Y h) 22-3
—22 44
v i) z-25
922 1 )
T ) 4w =5

_(y—18)(y+18)

2) (-3 (x+3) m) o
(4r — 1) (4o + 1) n) (z—9)(z—5)
—w o) (z+5)
(x — 8y) (z + 8y) p) (2z-3)°
(2y —5) (2y +5) Q) 3(+2)°
43z —5)(3z+5) 9 (20 —1)°
—(Tx —4) (Tx + 4) 4
(3 — v) (3u + ) s) (4o +5y)°
—(a*=5) (' +5) B (-1’
2?2 (z—1)(z+1) u) (m_\fg)Q
(9 2:)3é9x +2) ) (3131-32)2
(x —4)(z+4)

a) x1 =3/ Lo =6
1 =9
T = To =5
1= -8 z9 =10
xp = =1/ x9 =4
x1 =T/ To = —3/5
1 =206 To =12
T =v2 zg=-V2

a) 4r? —-27x+18=0
22 — 182481 =0
—2247x-10=0
4a® + 322 =0
822 — 282 — 16 =0
102% + 41z +21 =0

a9 9
16 8 2

22—-2=0

a) x1 =V10 z3=—/10
T = -5 X9 = 5
Nao ha solucoes

251:74 .’£2:4

e) x3=-2 Tog =06

f) z,=-2 To =3

g) x =-103 x9=-8/3
h) zy=-5 To =1
26) a) 1 =0 xo =4
b) 1 =-15 x9 =10
c) T =-7 To =

d) == To =3/2

e) x1=-1/ 29 =0
f) x = xp =1/

g) z1=0 Ty =2

h) ;=0 o =3

27) a) 1 =2 x9=4
b) x=-3 T9 =5

c) x1=-3

d) x=-6 To = —2
e) x1=-5 x2 =1

f)  N&o h4 solugoes

g) x =-1p xo9 =4
h) z1=1/3 zo =1/

i)  Nao h4 solugoes

J) w1 =2/

k) z1=v5

) z1=-2vV2 2,=3V2
m) z; =-0,3 xo = 0,4

n) Nao hé solugoes

o) Nao hé solucoes

p) z1=-16 Ty = —4
q) x1=-9 29 =0
r) x1 =7/ xTo =2
28) a) n=1 x1=-3
b) n=0
—5 £ V97
c) n=2 x3=——
4
d) n=0
e) n= =38
f) n= x1 =1 z3=1
2
33) a) T1=Vv2 zp=—V2 x3:_§

b) 1’1:71 1'2:1

C) 501:72 IQZZ



d) Nao hé solugoes
1
e) r1=-3 x2= —3

f) 121:75 IL'2:5

22z +5)

5T

2 (10z — 3)
152

.~ 1bx+11

b 7(5x—1)

. 2dxr +x+1

- dr — 1

522 + 8z — 12

(x—4)(z+1)
3z2 +7r—3

) ———
(z=3)(x+3)

h) —

38) a) x; =2
b) 1‘1:8

c) x =1p

&

-
~

o

="

g Fh

x1 =4/

x1 =23

1 =38

z1 =0

xp = =5/ X2 =5

z1 =2/ x2 =1

x1 =1

xy = —8/3 xo = 8/3

T = V5 T2 = V5
1 =0 xo =3/4
x1 =5/3

z1 =1 xg =9/2
T, =—3

x1 =38/

x; = -—1/3 Tg =2
1 =3 xo = 16/3
x1 =T/ 9 =9

z1 =10

x1 = —1/12 Ty =2
T = —1/p

xy =94 xe =1

Nao ha solugoes

x1 =3/2
a) x; =14

z1 =20

x1 =5/4

r1 =4

=7

xp =11/y

x1 =1/3

x1 =2/

x1 =0

T =38

T = =3/

1 = —11/9 xe = —1
xr1 =2

z1 =6

r1 =3

xp = =5/

xp = —4/3 xo = 4/3

xp =15

xp =1/

217



v)  Nao hé solugoes

w)  Nao hé solugdes

x) z1=1 xq = 20736
y) z1=1

z) x1 =64

40) a) 9z +3z+1
b) z?+2zy+2y+4

c) —x—1
2 1
d _ _
) 3+€ e
Ty
27 9
© 173
11
p YE_IV g 63
2 4
5612 20z
el
g) 9 3

h) 2?+6x—16
i) 9a® — 24ab + 16b°
j) a® +dwy + 4y

k) 4a? —y?
1

1 N

) NG

m) 43 + 2t

41) a) 22° (22° — 6z — 3)

Capitulo 2

218

b) —2z%y? (2® — 3z2® — 2z)
c) x(3¢x—2)
d) —e *(x—-1)
e) 2ye™V’ (zy? +1)
-3+ 4
b 2z3
Ji(u—3)
g) 3

42) a) (2a+0b)(3c—2d)
(2a — D) (2a +b)

32z —y) 2z +y)

) —2(2x—1)(3z+5)

) 3(z—4)(z+2)

) 2(2x+3)(3z—5)

) @+y-D@+y+1)
h) 2(a—b)(4a + 3b)

i) (2*+5) (a* — 52% + 25)

°© & o

og Fh

43) a) w(z—y)(z+y)
b) —kr(—2R + 3r)
¢) 32(z—1)(z+1)>Bz—1)
d) 2z (32> +1)" (182 + 1)
e) 32(x—1)(z+1)>Bz—1)
) 2z (2% +2)° (52" + 202 + 17)
g) —2(2°+ 122" — 82 + 16z + 64)

Secao 2.2

) A0—1—2]
1 0 -1
2 a1 23
2 4 6
10 0 00 1
3) a) A= 0 1 0| b A=|0 1 0
00 1 10 0

6) a) A+B=

5 5
9 6

5 7
-1 -2
10 9
23 16

30 19]

-4 =2
41 38

b) A—B=

c) 2A+3B=

d) AB=

e) BA=




9)

|54
6 2
Aip 53]
11 6
a) A+B+c=| > 8 8]
12 23 30
1 0 —4
A-B+C=
* 4 3 6]
Aep_o_] -1 2
6 -5 -8
1 4
—A+B-C= 0
4 -3 -6

AB Nao pode ser calculada
BC Nao pode ser calculada

Apt_ | 64 142
| 108 246

G —34 —70
N 60 132
26 34 42
A'B=| 8 110 138
102 138 174

A'B' Nao pode ser calculada

50 31 1 2
a)
[1%] d |6 2 2 4
9 3 3 6
[23] !
4 7 ¢) 14 5
30 13
5 14 -
14 13 2 1
f) |2 8 16
4 8 3
a) A% = 1 21 c) At = 1 4]
0 1 0 1
|13 g are|lm
0 1 0 1
a) AB= J 2
-10 -4
B 00]
2 1
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d) B?= 5 2
2 1
11)
apc—=| 2 4
43 2
12) a) C= L2
3 7 —4
1 —
b p=|® 8
3 1 4
—4
c) E= v .
6 17 —12
-1 3]
d) F= 3 7
2 —4 |
~15 18 |
e) G= 9
—2 12
-2 10 -7
fy H=| -4 14 -6
6 -3 —15
~17 1
13) a) C= 7190
-6 15 0
—51
b) D= 51 57 0
—18 45 0
4 1 0
¢) E= 0 9 0
-10 -7 0
-8 70
d) F= 0 27 0
20 —31 0
[ 5 3 —14
e) G= 3 9 —12
| -14 12 4
[ 10 14 -3
fy H=| 14 20 —6
-3 6 9
e 14 11
8 711 25
—24 -2
14) a) AB—BA= 0
58 24

b) 2C — D Nao pode ser calculada



-30 —19 27
c) (2D'-3E" = 5 2 20
6 0 15

80 34 —22

d D>?-DE=| -10 -4 45
72 30 —12

5 5
0 19
5 85

18 0
A2 — 9L, A+ 12 =
°) 24+ [ 0 18]

15) a) (A+B)2[6 1]

b) (A+B)(A-B)=

o at_p—| 189]
42 54
2 2 3
31) a) X=|2 -2 6
3 6 4
0 —6 3
b) Y=| 6 0 4
-3 -4 0
Secao 2.3
va
1) a) —10 d) 1
) a) ) log~7
b) —12 ,
e) —m
c) 1
2) a) 1 c) 20 e)
) -9 Q) 121 b(a—rc)(a+c)
f) 4m +8n — 26
3) a) —208 c) 48 e) x?y?2?
b) a®+b? d) abed
4) a’(1—a)
5) A=12

6) a) zp=-12
b) z1=-1 xz3=1/

CE2:2

7) a) xp=1p
b) T = 0 To = 1
c) r1=—-2 x22=0

d) xr1 = —\/5/3 Ty = \/5/3
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8) a#0
9) x#£0 e x#£3p
10) 2Tt
11) 9 b) —27 c) (-3
19) x=1
21) r1=-1 z9=1
Secao 2.5
23) =l y=2
24) 3=l y=2 z=-3
25) w=—1 z=0 y=1 z2=2
26) x=-11 y=—6 z=-3
27) B =% y="T/a z =13/
3 05 1
28) A+2I=|1 3 1 X=11
0 1 6 0
29) Sistema possui infinitas solugoes.
30) Sistema nao possui solugao.
31) z=0,1 y=1 z=3,3
32) x=-=7 y="19 z =50
33) x="1/3 y=4/3 z=-1/3
34) z=-1/ y="/4 z=—19/
35) Sistema possui infinitas solugoes
36) Sistema nao possui solucao
37) Sistema possui infinitas solugoes
38) x=-1/5 y=1 z=-1/s t=2/
39) Sistema nao possui solucao



Capitulo 3

Secao 3.1
1)
4
3 (n.,e)
(3,2
2 [
1 (1‘2, 3/4) (4‘1)
y i s 4
o
(-1,-1)
2) a) A=(L9) i) J=42)
b) B=(-88) X) K= (7,7)
¢) C=(=56) ) L=(-3,—4)
d) D= (_873) m) M = (_77 - 6)
e) E=(=6,—2) n) N=(7,-2)
g) G= (67 - 5) p) Q = (_1a0)
h) H=(74) a) R=(03)
1) :(5a_2) I‘) SZ(O,—S)
6
49(0, 4)
o(1, 3)
(-6, 2) 2
(5, 1)
+ f200 (1,0 .
-4(_41 _1;2 2 4 6
2 o(4,-2)
(0,-3)
-4 (3,-4)
o(-3,-5)
6

s

11111
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3) a) 5 d) 5V5 f) V13
b) V26 ¢) V58 ¢) 3v5
/ | / | c) b
10) a) 2 e) 4 a) 5 b) Vel
. 12)
\ / — 14z — 8y +33=0
U —_
b) f) )
Secao 3.3
1
B 1) (z—3)2+(x—6)2=16
c) g)

5) a) (z—2)°+(y+3)*=25
b) (z+2*+(y+4)*=9

‘ ™~ c) #P+y*=25
° \ d) (z-22+(@y+3)32°=34

d) ! h) e) (x+a)2 4 (y_a)Z — 442
11) 8) (x—3)2%+(y—8)%2=49
6 9) b=—-1loub="7
" -
i (z=22+ (-1 =1
1 1) a) P+yP=9
2 1 1 2 3 45 6 7 89
! " b) (x-2)°+y> =16
:2 c) (z4+1)2+@w+22=25
. °led i d) (@-27°+@y-4>=1
e) P2+ (y+3)*=4
f) (x—12)2+ (y—3k)* =16
Secao 3.2 13) a) C(2,—-1) r=6
b) C(-2,00 r=3
c) C(0,0) r=
1) a) 2v2 d) 5V10 g) 5v2 d) C(-4,-3) r=5
b) 3v5 e) 3V10 h) 7v5 e) C(3,—-2) r=5
c) 8 f) 2v26
) Vg & 5 V2 Secao 3.4
b) 2v5 e) 2v13 h) V29
¢) V29 f) 5



223

5 a) m=-1 f) m=-z 9) a) y+2=0 c) 6y+9x+20=0
b) m= ) o= b) 2y—xz=0
c) m= 1
d) m=-3 ) W=
e) mz% Segéo 3.7
6) a) y=4o/s—-1 d) y=2/3-3
b) y= —3z/442 e) y=2z+1p
_ _ 11)
c) y=-3x+4 f) y=—x 5+ V345
7) a) y=3x—7 d) y=-23-2
b) y=-32+38 e) y=—2z
c) y=23+5/3 f) y=3z/2+45/)
Capitulo 4
Secao 4.1 &) f(a)=5
d) flz+5)=2(V=z+1)
1) a) f(3)=21 d) f(—a)=6—5a 6) a) f(=2)=5 ) f1)=1
b) f(=3)=-9 e) fla+3)=>5a+21 b) f(0)=1
c) f(a)=5a+6 7) a) f(=1)=5/ ¢) f(1)=3
2) a) g(0)=-3 b) f(0)=0 d) f(2)=9
b) g(=1) =6 8) a) sim b) sim c) sim
¢) g(a) =3a*—6a—3
d) g(—a) =3a®+6a -3 9 @ R
e) gla+1)=3a%>-6 1) {zeR/x;éO}
c) R
3) a) h(=5)=-154 d) {reR / z<5}
b) h(0) =1 0 R
c) h(a)=d’~a*+a+1 f) {zeR /a#—-lex#1}

2a +4
a? +4a + 3
2(t+1)
t(t+2)

d) s(2+4+a)=

e) s(t+1)=

g) {zeR [/ z#-2ex#1}
h) {zeR / z> -3}

i) {zeR /z<lexz# -2}
) {reR / o>1lex#3}

—V2)=5
2

(
flu+v) =2u? + duv + 202 + 1



11) a) 2;0;-2; -4; -2-a; -2+a
b) 48; 27;12; 3; 0

d 1, -122-2; 20 4+1;2, -1

e) 1; %, 25; 40162, xt

£) 57 8 5+.z

8 L %3 e vt

h) -5; §; 0; 52l =L

12) a) sim e) sim i) sim
b) sim f) nao j) néo
¢) nao g) sim

d) sim h) sim

13) a) R

b) {xreR / z+#2}

c) {zeR / z+# -5/}
d) {zeR / z>-9}
e) {xeR [/ x<50})
) {zeR [/ x>3/a}
g R
h) {zeR / z#13/}

i) {zeR / z# -3/}

) {xER/zzl/z}

k) {zeR / z<3ex+#-1}
) {zeR / z< s}

m) {zeR / 2>0ex#9}
n) {zeR / z>7)}

0) {zeR / z# —6ex#6}
)
q {zeR / -4<z<4}

r) {zeR / 1<z<5}

—

<
~

14) a) néo c) sim
b) nao d) sim

9

8

7

6

5

4

3

2

1

1 2 3
b)
1
3 4 1 3
1
2
3
c)
8
7
6
5
4
3
2
1
d) 12345678 910111213141516
16) a) 3 b) z+4
17) a) 2 b) h—1

19) a) Dy =[0,00) Iy =1[0,00)

N

05




b) Dy = (—00,0] Iy =[0,00)

1.5
1
0.
5 4 -3 2 1
¢) Dy = [~1,00) Iy = [0,00)
2
1.5
0.5
1 1 2 3 4

0.5

N

2 A / 2
4

20) a) Intercepto-y: y = 3. Intercepto-z: x = 3/2.

b) Intercepto-y: y = 3. Interceptos-z: z = —/3 e
z =+/3.

Secao 4.2

1) a) f(=2)=6 f(0)=2 f(4)=15
b) Intervalo [0,00]
c) x=0ex=5

d) Intervalo (0,5;3)

e) Nao possui maximo; minimo em z = 1

f) f cresce em [1,00] e decresce em [—00,1]

19) a) par g) {mpar

b) impar h) par

c) nada i) par

d) par j) {mpar

e) nada k) nada

f) {mpar 1) par

Secao 4.3

14) “a) f(=2) =1; f(=1) = 2; f(0) = 2 f(0,5) = 0,5;
£(1) = —1; £(2) = 4

b) f(=2) = -2 f(-1) = —1; f(0) = 0; f(0,5) = 0,5;
f)=1f2)=

Secao 4.4



11) a) A curva ndo corresponde ao gréfico de uma
funcao polinomial, pois nao é suave.

b) A curva nao corresponde ao grifico de uma fungao
polinomial, pois nao é continua.

¢) A curva pode corresponder ao grafico de uma fungao
polinomial.

d) A curva néo corresponde ao grifico de uma fungao
polinomial, pois nao é continua.

12) a) 4 b) 2 )1 d) 3

13) a) Cresce quando z — —o0

Decresce quando © — oo

b) Decresce quando z — —oo
Cresce quando z — oo

c) Decresce quando £ — —0o e  — 00
d) Cresce quando x — —o0 € & — 0

e) Decresce quando  — —c0
Cresce quando  — oo

f) Cresce quando z — —o0
Decresce quando © — oo

g) Decresce quando x — —00 € & — 00

226

h) Cresce quando x — —o0 € & — 00

14) a) =-3,z2=3,2=-2ex=2
p(z) = (x4 3)(z —3)(z+2)(z — 2)
b) x=-2/1,x=2/l,z=—-4ex=4

p(x) =4(x+1/2)(x — 2/1)(x + 4)(x — 4)
c) z=-3/l,z=3/l,z=-lex=1
p(z) =9(x +1/3)(xz — 3/1)(z + 1)(z — 1)
d) z=-5ex=5

p(z) = (x +5)(x — 5)(z% + 1)

e) r=—-4dex=4

p(z) = (z +4)(z — 4)(22* +5)

f) 1=—-6ex=6

p(z) = (z +6)(z — 6)(a? +4)

17) a) z<—-2oul<z<4

b) —1<z<0ouxz>2
c) —V2<2z<0ouzx>2
d) 2<-30u0<z<3

Capitulo 5

Secao 5.4

1) a) lim3=3
T—2
b) lim —-3=-3
T—2
c) limx=3
r—3
d) lim —22°+1=-1
z—1
e) lim2z® 322 +x+2=2
r—1
. 2 _
f) g%(25 +4)2s* — 1) 4
2¢+1 5
im =-
z—=2 T+ 2 4
h) limvz+2=2
T—2
i) lim ¥Bz+2=2¥-1
T——

i) lm /2z* 4+ 22 = 3v19

r——3

. 2 4+8 3
5 e e h = 5

lim — Y L 47
v—=3 2x — /22 + 3

.1 < .
3) a) lim — nio existe
x—0
. x?-1
REF i
2
—4
c¢) lim v =—
z——-2 1+ 2
222 —
d) lim 223 _ g
x—0 98
x2 —25
=-10
e) z—=—-5 T +5
f) lim z nao existe
rx—1 xr —
) i 22—-8 z2-38
im =
S z—2 z—2
-1 1
h) lim— = =

=13 4+22 -2 3

5) a) lim —5z®> -7z +3=3
z—0



x

20

b) lim32% — Tz +2=8 d) lim —— = o0
z—3 1%5*(1'*5)
1. _ 0 64 2:9 . 9 _
%) ey Y P e) gﬂlirggrln (22 —9) = —o0
d) lm2zx+7=8 2 _9
i £) lim ———— = o0
5 g x—2- 22 — 4w + 4
o Y= ) B 2070
e 8 %2 _bz16
f) limo(x+4)(sc—2)4:64
T—r
vh+4—
g) lim z+4 _6 8) a) lim +h nao existe
z—23x—1 5 h=0 ,
2
t .~ +(h+uz
i) Jon e = b) lim (h+a) _,
t—2t+2 4 h—0 h
z? -1 x? — bz + - .
. B 1 N
i) wh_)mlw_l =9 c) lim ————— nio existe
2 x3 — 4z
) t“+5t+6 d) lim -9
s t+2 =2 12 — 4
) et —2?+1 -
t2 —5t+6 € am 31 nao existe
6) a) lim =-1
oot [ g VAFAZ2 1
b) lmSJer:g hli% h 4
s—>% 28 2 1’3—4x
lim =F
3 g) 2
c) li%mzvll x—=2 2 —4
r—>
—2z2 + (2h + 2z)°
. Z_ 2 h li - et
d) i1_>m7(3x+2)3—23~" ) s, 0 nao existe
e) lim 20° -2 _ 1 22 i) i —Y i FIEVEHT
r—V2 3x 3 3 t—=0 t
z2 -9 6
g V2T V2 V2 L
z—2 3xr—4 2
g) 11%4x+6x:16+€4 k) il—>mlx7 nao existe
x—
2
~ P VT Y m SYEET
b) xljn_l;@l’*?’)‘l: 3 =3 2x — 2z + 3
’ . z—1 1
m) lim ———-—F =
x4+ 2 z—1 x° + x% — 2z 3
7 —
) o) I s D lim YEFI=3 1
b T+ 2 z—0 x _6
im =00
) m T o) lim Ak
o —x+2 2502 — 2z +4
c) lim ——— =00
@1 (z —1) . P+l -z—1
p) lim——— =4
z—1 r—1
’
Capitulo 6
Secao 6.1 17) a) f'(a)=6a—4

b)

f'(a) = 6a® +1



c) f'(a)= 3 b) f'(z) = -2z + 2¢€”
o) Q) @) =2 @@+ 1)
Q) fla)=-> Y fi=2Em@ D
. 1
e) f (a) = - /7—204- 1 e) f/(ﬂf) _ " i 5
"(q) = 2 ;o (zln(z)+1)e”
) f'(a) (—a+1)% f) f(x)_f
1) a) fl(z) = (32* 4+ (2?2 +2) +2)€”
, (x+1/2) e*
- b) g'(x) =
Secao 6.2 v
c) ¥(@)=(-z+1)e"
oo 1
d) y'(z) = ‘(61/2 _ 671,/2)2
6 ) J@)=3 o e 10
b () = (—4z + 3)°
) fl(@)=m 2(a? +242)
c) f/(t) =—18t+5 f) G/(l‘) = m
d) f'(z)=3.0z-1 22 (a2
1 g ¥(z)= (713)
e) f't)=—— (z? - 1)
23 ,
, ?+z—(z+1) (32> +1) -2
B f(@)=——— h) y(e)= @tz 2)
2v/—x+9 ( )
2 o, 2t (¢4 + 442 -7
g) f’(x):w A Sy UL T vy
‘(t) = ! 5) a) y(t)=-— t+1
h) f(t)——(t+3)2 5) a) y'(t) 17
i) fl(x)= ¥ b) ¥ (p) = <p3 4 3% +p+ 1) e’
D fl(@)=4a° c) y’(S)Z—(:::rsl)z
27) a) f'(z)=-8z Q) o () =20 — %
A , Vw (2cwe” + 3ce™ + bw)
oy 1 e) z'(w)=
c) f(z) 2 2
(x+2) i
Q) fla)=-———g D r0= hriva
(x+3) / 9 1
O [la)=— 1 i g) g(t):?%_(aT%
(2 1) b f(z) = — ACe ;
H fe) = —— (B
3(x+3)3 D f,(x):—(:c-l—l)(x—i—e””)e””—k(;ve””—1)(6””4—1)
(z +€*)
) f)=
~ (c+2?)
Secao 6.5 o e alertd)— c(az +)
) f@)= (cx + cl)2
2(x—1)e”
3) a) flz)=e"+1 6) a) f(z)= ( p )
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_m4+2x3—3m2+8x+4

b) fl(w)=—e" c) fl(z)=
) o ) @) (22 4+ — 1)
) 0= ey
11) a)
7) a) H'(u)=2u-1 fll@)=2"(z+4)e”
b) J’(U):U4+v2+6 f'@) =27 (z+2)(z+6)e”
vé b)
) 14 9 .
c) F(y)=5+?+y7 f’(x):ﬁ(fr—k;)ew
"(2) = —ze% — 2%
8) a) f'(zx) =182+ 6z + 12
b) f'(z) =14z +27 2 ;o 2x(z+1)
¢) fl(z)=2° (—24x4 + 28) fla) = (2x + 1)2
d) f(z)=2s Fa) = —2
e) f'(u) = 8au + 2a — 24u> G 1)3
oy 14 d)
f) fl(z)= Gr 17 )= — 22 +1
, ) (z — 1>2 (z + 1>2
g f()= TR , 2z (22 + 3)
) f (x) = 3 3
b o - 364 (=17 (=+1)
)= 12 -2t +1
N -2t —2) -2 ~
) PO = Secao 6.6
) — 22 -2z (x—4) -5
i fl(=) @ 5 3
B 6 1) a) fl(z)=0 i) f'(x)zix
k) f@%——u_lf b) f(x)=0 | 2<
e (la-n(-b+ty+206-17) %) 5=k ) S =5
) fi@t)= T d) f(z) =212 m(ﬂ@:7§£
, . 12042 ®) fla)=6 523
W) =m0 D @) =6 ) @) =25
n) f(z) = 2 (931;)77 6) g) fl(r)= 27;7“ i) ) = 10— 3
h) f'(z) = 3 n) f'(z)==z(-3z+4)
20
9) a) fl(z)=- 3
S(MZW ma)fm_—wz+m3
b) f'(s) = 90s® — 255* — 365% 4+ 957 — 125 + 2 3048
c) f'(z)=6x+3 b) fla)=- 3
o fla)= 2
10) a) Q) () = —2t3+ 9t — 16

p'(x) = 32%In (z) + 22 + 621n (2) £

—|—3a:—2ln(a:)—2—|—% e) f,(x)ZQ—%

(23 + 22 — 1)° g) f'(z) =0.006z — 0.4



h) f'(x) =0.62% — 1.0z + 0.1
i) f’(l‘)=2$—4—%
) fe)=tm-2+
3) a) f'(r)=2nr d) f'(z) = 23?
b) f'(z) =6x+6 e) f'(z)=1ldaz +7b
c) f'(w)=2aw
4) a) f'(z) = 402>
b) f'(z)=¢€"
c) fl(x)=0
by 2
8 Fy=—2
e) f'(x)=62"
f) f'(z) =32> -4
g) f(t) =10t (¢ —1)
h) ¢'(z) =2x(-3z+1)
i) h(x)=4z—-1
) o)==
0 6c
k) B'(y) = *?
) A(s) =5
yo ow—2
w) ()= 2
n) R'(a)=18a+6
Me) = —det 4
0) H(t) = —de' + -
= ! 1
foy 3z —1
b) y'(x) = ﬁ
c) S'(R)=8rR
d) h'(u) =3A4u®+2Bu+C
, 13
) Y@ =5
f) y(z)= 336;#
g)ﬂm:ﬁ+¥2
h) j'(z) =24z
i) K(r)=ert ! 4e"
) H@)=2-
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k) o (v) =ae’ — :2 _ %
D () = “’tﬁ + 5t1%
m) o) =1- e+ o
W )= -1t + B
o) y(x)=e""

Secao 6.7

3 &) f@)=1

b) ) =1

) f@) =

Q) fay="2

&) F(r) =5

8 fl@)=—

h) fi@) = 452(47%6;?3
D) f(z) = x(xi 3

j) f’(x):fmf_1

k) N@:mw%m>
D ) = 3lnx(x)2

£C2

£ = =

f@) = 5—

oy ((z+3)In(z+3)+1)e”
fi(z) = 21 3)

/ _(2(x+1)ln(x+1)_|_1)62x
fi(z) = o
f/(x):%

a) f(z)= 3e37
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b) g'(t)=—e"" h) f(z) = il
) " 2V
c) fllu)y=(—u+1)e ol (20) 1y (2)
Q) f@) =3 e ) D fe)=—7p
e ") = =g 2t2_|_et2 +1 e—t2
et 2 ) f’(t)=—< 7 )
) f'(t) = 1232 o
g) h(z)=—2ze™™ k)= Vet —T(et+1)2
b )= ) f@) =2+ 22
oL , Tz
) f@)=-15 m) f@) = o
) @) =25+ )M n) f@)= -
k) f(z) =9 (-4 +1)° e Vi (a
e o o= B0
) J@) =5
) D 1) = 4
s B VAV .
m) f'(t) = Tovi . . (612 N 4)\/5 1
) f(s) = _og3e—5? (e + 4) In (e + 4)] —2\/5
o) f'(z)= % 7) a) F(z) =10z (2% +3) (2* +32° — 2)"
b) F'(z) =200z (z — 4)* (z — 2)
vz +a2)° (1423 + 1 o
5) a) g’(x)=( )\/S»: ) ) Fle)= v—2z + 1
0 _ 2z
b) f'(z) = (;:t +1)€? d) f'(2) = 1 1)
c) fl(z)= % o) y(z)=eke
2 4 In (2 (212 ) f(z)=@c-3)°@@*+z+1)"
d) g’(:r)z( *l Ul (21" +7) [82% + 8z +5(2x — 3) (2z + 1) + 8]
e) fl(z)= (22" + 4z +1)e* ™! g) ¢'(z) =6z (2* + 1)2 (2 + 2)5 (32% +4)
) = @) +2 Lo 22217 (22 418t (t 4+ 1) — 1)
f) f'(z) 221 (2) h) K(t) = S
. \ o e 2(243t* — 54t3 — 108t% + 54t — 7)
6 2 Fla)= (2 +3)" (22 — 480) h F)= 42 4t + 1
1o N o L2z (2% + 1)2
b) f(z)= 160(2® +3:2146(5x8 —-9) 3 y(z) = Tl
s2+1
¢) f'(z) =Bz —1)° 5z —2)° (135z — 48) 3sy/ 55—
8 fla)=s@o-5'-— L Y 1= Er D
- (z+1)° 2V , 33
&) f(t)=——2*° VY= e
3 (412 — 5t +2)3 m) o(2) = —20e-"H
gy 21a? Tz 3 / 5110 (5
b flz)= 10(3x+1)%+\5’/3x—|—1+2\/3x+1 n) y(x):T()
g) f(z)=12(z + 1) P +6a+7 o) Gy = (y-1°(y+2) +10(-y—1) (y— 1))

Yo (y +2)°



, 1
462u
e*u 4+ 22 + 1
v° (—1203 + 6)
(v +1)"
) y(x) =2 +1)e >

a) Y'(u)=

r) F'(v) =

Capitulo 7
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(cot+y)e
Voo 11
() = 4/z\//r+x+2/x+1
8V VT + a2\ x+ T+

v) ¢'(z) =2pr? (n+ 2re™)Pler®

t) o(z) =

w)

7_,2
w) o (z)=2% 3" 2ln (31‘1(4))

Secao 7.5

—_
2

a)

Minimo relativo:

=P

f2)=—4

o
~

2

=

Minimo relativo: f(2)

@

Lz

) Minimo relativo: f(0
2 g(0

) =%
) Méximo relativo ) = 4; minimo relativo: g(2) =0
g) Minimo relativo: F(3) = —5; médximo relativo:
F(-1)=17/3
h) Minimo relativo: ¢g(3) = —19
i) Minimo relativo: f(1/2) = 63/16

j)

k) Nenhum.

y

m) Miéximo relativo: f(—3) = —4; minimo relativo:
3)=28

n) Maéximo relativo: f(1) = 1/2; minimo relativo:

(
)
(-1 = -1k
)
)
)

0) Miximo relativo: f(0) =0
p
q) Minimo relativo: f(1) =0
2) a) Falso. c¢) Falso. e) Falso.
b) d) f)
3) a) b) Nao.
-3, sex <0

2, sex >0

9) a) Valor minimo absoluto: —41/s

¢) Nenhum extremo absoluto.
d) Valor maximo absoluto: 1

e) Valor maximo absoluto: 5
minimo absoluto: —4

f) Valor méximo absoluto: 10
minimo absoluto: 1

g) Valor maximo absoluto: 19
minimo absoluto: —1

h)

i) Valor méximo absoluto: 16
minimo absoluto: —1

)
k) Valor maximo absoluto: 3
minimo absoluto: 5/3

1) Valor méximo absoluto: 37/3
minimo absoluto: 5

m)

n) Valor maximo absoluto: =~ 1,04

minimo absoluto: —1,5

o)

p) Nenhum extremo absoluto.
a)

r) Valor méximo absoluto: 1
minimo absoluto: 0

s)
t) Valor méximo absoluto: 0
minimo absoluto: —3

u)

v) Valor maximo absoluto: \/5/4 =~ 0,35
minimo absoluto: —1/3

w) Valor maximo absoluto: v/2/2
minimo absoluto: —\/5/2

x)



Secao 7.8

3) a) Gréficode f(z)=2x—1
flm)=2

f'(@)=0

f'(z) nao possui zeros.

f cresce: z € R

f decresce: z €0

f"(x) ndo possui zeros.

f concav. para cima: x € ()

f concav. para baixo: z € ()

al

b) Gréfico de f(z) = —x3 + 322 +2
f(x) =3z (—x+2)

' (x)=—62+6

Zeros de f'(x): 1 =0, x3 =2

f cresce: x € (0,2)

f decresce: x € (—00,0) U (2, 00)
Zeros de f"(z): z1 =1

f concav. para cima: x € (—o00,1)

f concav. para baixo: x € (1, 00)

6

-4

¢) Gréfico de f(z) = %
z+2
)= -5

Zeros de f'(x): &1 = —2
f'(z) nao existe em: x; =0

f cresce: x € (—2,0)

233

f decresce: x € (—oo0, —2) U (0, 00)

Zeros de f"(x): x1 = —3

1" (x) nao existe em: 1 =0

f concav. para cima: x € (—3,0) U (0, 00)

f concav. para baixo: x € (—oo, —3)

-10 -5 0 5 10
d) Gréfico de f(z) = x> — 122% + 362
f'(@) =3 —6)(z —2)
' (z) = 6x — 24
Zeros de f'(x): x4 =2, 29 =6
f cresce: x € (—00,2) U (6,00)
f decresce: x € (2,6)
Zeros de f"(x): ©1 =4
f concav. para cima: x € (4, 00)
f concav. para baixo: z € (—o00,4)
40

30

20

e) Gréfico de f(z) = x2x_9
s 249
flo) = (z —3)% (z +3)°
2 7

(z—3)% (z+3)°

f'(z) nao possui zeros.

f/(x) ndo existe em: x; = —3, x5 = 3

f cresce: x € ()

f decresce: x € (—o0, —3) U (—3,3) U (3,00)
Zeros de f"(z): x1 =0

1" (x) nao existe em: 21 = —3, 5 =3

f concav. para cima: x € (—3,0) U (3, 00)

f concav. para baixo: x € (—oo, —3) U (0, 3)



2

f) Gréfico de f(z) = m;c_ 9
p) = — 18z
AL (z—3)% (x+3)
4 2

(z—3)° (z+3)°

Zeros de f'(z): 1 =0

f'(z) néo existe em: 21 = —3, 9 =3

f cresce: x € (—o0, —3) U (-3,0)

f decresce: x € (0,3) U (3,00)

f"(x) ndo possui zeros.

f"(z) ndo existe em: 1 = —3, x2 =3

f concav. para cima: x € (—o0, —3) U (3,00)
f concav. para baixo: x € (—3,3)

10+

g) Gréfico de f(z) = #xﬁ
oy (E=3)(@+3)

flw) = (z2 +9)°
w2 (x2 = 27)

o) = (22 +9)°

Zeros de f'(x): x1 = =3, 20 =3

Nao hé pontos onde f’(x) nao exista.

f cresce: x € (—3,3)

f decresce: x € (—o0, —3) U (3,00)

Zeros de f"(z): x1 =0, 13 = —3V/3, 23 = 3V/3
Nao hé pontos onde f”(x) nao exista.

f concav. para cima: x € (73\/3, 0) U (3\/5, oo)
f concav. para baixo: z € (—oo, —3\/3) U (0, 3\/5)

0.2

0.0

-0.2
h) Grafico de f(z) = = (z — 4)°
F@) =4 -9 (@-1)
f(x)=12(x —4) (x — 2)
Zeros de f'(z): x1 =1, 20 =4
f cresce: x € (1,4) U (4, 00)
f decresce: x € (—oo, 1)
Zeros de f"(z): 21 =2, 29 =4
f concav. para cima: x € (—00,2) U (4, 00)

f concav. para baixo: x € (2,4)

i) Gréfico de f(z) =a2* — 822 +8

fl(z) = 4z (z2 —4)

f(x) = 1222 — 16

Zeros de f'(x): x1 = —2, 20 =0, x3 = 2

f cresce: x € (—2,0) U (2,00)

f decresce: x € (—o0,—2) U (0,2)

Zeros de [ (x): 1 = —%, zy =283

f concav. para cima: x € (—oo, —23—\/5) U (

f concav. para baixo: x € (—27‘/5, %)

10+

Y

234
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