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Vetor Gradiente
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Vetor Gradiente

Se uma fungéo f(x,y) é derivavel, seu vetor gradiente é

of
_Of. of. | Ox
Vf_a’*%’_ of

dy
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Vetor Gradiente 3D

Se uma fungéo f(x,y, z) é derivavel, seu vetor gradiente é

of

Ox

_of, 0F Of | o
Vf = 8xl+8yj+82k = dy
of

0z
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Gradientes e Crescimento da Funcao
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Derivada Direcional

D,f=Vf-u
= [IVF1 lull cos(6)

= [[Vfll cos(0)
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Crescimento da Funcéo

1. A fun¢io aumenta mais rapidamente quando  cos(f) = 1, 0=0

Direcédo do gradiente

2. A fungéo descresse mais rapidamente quando cos(f) = —1, 0=

Direcédo oposta ao gradiente

3. Se u for ortogonal a Vf # 0 ele aponta para uma direcdo de variacio nula
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Gradientes e Crescimento da Funcao

1. Direc¢éo de maior crescimento da fun¢io f no ponto (x,y)
v = Vf(x,y)

2. Dire¢do de maior decrescimento da funcio f no ponto (x, y)
vm = = Vf(x,y)

3. Diregéo de variac¢do nula da fung¢io f no ponto (x, y)

V(e y)-ve =0
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2
Analisando a funcio f(x,y) = x* + y? no ponto (1,1)

Encontre as dire¢des nas quais:
a) f cresce mais rapidamente
b) f decresce mais rapidamente

¢) f nao varia
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Exemplo 1 — Calculando as Derivadas Parciais

Of _ 0 (e ¥ _
8x_8x(x+ = 2x

af_a 2 yz _
3y—5y<x+2 -7
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Exemplo 1 — Gradiente

of 0 2 v
\V . Ox . a<x+?) [ 2x
I ol I R (™)
dy @(er?)

Avaliando o gradiente no ponto solicitado

oo - (3], - ()

y
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Exemplo 1 - Solugédo

a) f cresce mais rapidamente na direcio do gradiente
2
w= v = ()

b) f decresce mais rapidamente na direciao oposta ao gradiente

V= —Vf(1,1) = ( j >
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Exemplo 1 - Solugédo

¢) f nao varia na direcéo, v,, ortogonal ao gradiente

VI (1,1)-v,=0
(1) (0)-
1 Vy
2vi +v, =0
vy, = —2V;

1 -1
As direcdes sdo v, = ( 2) e v, = ( ) )
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Gradientes e Curvas de Nivel
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Curvas de Nivel

Curva de Nivel é o conjunto de pontos (x,y) onde

flx,y)=c

para um valor constante c

Em alguns casos, é possivel escrever essa regido como uma curva paramétrica

Vetorialmente temos
PR . &)
o) = gtoji+ o= (417 )
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Tangente de uma Curva de Nivel

f(g(t), h(t)) = c

@ Pe(0).m(0) = 0

d
Vf - é —0
Ofdg , Of dh _,
Oxdt  Oydt
O gradiente é ortogonal ao vetor

ﬁ dg tangente a curva de nivel
0x dr
of dh

dy dt
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Funcdes Diferenciaveis

Em todo ponto (a, b) no dominio de uma funcéo diferenciavel f(x,y),

o gradiente de f é normal a curva de nivel que passa por (a, b)
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Gradientes e Curvas de Nivel
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Exemplo 2

Dada a funcio
f(x,y) =6x—3y+9

a) Determine e esboce a curva de nivel f(x,y) =6

b) Calcule e esboce o gradiente de f nos pontos (0,1) e (1,3)
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Exemplo 2 - Solucédo

a) Determinando a curva de nivel
flx,y)=6
6x—3y+9=26
—3y=6—-6x—9
—3y=—6x—3
y=2x+1

A curva de nivel é uma reta
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Exemplo 2 - Solucédo

b) Calculando as derivadas parciais de f

of _ 9 _

e ax(éx—3y+9) =6

of _ 9 _

oy ay(6x 3y4+9) = -3
Gradiente de f

Vfi(x,y) = V(6x—3y+9) = ( 6 >
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Exemplo 2 - Solucédo

Calculando o gradiente nos pontos (0,1) e (1,3)
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Exemplo 3

Dada a funcio
fley)=(x=2)"+(y—1)

a) Determine e esboce a curva de nivel f(x,y) = 4

b) Calcule e esboce o gradiente de f nos pontos (0,1), (2,—1), (2,3) e (4,1)
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Exemplo 3 - Solucédo

a) Determinando a curva de nivel

flx,y) =4
(x=2+(y—1)7=2°

Equacdo da circunferéncia centrada em (2,1) e raio 2
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Exemplo 3 - Solucédo

b) Calculando as derivadas parciais de f

% = %[(x—Z)Z—l—(y—l)z] = z(x—z)%(x—z) = 2(x —2)
7= lx=2P =1 = 2 -5 -1 = 2=
Gradiente de f

Vi(x,y) = V[(x=2°+(y—1)°] = (Z(x - ?)
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Exemplo 3 - Solucédo

Calculando o gradiente nos pontos (0,1) e (2,—1)

won = (2= (922) - (4)



Exemplo 3 - Solucédo




Exemplo 4

Encontre uma equagao para a tangente a elipse
4+ =2
i Y

no ponto (—2,1)

Note que a elipse é uma curva de nivel da funcao

x2

f<x7y):Z+y2
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Exemplo 4 — Derivadas parciais de f

of 0 (=
2 _Z (= —2
Jy 5’y<4+y> Y
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Exemplo 4 — Gradiente

Entéo o gradiente de f, no ponto (—2,1),é

X

K U I
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Exemplo 4 — Reta Tangente

A reta tangente é ortogonal ao vetor gradiente
Vf(a,b)- ( x:z ) —0
—(x+2)+2(y—1)=0

) —x+2y-=4=0

—x+2y=4

-1 x+2 “ 0 x=2y—4
2 y—1/)

w2
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Propriedades Algébricas
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Propriedades Algébricas do Gradiente

1. Soma V(if+g =Vf+Vg
2. Diferencga V(f—g) =Vf-Vg
3. Multiplicacdo por constante ~ V(kf) = kVf

4. Produto V(fyg) = fVg+gVf

v (J_‘) _&Vf-fVg

5. Quociente >
g 8
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Exemplo 5

Dadas f(x,y)=x"—2y e g(x,y)=x)
a) calcule os gradientes de f e g

b) calcule V(f — g)

c) calcule V(fg)
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Exemplo 5 — Solucédo

0

a—l; a (x2 — Zy) )
Vf = _ _ < x >

of a ., —2

oy ay

og 0

Ix Ox (%) 2

% 0 2xy

. 2
9y 5y )
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Exemplo 5 — Solucédo

V(f-g=Vf-Vg
:(g)_<2}jy>
(57
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Exemplo 5 — Solucédo

V(fg) =fVeg+gVf
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Lista Minima
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Lista Minima

Calculo Vol. 2 do Thomas 12% ed. — Secédo 14.5

1. Estudar o texto da secdo
2. Resolver os exercicios: 20, 22, 24, 26, 28, 29

Atencao: A prova é baseada no livro, ndo nas apresentacdes
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