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Plano Tangente a Superficie de Nivel
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Justificativa

Primeiro vamos verificar que o gradiente é normal a superficie de nivel

Considere uma funcéo f(x, y) diferenciavel e sua superficie de nivel

fx,,2) =k

Assuma que a curva paramétrica

g(t)
r(t) =g(t)i+ h(t)j+ k(t)k = | h(t)
k(1)

esta contida na superficie de nivel ¢ da funcéo f
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Justificativa

F(g(t), h(1), k(1)) = k

ditf(g@), h(t), k(1)) = %

of dg  Of dh

Of dg  Of dh , Of dk_
Ox dt 8ydt

Oz dt

dg

dt
dh

dt
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Justificativa

Se tomarmos todas as curvas suaves que passam por um ponto (a, b)
Seus vetores tangentes sdo todos ortogonais ao vetor gradiente no ponto

Todos os vetores tangentes estdo no plano tangente a superficie
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O Plano Tangente ao ponto (a, b, ¢) na superficie de nivel f(x,y, z) = k
de uma fungéo diferenciavel f é o plano passando pelo ponto (a, b, ¢)

enormal a Vf(a, b, c)

A Reta Normal da superficie no ponto é a reta passando pelo ponto

na diregdo do gradiente Vf(a, b, c)
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Equagdo do Plano Tangente

Vf(a,b,c) (X—X)=0

Vf(a,b,c)-(y—b) =0
z—c¢

fila, b, c)(x —a)+ fy(a,b,c)(y — b) + f(a,b,c)(z—¢c) =0
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Equacgdo da Reta Normal

X=X,+tVf(ab,c) teR

() () i)

=|b]| +t]|fabc)

c ~(a, b, c)
x=a+tf(ab,c)

y=>b+1tf(ab,c)
z=c+tf(ab,c)

N R
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Encontre o plano tangente e a reta normal da superficie
fx,y,2)=x*+y"+z2—-9=0

no ponto (1,2,4)
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Exemplo 1 - Solucao

2x
Vf=2xi+2yj+k=| 2y
1

Ll e =

of  d o
Gy =gy WY I =2y V(L2 = (xit 2t k)

(1,2,4)

of _ 0 (2, _ :
z—a—z(x +Y+z-9) =1 2i+4j+k(4)

1
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Exemplo 1 - Solugédo

Plano tangente

Vf(a,b,c)-(y—b) =0
z—c¢

fila, b,c)(x —a) + fy(a,b,c)(y — b) + f(a,b,c)(z—¢c) =0
fe(1,2,4)(x— 1) + £,(1,2,4)(y — 2) + f:(1,2,4)(z —4) = 0
2x—1)+4(y—2)+(z—4)=0

2x+4y+z=14
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Exemplo 1 - Solugédo

Reta normal
X=Xy +tVf(ab,c) teR

(

x=a+tfab,c)
y=>b+tf,(a b, c)
(z=c+1tf(a b0

.
x =1+ 2t
Sy =2+4t
\z:4+t
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Plano Tangente ao Grafico de uma Funcao
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Justificativa

Queremos o Plano Tangente a superficie suave z = f(x, y)
em um ponto (a, b, c) onde ¢ = f(a,b)

Podemos escrever z = f(x,y) como f(x,y) —z=0

Queremos o plano tangente a curva de nivel zero da fungao

F(x,y,z):f(x,y)—z:o
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Justificativa

Derivadas de F
0
Fo= D (fe )~ = fi-0= £

= i) =) —f—0- £
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Justificativa

Equacéo do Plano Tangente ao grafico da funcéo f(x, y)

x—a
VF(a,byc)- |y—b| =0
z—c¢

Fe(a,b,c)(x —a) + F,(a,b,c)(y — b)+ F(a,b,c)(z—c) =0

fela,b)(x —a) + fy(a. b)(y = b) — (z—¢) =0
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Plano Tangente a superficie z = f(x, y)

O plano tangente a superficie z = f(x, y)

de uma funcéo diferenciavel f no ponto (a, b, f(a, b)) é

fe(a,b)(x —a) + fi(a,b)(y—b) — (z—¢) =0
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Exemplos
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Exemplo 2

Encontre o plano tangente ao grafico da fungao

X

f(x,y) = xcos(y) — ye

no ponto (0,0)
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Exemplo 2 — Avaliando o valor da funcdo no ponto

= 0xcos(0)—0xe =0
(0,0)

z = f(0,0) = (xcos(y) — ye’)
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Exemplo 2 - Solucao

Derivadas parciais de f(x, y)

U = 2 (xeosly) — ye) = cos(y) — ye*
g 0

9y =y (xcos(y) — ye*) = —xsen(y) — e

U 0.0 = (costy) ~ye) | =1

(0,0)

Z_{,(O’O) = (—xsen(y) — €*) =-1

(0,0)
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Exemplo 2 - Solucéo

Plano tangente

fela,b)(x —a) + f,(a,b)(y —b) — (z—¢c) =0
£:(0,0)(x — 0) + £,(0,0)(y = 0) — (= 0) = 0
I(x—0)—1(y—0)—(z—0)=0

x—y—2z=0
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Exemplo 3

Encontre o plano tangente ao grafico da fungao
feoy)=x"+y —2xy—x+3y+4

no ponto (2, —3)
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Exemplo 3 - Solucédo

A equacdo do plano tangente ao grafico da funcéo f no ponto (2, —3) é
fe(a, b)(x — a) + fy(a,b)(y = b) = (z = ¢) = 0

fu(2,-3)(x —2) + £,(2,-3)(y +3) —(z—¢) =0
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Exemplo 3 — Calculando a derivada parcial em x

flx,y) = g—i = %(x2+y2—2xy—x—l—3y+4) = 2x—2y—1

fu(2,-3) = (2x—2y—1) = 2(2) —2(-3)—1
(2,-3)

4+6—-—1 =9
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Exemplo 3 — Calculando a derivada parcial em y

f(x,y) = g—J; = %(x2+y2—2xy—x+3y+4) = 2y —2x+3

fH(2,-3) = (2y —2x+3)
(2773)

2(—3) —2(2)+3 = —6-4+3 = 7
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Exemplo 3 — Avaliando f no ponto (2, —3)

¢ :f(z) _3>

= (x*+y" —2xy —x+3y+4)

(27_3)

=2+ (-3 —2(2)(=3) —2+3(-3) +4
—449412—-2—-9+4

=18
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Exemplo 3 — Equacdo do Plano Tangente

fx(2,-3)(x—2)+ £,(2,-3)(y+3)—(z—¢c) =0
9x—2)—7(y+3)—(z—18) =0
9x — 18 —7y—21—z+18=0

Ix—T7y—z=121
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Lista Minima
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Lista Minima

Calculo Vol. 2 do Thomas 12% ed. — Secédo 14.6

1. Estudar o texto da secdo

2. Resolver os exercicios: 1-8

Atencao: A prova é baseada no livro, ndo nas apresentacdes
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