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Plano Tangente a superfície z = f (x, y)

Sabemos que o plano tangente à superfície z = f (x, y)
de uma função diferenciável f no ponto (a, b, f (a, b)) é

fx(a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b)− (z − c) = 0

Rearranjando

z = f (a, b) + fx(a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b)
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Aproximação Linear

Aproximação linear, ou Linearização de uma função diferenciável de duas variáveis
em torno do ponto (a, b)

L(x, y) = f (a, b) + fx(a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b)
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Exemplo 1

Encontre linearização da função

f (x, y) = x2 − xy − y2

no ponto (1, 1)
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Exemplo 1 – Linearização de f no ponto (1, 1)

L(x, y) = f (a, b) + fx(a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b)

= f (1, 1) + fx(1, 1)(x − 1) + fy(1, 1)(y − 1)
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Exemplo 1 – Avaliando a Derivada Parcial em x

fx(x, y) =
∂f
∂x

=
∂

∂x
[
x2 − xy − y2] = 2x − y

fx(1, 1) = (2x − y)
∣∣∣∣
(1,1)

= 2× 1− 1 = 1
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Exemplo 1 – Avaliando a Derivada Parcial em y

fy(x, y) =
∂f
∂y

=
∂

∂y
[
x2 − xy − y2] = −x − 2y

fy(1, 1) = (−x − 2y)
∣∣∣∣
(1,1)

= −1− 2× 1 = −3
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Exemplo 1 – Avaliando a Função

f (1, 1) =
(
x2 − xy − y2) ∣∣∣∣

(1,1)
= 12 − 1× 1− 12 = −1
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Exemplo 1 – Linearização

L(x, y) = f (1, 1) + fx(1, 1)(x − 1) + fy(1, 1)(y − 1)

= −1+ 1(x − 1)− 3(y − 1)

= −1+ x − 1− 3y + 3

= x − 3y + 1
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Exemplo 2

Encontre a linearização de

f (x, y) = x2 − xy +
y2

2
+ 3

no ponto (3, 2)
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Exemplo 2 – Avaliando a Derivada Parcial em x

fx(x, y) =
∂

∂x

(
x2 − xy +

y2

2
+ 3

)
= 2x − y

fx(3, 2) = (2x − y)
∣∣∣∣
(3,2)

= 2× 3− 2 = 4
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Exemplo 2 – Avaliando a Derivada Parcial em y

fx(x, y) =
∂

∂x

(
x2 − xy +

y2

2
+ 3

)
= 2x − y

fy(3, 2) = (−x + y)
∣∣∣∣
(3,2)

= −3+ 2 = −1
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Exemplo 2 – Avaliando a Função

f (3, 2) =
(
x2 − xy +

y2

2
+ 3

) ∣∣∣∣
(3,2)

= 32 − 3× 2+
22

2
+ 3 = 8
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Exemplo 2 – Aproximação linear

L(x, y) = f (a, b) + fx(a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b)

= f (3, 2) + fx(3, 2)(x − 3) + fy(3, 2)(y − 2)

= 8+ 4(x − 3) + (−1)(y − 2)

= 4x − y − 2
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Exemplo 3

Seja

f (x, y) = ln
(
x2 + y2)

use a aproximação linear de f no ponto (1, 2) para estimar f (1,01; 1,98)

17 / 43



Exemplo 3 – Avaliando a Derivada Parcial em x

∂f
∂x

=
∂

∂x
(
ln
(
x2 + y2)) =

1
x2 + y2

∂

∂x
(
x2 + y2) =

2x
x2 + y2

∂f
∂x

(1, 2) =
2x

x2 + y2

∣∣∣∣
(1,2)

=
2× 1
12 + 22

=
2
5
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Exemplo 3 – Avaliando a Derivada Parcial em y

∂f
∂y

=
∂

∂y
(
ln
(
x2 + y2)) =

1
x2 + y2

∂

∂y
(
x2 + y2) =

2y
x2 + y2

∂f
∂y

(1, 2) =
2y

x2 + y2

∣∣∣∣
(1,2)

=
2× 2
12 + 22

=
4
5

19 / 43



Exemplo 3 – Avaliando a Função

f (1, 2) = ln(1+ 4) = ln(5)
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Exemplo 3 – Aproximação Linear

L(x, y) = f (a, b) +
∂f
∂x

(a, b)(x − a) +
∂f
∂y

(y − b)

= ln(5) +
2
5
(x − 1) +

4
5
(y − 2)
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Exemplo 3 – Avaliando no ponto f (1,01; 1,98)

L(1,01; 1,98) = ln(5) +
2
5
(0,01) +

4
5
(−0,02)

= ln(5) +
2− 8
500

= ln(5)− 6
500

= ln(5)− 3
250
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Exemplo 3 – Comparando com o valor exato

Com uma calculadora podemos avaliar

L(1,01; 1,98) ≈ 1.59744

f (1,01; 1,98) ≈ 1.59747
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Exemplo 4

Seja

f (x, y) =
√
4x + y2

use a aproximação linear de f no ponto (1, 2) para estimar f (1,02; 1,98)
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Exemplo 4 – Avaliando a Derivada Parcial em x

∂f
∂x

=
∂

∂x

√
4x + y2

=
∂

∂x
(
4x + y2)1/2

=
1
2
(
4x + y2)− 1/2 ∂

∂x
(
4x + y2)

=
1
2

1√
4x + y2

4

=
2√

4x + y2
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Exemplo 4 – Avaliando a Derivada Parcial em x

∂f
∂x

(1, 2) =
2√

4x + y2

∣∣∣∣
(1,2)

=
2√

4× 1+ 22

=
2√
8

=
2

2
√
2

=
1√
2
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Exemplo 4 – Avaliando a Derivada Parcial em y

∂f
∂y

=
∂

∂y

√
4x + y2

=
∂

∂y
(
4x + y2)1/2

=
1
2
(
4x + y2)− 1/2 ∂

∂y
(
4x + y2)

=
1
2

1√
4x + y2

2y

=
y√

4x + y2
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Exemplo 4 – Avaliando a Derivada Parcial em y

∂f
∂y

(1, 2) =
y√

4x + y2

∣∣∣∣
(1,2)

=
2√

4× 1+ 22

=
2√
8

=
2

2
√
2

=
1√
2
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Exemplo 4 – Avaliando a Função

f (1, 2) =
√

4x + y2

∣∣∣∣
(1,2)

=
√
4× 1+ 22

=
√
4+ 4

=
√
8

= 2
√
2
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Exemplo 4 – Aproximação Linear

L(x, y) = f (a, b) +
∂f
∂x

(a, b)(x − a) +
∂f
∂y

(y − b)

= f (1, 2) +
∂f
∂x

(1, 2)(x − 1) +
∂f
∂y

(1, 2)(y − 2)

= 2
√
2+

1√
2
(x − 1) +

1√
2
(y − 2)

=
4√
2
+

x + y − 3√
2

=
x + y + 1√

2
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Exemplo 4 – Aproximação

L(1,02; 1,98) =
1,02+ 1,98+ 1√

2
=

4√
2
= 2

√
2
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Exemplo 4 – Comparando com o Valor Exato

Com uma calculadora podemos avaliar

L(1,02; 1,98) ≈ 2.8284

f (1,02; 1,98) = 2.8285
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Exemplo 5

Utilize a linearização da função

f (x, y) = ex
2−y2 cos(xy)

no ponto
(√

π,
√
π
)
, para obter uma estimativa para f (2, 1)
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Exemplo 5 – Avaliando a Derivada Parcial em x

∂f
∂x

=
∂

∂x

(
ex

2−y2 cos(xy)
)

=
∂

∂x

(
ex

2−y2
)
cos(xy) + ex

2−y2 ∂

∂x
(cos(xy))

= ex
2−y2 ∂

∂x
(
x2 − y2) cos(xy)− ex

2−y2 sen(xy)
∂

∂x
(xy)

= ex
2−y22x cos(xy)− ex

2−y2 sen(xy)y

= ex
2−y2(2x cos(xy)− y sen(xy)

)
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Exemplo 5 – Avaliando a Derivada Parcial em x

∂f
∂x

(√
π,

√
π
)
= e

√
π
2−

√
π
2
(
2
√
π cos

(√
π
√
π
)
−
√
π sen

(√
π
√
π
) )

= e0
(
2
√
π cos (π)−

√
π sen (π)

)
= 2

√
π(−1)−

√
π0

= −2
√
π
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Exemplo 5 – Avaliando a Derivada Parcial em y

∂f
∂y

=
∂

∂y

(
ex

2−y2 cos(xy)
)

=
∂

∂y

(
ex

2−y2
)
cos(xy) + ex

2−y2 ∂

∂y
(cos(xy))

= ex
2−y2 ∂

∂y
(
x2 − y2) cos(xy)− ex

2−y2 sen(xy)
∂

∂y
(xy)

= ex
2−y2 (−2y) cos(xy)− ex

2−y2 sen(xy)x

= −ex
2−y2(2y cos(xy) + x sen(xy)

)
36 / 43



Exemplo 5 – Avaliando a Derivada Parcial em y

∂f
∂y

(√
π,

√
π
)
= −e

√
π
2−

√
π
2
(
2
√
π cos(

√
π
√
π) +

√
π sen(

√
π
√
π)
)

= −e0
(
2
√
π(−1) +

√
π0

)
= 2

√
π
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Exemplo 5 – Avaliando a Função no Ponto

f (
√
π,

√
π) = ex

2−y2 cos(xy)

= e
√
π
2−

√
π
2
cos

(√
π
√
π
)

= e0 cos (π)

= −1
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Exemplo 5 – Aproximação Linear

L(x, y) = f (a, b) + fx(a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b)

= f
(√

π,
√
π
)
+ fx

(√
π,

√
π
) (

x −
√
π
)
+ fy

(√
π,

√
π
) (

y −
√
π
)

= −1− 2
√
π
(
x −

√
π
)
+ 2

√
π
(
y −

√
π
)

= −1− 2
√
πx + 2π + 2

√
πy − 2π

= 2
√
π(y − x)− 1
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Exemplo 5 – Avaliando a estimativa para f (3, 2)

L(2, 1) = 2
√
π(1− 2)− 1 = −2

√
π − 1
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Exemplo 5 – Comparando com o valor exato

Com uma calculadora podemos avaliar

L(2, 1) ≈ −4.54490770181

f (2, 1) = e3 cos(2) ≈ −8.35853265094

Os pontos estão muito longe para que a aproximação linear seja adequada
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Lista Mínima

Cálculo Vol. 2 do Thomas 12a ed. – Seção 14.6

1. Estudar o texto da seção
2. Resolver os exercícios: 25-30

Atenção: A prova é baseada no livro, não nas apresentações
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