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Extremos Absolutos em Regides Fechadas e Limitadas
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Regiao Fechada e Limitada

Fechada Contém todos os pontos de fronteira

Limitada Esta dentro de um circulo centrado na origem
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Func¢ao Continua

Uma funcéo continua em uma regido fechada e limitada
possui um maximo e um minimo absolutos (globais)
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Encontrando os Extremos Absolutos

Encontrando os extremos absolutos de uma funcéo f
em uma regido fechada e limitada R

1. Encontrar os pontos criticos de f no interior de R
2. Encontrar os pontos onde f pode ter maximos ou minimos na fronteira de R
3. Calcular o valor de f nos pontos encontrados

4. Verificar os valores maximo e minimo que f assume
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Exemplos
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Encontre os valores maximo e minimo absolutos de
flx,y)=2+2x+2y —x" — y*

na regiao triangular limitada pelasretas x =0, y=0e y=9 — x
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Exemplo 1 — Pontos criticos interiores

0
ﬁc(x,y):a(2+2x+2y—x2—y2) =2—2x

0
fy(x,y):a—y(2+2x+2y—x2—yz) =2-2y

flx,y) =0 fy(x,y) =0
2—2x=0 2-2y=0

O ponto (1, 1) esta no interior da regido R
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Exemplo 1 — Valor da funcédo

f(1,1) = (2+2x + 2y — 22 — )

=2+2+2—-1—-1=4
(1,1
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Exemplo 1 — Pontos na fronteira

Vamos tratar cada segmento da fronteira separadamente

1. y=0 0<x<9
2. x=0 0<y<9
3. y=9—x 0<x<9
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Exemplo 1 — Primeiro segmento

Segmento: y=0,0<x <9

Funcédo de uma variavel, x, no intervalo fechado 0 < x <9

gx) =f(x,0) = (2+2x+2y—x*—y)| =2+2x—x
y=0
Pontos criticos de g no interior do intervalo [0, 9]
gx) = a (2 + 2x — xz) gx)=0
dx
2—2x=0

=2 —2x
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Exemplo 1 — Valores da funcao

Ponto critico e extremos do intervalo x =0, x=1e x=9
Pontos no plano (0,0), (1,0), (9,0)

Valores da funcao

f(0,0)=g(0)=(2+2x—x%) | =2

f(1,0)=g(1) = (2+2x—x") | =3

f(9,0)=g(9)=(2+2x—x*)| =2+2x9-9"=—61

9
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Exemplo 1 — Segundo segmento

Segmento x =0, 0 <y <9

Funcdo de uma variavel, y, no intervalo fechado 0 < y <9

h(y) =f(0,y) = 2+2x+2y—x"—y")| =2+2y—y
x=0
Pontos criticos de & no interior do intervalo [0, 9]
/ d 2 1% —
H(y)=—(2+2y-y) (y)=0
dy
2—2y=0

=2-2y
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Exemplo 1 — Valores da funcao

Ponto critico e extremos do intervalo y =0, y=0e y=9
Pontos no plano (0,0), (0,1), (0,9)

Valores da funcao

f(0,0) =2  ja calculado

=3
1

£0,1) = h(1) = (2+ 2y — ¥*)

=24+2x9—9"=—61
9

£(0,9) = h(9) = (2+ 2y — ¥*)
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Exemplo 1 — Terceiro segmento

Segmento y=9—-x, 0<x<9
Funcao de uma variavel, x, no intervalo fechado 0 < y <9
p(x) = f(x,9 — x)
=2+2x+2(9—x)—x*—(9—x)°
=24+ 18 — 81+ 2x — 2x + 18x — x* — x*

= —61 + 18x — 2x*
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Exemplo 1 — Terceiro segmento

Pontos criticos de p no interior do intervalo [0, 9]

p(x) = d% (—61 + 18x — 2x%) pP(x)=0
18— 4y 18 —4x =0
9—2x=0

2x =

[NCREN-RE ]
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Exemplo 1 - Solugédo

9
Ponto critico e extremos do intervalo x =0, x= - e x =9
Para encontrar os pontos no plano usamos a relagio y = 9 — x
Quando x=0, y=9—-0=9
Quand 2 9 2
uando x = —, =9 — — = —
2 Y 2

Quando x =9, y=9—-9=0

17/31



1(33) = ()

= (—61+ 18x — 2x%)

Ja calculados

£(0,9) = —61 o’

_ 9 9\?
£(9,0) = —61 :—61+18§—2<5)
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Exemplo 1 - Solugédo

Méximo absoluto de f em R é 4 e ocorre no ponto (1,1)

Minimo absoluto de f em R é —61 e ocorre nos pontos (9,0) e (0,9)
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Exemplo 2

Encontre os maximos e minimos absolutos da fun¢do

floy) =% +2y" —x
na regiao

¥+ <1
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Exemplo 2 — Pontos criticos interiores

fx(X,J/)Z%(xz—l-Zyz—x) —2x—1

0
filx,y) = I (x2 + 29 —x) =4y

felx,y) =0 £(x,y) =
_1 p—
x-2 y

1
O ponto (5, 0) esta no interior da regido R
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Exemplo 2 — Valor da funcédo
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Exemplo 2 — Fronteira

Escrevemos a fronteira

x2+y2:1

Parte de cima

yi(x) = V1—x? —1<x<1

Parte de baixo

yo(x) = —vV1 — x? —1<x<1
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Exemplo 2 — Fronteira

Na parte de cima da fronteira Na parte de baixo da fronteira
gi(x) = f(x, 11(x)) 8:(x) = f (x,32(x))
:(x2+2y2—x) :(x2+2y2—x)
y=vi=% y=—VI=
:x2+2<m>2—x :xz—i—Z(—M)z—x
=x*+2(1—x*) —x =x*+2(1—-x*) —x
=x*+2-2x"—x =x*+2-2x"—x

=2—x—x =2—x—x" = g(x)
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Exemplo 2 — Candidatos a maximos e minimos na fronteira

Quando x = —1

Quando x =1
n1)= Vi—1z2=o0
1) =—V1-12=0
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Exemplo 2 — Pontos criticos no interior

d
g;(x):a(Z—x—xz):—l—Zx
/ 2 2
o G E) G A
wli— ) =yi-5) »ni5)="\1-(+
{9y — 2 2 2 2
4 4
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Exemplo 2 - Solucédo

Avaliando a funcédo nos pontos

=14+0—(—-1)=2
(_170)

f(=1,0) = (x2 +2y* — x)

—140—-1=0
(1,0)

f(1,0) = (x2 +2y° — x)
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Exemplo 2 - Solucédo

(-+
_ly8.E 0
4 4
() merroal, ()



Exemplo 2 - Solucédo

- 9
Maéaximo absoluto de f na regido é 4 © ocorre nos pontos
1 V3 13
_— —_— e _ —
27 2 27 2

. o, 1 1
Minimo absoluto de f na regido é —7 € ocorre no ponto 2 0
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Lista Minima
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Lista Minima

Calculo Vol. 2 do Thomas 12% ed. — Secédo 14.7

1. Estudar o texto da secdo

2. Resolver os exercicios: 31, 34, 37, 38

Atencao: A prova é baseada no livro, ndo nas apresentacdes
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