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Recapitulando
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Recapitulando

Sequéncias numéricas

o0
(ak)k:1 ay, dz, ds, ...

Séries numeéricas

Zak:a1+a2+a3+~~+ak+-~
k=1

Somas parciais
n
Sn = E G=a+a+a+---+a,
k=1
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Série com Termos Nao-Negativos
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Série com Termos Nao-Negativos

Caso particular de sériesonde a, >0 Vn

Uma série

(o @]
E a, com a, >0
n=1

é convergente se, e somente se, sua sequéncia de somas parciais, S,,
¢ uma sequéncia limitada superiormente.
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Teste da Integral
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Teste da Integral

» Trocamos o problema de verificar se uma série converge para o de verificar se
uma integral converge

o0

Za,, converge? por / f(x)dx converge?
1

n=1

» O valor da integral nao é uma boa aproximacéo para a soma da série

i [ penax
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Diferenca Entre a Integral e a Série

1,0

0,5
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Teste da Integral

Seja (a,) uma sequéncia tal que

1. seus termos sao positivos, a, > 0

2. a, = f(n)

3. f é continua, positiva e decrescente para todo x > N

o
Entéo, a série Z a, converge
n=N
o0
se, e somente se, a integral / f(x)dx converge
N
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[lustracdo do Teste da Integral - 1

N-1 N N+1 N+3 N+5 N+7

[e'e) o
A série é “maior” do que a integral / f(x)dx < Z a,
N
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[lustracdo do Teste da Integral — 2

N-1 N N+1 N+3 N+5 N+7
> 0
A série é “menor” do que a integral E a < ay-+ / f(x)dx
N
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Comparacdo entre a Série e a Integral

Temos portanto as relacoes

/oof(x)dx < iak < aN—i-/oof(x)dx
N k=N

N
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Lembrando como Calcular uma Integral Improépria

[ sae = [ s x—&&&(“
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Série p ou p-série

onde p é uma constante real

Nao confundir com a série geométrica

Zar” = at+ar+tar+ar+art+---
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Série Harmonica (p = 1)

Série Harmonica é um caso particular da série p com p = 1

i1_1+1+1+1+1+
~n 1 2 3 4 5

. . . . 1
Essa série passa no teste da divergéncia pois a, = — — 0
n

mas mesmo assim diverge
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Somas Parciais da Série Harmonica

S, = 144 =3
c 2 2

1 1 1 1 3 1 4
54:SZ+7+7>52+7+7:7+7:7

3 4 4 4 22 2
5—5+1+1+1+1>S+1+1+1+1>4+1—5
ST M T s T 7T tTe g 8 8 2 2 2
S —S+1+1+1+1+1+1+1+1>S+8>5+1—6
7 B T9 9011 12 713 14 15 ' 16 57 16 2 2 2
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Somas Parciais da Série Harmonica

Considerando os termos n = 2* da sequéncia de somas parciais
observamos que

2+ k
S =

portanto S, — 0o e a série harmdnica diverge
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Aplicando o Teste da Integral para p # 1

Observamos que

1

=~ =f(n) para  flx)=—

n? xP
Para x € [1,00) a fungdo f(x) é descrescente, continua e positiva,
pelo Teste da Integral, temos
o0
1 1
Z — converge & — dx converge
p 1 xP

n
n=1
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Calculando a Integral

0o 1 b
/ — dx = lim x Pdx
1

xP b—oo J;
b
1

T ip bliglo <b1_p_ 1)

. [ x'7P
= lim
b—o0 1— p

A convergéncia de blim b'~?  depende do valor de p
—00
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Convergéncia

Sep>1
1—-p<o0 lim b'? =0
b—o0
Sep<1
1—p>0 lim b'? diverge

b—00

20/39



Convergéncia da Série p

A série-p

oo

1 _ 4 1 1 1 1 1
IF— +§+§+4—p+§+§+"'
n=

converge para p > 1 e diverge caso contrario
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Use o teste da integral para determinar se a série

[e.o]

1

nZ
n=1

converge ou diverge

Certifique-se de que as condi¢des do teste da integral sejam satisfeitas
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1
Podemos aplicar o teste da integral pois a fungéo f(x) = —
X

€ positiva, continua e decrescente para x > 1

ool ' bl
/1 —zdx:hm —zdx

X b~>oolx

Como a integral converge a série também converge
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Note que

(e o]

1 7
;;5' = -E;- ~ 1’(3114L€) 7é 1
n=1

O célculo da soma da série esta na Secdo 9.6 — Problema de Basileia
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Estimativa de Erro

25/39



Convergéncia da Série p

Nao temos uma férmula para a soma da série
Podemos usar as somas parciais para aproximar a soma

Quantos termos precisamos?
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k=1
n x
e ar + E aj
k=1 k=n+1
=3S5,+ R,

R, é o resto da série, isso é, o que faltou ser calculado

o0

Rn: Z Ay

k=n+1
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Estimativa de Erro

Se uma série é convergente pelo teste da integral podemos estimar o resto
Ry = app1 + Gnia + Gnys + dppa + -+

comparando a area dos retangulos com a da integral temos

R, > f(x)dx
n+1

Rng/noof(x)dx
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Limitantes para o resto no teste da integral

(o]
Se a série E ax

k=1

converge segundo o teste da integral, entdo o resto satisfaz

Tfmde < R < /Oof(x)dx

n+1
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Exemplos
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Exemplo - 2

Use o teste da integral para determinar se a série converge ou diverge.
Certifique-se de que as condi¢oes do teste da integral sejam satisfeitas.

> n
Zn2+4

n=1
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Exemplo - 2

A fungéo f(x) =

x
¢ positiva e continua para x > 1
x2+4
Para verificar que ela é decrescente, calculamos sua derivada
Flx) 1(x* +4) — x(2x) 4 — x*
)C = =
(xz +4)2 (xz _|_4)2

f'(x) < 0, e portanto f é decrescente, para todo x > 2

Precisamos de um N inteiro a partir do qual f seja decrescente

Escolhemos N =3
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Exemplo - 2

Podemos, agora, aplicar o teste da integral

x
Primeiro calculamos a primitiva de f(x) = —; T3 usando substituicéo
x

u=x*+14 e du = 2xdx

F(x):/ Y = [ L du

x2 44 2u

11 +C
=—-lnu
2

1
:§ln(xz—|—4)+C
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Exemplo - 2

Calculando a integral impropria temos

< x by
/ . dx = lim dx

b

= lim [F(x)]

b—o0

3

_1 b
= lim 2 In (x2 + 4)}

b—o0

3

= &0

r 2 o 2
— lim In(b*+4)—1In(3 +4)]

b—o0 2

Como a integral diverge a série também diverge
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Exemplo - 3

Sabemos que a série

[e.o]

1

n2
n=1

converge, pois é uma série p, com p = 2

Descubra n tal que o resto R, da aproximagao S, seja menor que 0,01
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Exemplo - 3

Sabemos que o Teste da Integral pode ser aplicado, pois
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Exemplo - 3

Para garantir que R, < 0,01 impomos que

1
— < 0,01
n

isolando n obtemos n > 100

A aproximacdo Sy tem um erro menor do que 0,01
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Lista Minima
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Lista Minima

Estudar as Secdo 6.4 da Apostila

Exercicios: 3, 7a, 8, 9, 10

Atencao: A prova é baseada no livro, ndo nas apresentacdes
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