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Prefacio

Esta apostila nasce diretamente da minha pratica como professor ao longo de mais
de duas décadas em sala de aula, das inquietacoes que surgiram durante esse periodo
ensinando matematica para varias geracoes de estudantes do ensino basico. Em
muitos momentos, percebi que os estudantes sao naturalmente curiosos quando a
matematica faz sentido para a vida do aluno e quando vai além do cédlculo mecanico,
quando ela responde a perguntas do tipo qual € a melhor opcao?, qual caminho é
mais curto?, como gastar menos tempo ou recurso?. No entanto, essas perguntas
raramente aparecem de forma estruturada no ensino basico. A otimizacao, apesar
de estar presente em diversos conteiidos tradicionais, costuma aparecer de maneira
fragmentada ou excessivamente técnica. Esta apostila é uma tentativa de organizar
essas ideias.

O desenvolvimento deste material também esta ligado ao meu percurso académico,
em especial durante o Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional —
PROFMAT. La tive contato com ferramentas que conversam diretamente com essas
situacoes. Entre elas, a programacao dinamica se destacou por permitir resolver
problemas de otimizagao de modo mais simples, eficiente e baseado em comparacgao
de estratégias. Percebi ali uma oportunidade de aproximar a matemaética da realidade
dos estudantes.

A apostila foi pensada para ser utilizada no ensino médio, por professores que desejam
apresentar algo diferente dos livros tradicionais. Trata-se de um convite para olhar
contetudos conhecidos como fungoes, sequéncias, maximos e minimos, grafos, caminho
minimo e programagcao dinamica sobre uma nova perspectiva, a da tomada de decisoes
6timas. O leitor encontrara aqui uma abordagem gradual, acessivel e conceitualmente
solida, pensada para aproximar a matematica da realidade dos estudantes do ensino
médio e da pratica docente.

O professor que abrir esta apostila nao precisa de formacao prévia, basta dominar
os conteudos basicos da matematica escolar e ter curiosidade para explora-los de



uma forma diferente. O estudante, por sua vez, precisa apenas do que ja é esperado
no ensino médio, como fungoes, operagoes algébricas e interpretacao de tabelas e
graficos, com esse dominio da matematica basica, o estudante tera facilidade em
compreender funcoes recursivas, grafos, caminho minimo e programagcao dinamica,
conteudos que na maioria das vezes nao sao abordados no ensino médio, ou tém uma
abordagem superficial. A partir dai, ambos irdo aprender a enxergar problemas sob
a Otica da eficiéncia, da comparacao de alternativas e da construcao de estratégias,
habilidades cada vez mais valorizadas dentro e fora da escola.

Ao longo da apostila, o leitor aprendera o que significa otimizar uma situacao, como
identificar variaveis importantes, como modelar problemas reais de forma matematica
e como usar ideias simples, como recursividade e decomposicao em etapas, para
resolver problemas do Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM que aparentemente
sao complexos. Tudo isso feito com exemplos simples, linguagem acessivel e na
medida do possivel, com situagoes concretas.

A programacao dinamica é especialmente fascinante porque nos ensina a pensar
melhor. Ela nao se limita a encontrar respostas, mas a justificar escolhas. Ensina
que nem sempre existe apenas uma solugao correta, mas que algumas solugoes sao
melhores do que outras dependendo do critério adotado. Esse tipo de raciocinio
desenvolve autonomia, senso critico e capacidade de argumentacao, competéncias
centrais da educagao matematica.

Espero que esta apostila sirva como uma ferramenta de apoio ao professor, como
inspiracao para novas praticas em sala de aula e como um convite ao estudante
para enxergar a matematica como algo vivo, util e intelectualmente estimulante.
Mais do que apresentar técnicas, esta apostila propoe uma mudanca de olhar para a
matematica, como uma ciéncia de escolhas bem feitas.
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Introducao

Fazer escolhas faz parte da vida de qualquer pessoa, e a Matematica, por meio de
seus métodos, pode ser utilizada para tornar esse processo de tomada de decisao
mais objetivo e, acima de tudo, mais assertivo. A compreensao de conceitos ma-
tematicos, associada a capacidade de interpretar situacgoes, elaborar estratégias e
tomar decisoes fundamentadas, constitui elemento essencial da formacao cientifica e
cidada. Nesse contexto, a Matematica desempenha papel central na formacao dos
estudantes da educacao basica, tanto por sua ampla aplicacao na sociedade quanto
por sua contribuicao ao desenvolvimento do raciocinio légico, critico e investigativo.
Essa perspectiva, que reconhece a Matematica como instrumento para a leitura, a
compreensao e a transformacao da realidade, encontra respaldo explicito na Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), que destaca:

“O conhecimento matematico é necessario para todos os alunos da educa-
¢cao basica, seja por sua grande aplicagao na sociedade contemporanea,
seja pelas suas potencialidades na formacao de cidadaos criticos, cientes
de suas responsabilidades sociais.” (BRASIL, 2018, p. 265)

E a partir desse entendimento que a presente apostila foi concebida. A obra tem
como finalidade introduzir e desenvolver, de forma gradual, conceitual e estruturada,
os fundamentos da programacao dinamica, compreendida nao apenas como um
método algoritmico, mas como uma estratégia matematica de resolucao de problemas
baseada na recursividade, na decomposicao em etapas e na busca por solugoes 6timas.
Ao adotar essa abordagem, a apostila procura ampliar o repertério matematico
tradicionalmente explorado no ensino médio, aproximando-o de temas da Matematica
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Discreta e da Pesquisa Operacional, sem perder o rigor conceitual nem a acessibilidade
pedagogica.

Nessa perspectiva, a proposta pedagégica adotada dialoga diretamente com as
orientagoes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), ao valorizar a resolugao
de problemas, a investigacao de padroes, o uso articulado de diferentes registros
de representacao matematica e a construcao de argumentos. Esses aspectos sao
explorados ao longo da apostila por meio do estudo de sequéncias, funcoes, grafos e
problemas de otimizacgao, favorecendo o desenvolvimento do raciocinio matematico e
da autonomia intelectual do estudante.

A obra também enfatiza a importancia de metodologias centradas na elaboracao de
estratégias, na argumentacao e na analise critica de situacoes-problema, bem como
na articulacao entre o conteiido matematico escolar e os contextos da vida cotidiana,
encontrando respaldo nos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCNs), que afirmam:

“O ensino de Matematica sera eficiente quando as metodologias abordadas
priorizarem a elaboracao de estratégias pelo educando, favorecendo a
argumentacao, a criatividade e a capacidade de questionar e analisar as

mais diversas situagoes.” (BRASIL, 1997)

No que se refere aos conhecimentos prévios necessarios, a apostila pressupoe apenas
conteudos matematicos basicos do ensino fundamental e médio, tais como opera-
¢oes com numeros reais, nogoes elementares de funcoes, sequéncias numéricas e
interpretacao de graficos e tabelas. Nao se exige conhecimento prévio em grafos,
caminho minimo, sequéncia de Collatz ou programacao dinamica, uma vez que esses
conceitos sao introduzidos a partir de ideias matematicas familiares, desenvolvidas
com progressao conceitual cuidadosamente planejada.

Considerando esse perfil, a obra foi planejada prioritariamente para estudantes
dos anos finais do Ensino Médio, podendo também ser utilizada em cursos de
Licenciatura em Matematica ou em disciplinas introdutérias de Matematica Discreta.
Sua estrutura permite flexibilidade didatica, possibilitando ao professor conduzir o
curso de forma sequencial ou selecionar capitulos conforme os objetivos pedagdgicos
e o contexto educacional.

No ambito da pratica docente, recomenda-se que a conducao das aulas privilegie
a discussao coletiva de estratégias, a comparacao entre diferentes solugoes e a
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Introducao 3

valorizacao do processo de raciocinio do estudante. Os exercicios propostos ao
final de cada capitulo foram elaborados com o intuito de promover a reflexao, a
consolidacgao conceitual e o desenvolvimento da autonomia intelectual, em consonancia
com as orientagoes curriculares vigentes. Nesse contexto, sugere-se também a criacao
de grupos de estudo e o uso de laboratérios, quando disponiveis, como forma de
enriquecer o processo de aprendizagem e estimular a interagao entre os estudantes.

No contexto desta apostila, o termo otimizacao refere-se a busca pela melhor solugao
possivel dentro de um conjunto de alternativas, envolvendo problemas nos quais se
procura maximizar ou minimizar valores segundo critérios previamente estabelecidos,
como menor custo, maior eficiéncia ou melhor desempenho. A Pesquisa Operacional,
area a qual a programagao dinamica esta diretamente associada, estd ligada a nossa
vida cotidiana e utiliza modelos matematicos para apoiar a tomada de decisoes e a
analise de situagoes em diferentes niveis. Ao enfatizar a escolha da melhor solucao
possivel entre um conjunto finito ou enumeravel de alternativas, fundamentada em
recursividade, analise de estados e decomposicao em etapas, esta obra diferencia-se da
abordagem tradicional frequentemente encontrada em livros didaticos, que costuma
associar a otimizacao quase exclusivamente ao uso de derivadas.

A organizacao da apostila em nove capitulos, tendo esta Introducao como Capi-
tulo 1, reflete uma construgao progressiva do conhecimento, na qual cada capitulo
desempenha um papel especifico na consolidacao dos conceitos que fundamentam a
programagcao dinamica.

No Capitulo 2, sao introduzidas as fungoes recursivas por meio do estudo de sequéncias
classicas, como progressoes aritméticas e geométricas, fatorial, Fibonacci e a sequéncia
de Collatz, possibilitando ao leitor compreender a ideia de processos definidos em
etapas e dependentes de estados anteriores.

Em seguida, no Capitulo 3, o estudo de maximos e minimos amplia essa perspectiva
ao investigar o comportamento de fungoes e sequéncias, incluindo a analise do valor
maximo da sequéncia de Collatz. Nesse capitulo, os problemas sao explorados por
meio de abordagens algébrica e grafica, favorecendo uma melhor visualizagao dos
resultados e introduzindo, de forma gradual, a nocao de otimizagao.

Posteriormente, no Capitulo 4, sao apresentadas as noc¢oes basicas de grafos, suas
areas de aplicacao e um breve resgate histérico do primeiro estudo de que se tem
noticia de teoria dos grafos. Nesse mesmo capitulo, sao abordados também problemas
de caminho minimo, acompanhados de algumas aplicacoes. Tanto no estudo de grafos
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Introducao 4

quanto no de caminhos minimos, destaca-se o carater abstrato dessas estruturas e
sua capacidade de modelar situacoes reais por meio de redes, nas quais a escolha do
caminho mais curto assume papel central.

Esses contetidos convergem, entao, no Capitulo 5, para o estudo formal da progra-
macao dinamica, no qual a decomposicao em subproblemas, a analise de estados e o
Principio da Otimalidade de Bellman sao sistematizados.

No Capitulo 6, apresenta-se o Problema da Mochila, um dos exemplos classicos
de aplicacado da Programacgao Dinamica, explorando sua formula¢ao, modelagem
matematica e resolucao por meio da decomposicao em subproblemas.

Na sequéncia, o Capitulo 7 dedica-se ao Problema da Mochila com Repeticao,
destacando as diferencas em relacao ao problema classico e mostrando como a
possibilidade de selecionar um mesmo item diversas vezes modifica a formulacao
recursiva e o processo de construcao da solucao otima.

O Capitulo 8 apresenta o Problema de Reposicao, aplicacao da Programacao Dinamica
voltada ao planejamento da substituicao de equipamentos. Nesse contexto, discutem-
se os critérios envolvidos na tomada de decisao e a determinagao de politicas 6timas
que minimizam os custos ao longo de um horizonte de planejamento.

Por fim, o Capitulo 9 retine as Consideragoes Finais, retomando os principais
conceitos desenvolvidos ao longo da apostila e destacando como a integracao entre
recursao, otimizacao, grafos e programacao dinamica contribui para uma compreensao
mais ampla da resolucao de problemas. Apds esse capitulo, sao apresentadas as
resolugoes dos exercicios propostos e, ao final, as referéncias bibliograficas utilizadas
na elaboracao do material.

Ao articular contetidos matematicos tradicionais com métodos contemporaneos de
resolucao de problemas, esta obra busca contribuir para uma formagao matematica
mais integrada, critica e significativa, reafirmando o papel da Matematica como
ferramenta essencial para a andlise, a modelagem e a resolucao de problemas em
diferentes contextos educacionais.
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2.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos as func¢oes recursivas, um tipo especial de fun¢ao capaz de
construir-se a si mesma. Esse tipo de funcao estabelece uma relacao entre um termo e
outros termos anteriores, permitindo que uma sequéncia inteira seja definida a partir
de poucas informacoes iniciais. Embora essa ideia pareca complexa inicialmente,
veremos que ela aparece em diversas situagoes matematicas ja conhecidas e estudadas
no Ensino Médio.

Para desenvolver essa compreensao, comecaremos analisando duas sequéncias bastante
familiares: a progressao aritmética e geométrica, observando como ambas podem
ser descritas por regras recursivas. Em seguida, estudaremos o fatorial, uma funcao
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fundamental tanto na Combinatéria quanto em outras areas da Matematica, e
veremos como sua definicdo é naturalmente expressa de forma recursiva.

Avancando um pouco mais, encontraremos duas sequéncias famosas que ilustram de
maneira elegante o poder da recursividade: a sequéncia de Fibonacci, conhecida em
diversas aplicacoes dentro e fora da Matematica, e a intrigante sequéncia de Collatz,
cuja simplicidade esconde um problema ainda em aberto no mundo académico.

Para complementar o estudo, apresentaremos também uma breve historia das fungoes
recursivas, mostrando como essa ideia aparece ao longo do desenvolvimento da
Matematica, e finalizaremos com uma sec¢ao de exercicios, que permitird ao leitor
testar seus conhecimentos e aprofundar o entendimento dos conceitos abordados.

Ao concluir este capitulo, o leitor percebera que a recursividade nao é apenas uma,
forma diferente de definir funcoes, mas um modo poderoso de pensar, capaz de revelar
estruturas, simplificar problemas e conectar ideias matematicas que, a primeira vista,
poderiam parecer distantes.

2.2 Definicao

A ideia de funcao recursiva esta ligada a forma como certos problemas podem ser
resolvidos a partir de versdes menores de si mesmos, ou seja, as fungoes recursivas sao
baseadas na ideia de dividir para conquistar. Dizemos que uma funcao é recursiva
quando um objeto é descrito usando valores anteriores ja conhecidos, sempre partindo
de uma situacgao inicial bem definida.

DEFINICAO 2.1: FUNCAO RECURSIVA

Uma funcao recursiva é, de modo geral, uma funcao que pode ser definida em
termos de si mesma e que obedece a regras finitas de construcao.

Para uma melhor compreensao do conceito de recursao, observe a Figura 2.1. Nela,
dois espelhos estao posicionados de forma que um reflita a imagem do outro, criando
uma sequéncia de repeticoes dentro da mesma figura. Esse processo continuo de
repeticao representa a ideia de recursao infinita.
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Funcoes Recursivas 7

Uma funcao recursiva é aquela que chama a si
mesma durante sua execucao, dentro da funcao
vocé tem a propria funcao, sempre avancando
em direcao a um caso inicial, chamado de caso
base, que interrompe o processo. Essa forma de
resolver problemas é especialmente 1til quando
se trabalha com estruturas organizadas em niveis,
como arvores, listas e redes de caminhos.

Para que uma funcao recursiva funcione correta-
mente, dois elementos sao essenciais:

Caso base E a condicao de parada. Sem ele, a

funcao entrari iclo infinito.
unc¢ao entraria em um ciclo infinito Figira 2:1: Bapeliolinfnitol[l]

Passo recursivo E a chamada da prépria funcao,
mas com uma entrada menor ou mais sim-
ples.

No Ensino Médio, muitas vezes trabalhamos com fungoes recursivas sem perceber,
pois elas aparecem com nomes diferentes e inseridas em diversos contetidos da
matematica. Um exemplo classico é o fatorial, em que um nimero é definido a
partir do produto dele com o fatorial do nimero anterior, repetindo a mesma ideia
até chegar a um valor inicial bem simples. Outro exemplo bastante conhecido é
a sequéncia de Fibonacci, na qual cada termo é obtido pela soma dos dois termos
anteriores, mostrando claramente a ideia de repeticao e dependéncia de valores ja
calculados. As progressoes também podem ser compreendidas de forma recursiva,
pois cada termo pode ser definido a partir do termo anterior, somando uma razao no
caso da progressao aritmética ou multiplicando por uma razao no caso da progressao
geométrica. Dessa forma, mesmo sem utilizar formalmente o nome “funcao recursiva”,
o estudante do Ensino Médio ja entra em contato com esse tipo de raciocinio ao
estudar diferentes topicos da matematica, desenvolvendo a capacidade de perceber
padroes, relagoes e processos que se repetem de maneira organizada.

Vamos agora resolver alguns exemplos de funcoes recursivas com o objetivo de reforcar
e consolidar os conceitos apresentados até o momento e tornar mais clara a ideia de
como um problema pode ser definido e resolvido a partir de casos mais simples, que
se repetem de forma organizada até alcancar a solugao final.

No Ensino Médio, trabalhamos com diversos contetidos nos quais é possivel apresentar
aos estudantes o conceito de funcao recursiva. A seguir, serdo apresentadas algumas
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Funcoes Recursivas 8

secoes com aplicagoes das fungoes recursivas em contetudos que fazem parte do
curriculo desse nivel de ensino.

2.3 Progressao Aritmética

Uma sequéncia de niimeros reais em que a diferenga entre um termo qualquer (a
partir do segundo) e o termo antecedente é sempre a mesma (constante) é chamada
de progressao aritmética (P.A.). Essa constante é chamada de razao da progressao
aritmética. Essa caracteristica corresponde exatamente a ideia de recursividade.

DEFINICAO 2.2: PROGRESSAO ARITMETICA

Chama-se progressao aritmética (P.A.) uma sequéncia dada pela seguinte for-
mula de recorréncia:

ay = a,

ap=an_1+7, Nn=273,4,...

Nessa forma de apresentagao:

¢ aj representa o termo inicial da sequéncia, também chamado de caso base;

& a, = a,_1+ r é 0 passo recursivo, pois cada termo depende do anterior.

Chamaremos essa escrita, que utiliza a notacao a,, de relagao de recorréncia, pois
ela explicita como os termos da sequéncia se relacionam entre si.

Nesta apostila, por uma questao de conveniéncia e para manter a coeréncia com outros
conteudos que envolvem recursao, utilizaremos uma notacao alternativa, escrevendo
a progressao aritmética como uma fung¢ao recursiva:

DEFINICAO 2.3: PROGRESSAO ARITMETICA COMO FUNCAO RECURSIVA
Em sua forma recursiva, uma progressao aritmética pode ser definida por:

a, n=1,

A(n) =
An—1)+r, n=23,4,...
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Funcoes Recursivas 9

Nessa nova notagao, A(n) representa explicitamente uma fungao definida de forma
recursiva, na qual o valor da funcao em n depende do valor da funcao em n — 1.

E importante destacar que nao hé qualquer diferenca mateméatica entre as expressoes
a, e A(n). Ambas descrevem a mesma progressao aritmética e produzem exatamente
os mesmos termos. Trata-se apenas de uma mudanca de notagao, cujo objetivo ¢é
enfatizar o carater funcional e recursivo da definicao, facilitando a conexao com o
estudo de fungoes recursivas e algoritmos.

No ensino médio, é muito comum trabalhar com a forma explicita da progressao
aritmética:

ap =a;+ (n—1)r

na qual o termo a, ¢é calculado diretamente, sem depender dos termos anteriores.

Essa forma explicita pode ser obtida a partir da relacao de recorréncia apresentada
anteriormente, por meio da observacao do padrao de crescimento constante da
progressao. Assim, a progressao aritmética admite duas descrigoes complementares:
uma recursiva, que evidencia a dependéncia entre termos consecutivos, e outra
explicita, que permite o calculo direto de qualquer termo.

Portanto, a progressao aritmética nao é exclusivamente uma funcao recursiva. No
entanto, interpreta-la dessa maneira é extremamente 1til do ponto de vista didatico,
pois permite introduzir de forma natural a ideia de recursao, ao mesmo tempo em
que prepara o estudante para conteidos mais avancados.

As fungoes recursivas podem ser calculadas de duas formas diferentes, chamadas
aqui de forma progressiva e forma regressiva.

Na forma progressiva, o calculo comega a partir dos valores iniciais da funcao e
avanga passo a passo para os termos seguintes. Ou seja, conhecendo o primeiro
termo (ou os primeiros termos), usamos a regra recursiva para construir os proximos
valores, um apés o outro. E comum utilizarmos essa forma quando queremos listar
os termos de uma sequéncia em ordem crescente, como acontece em progressoes
aritméticas, progressoes geométricas ou na sequéncia de Fibonacci. A ideia central é
ir para frente, somando ou multiplicando conforme a regra da funcao.

Ja na forma regressiva, o raciocinio acontece no sentido contrario. Parte-se de um
termo mais avancado da funcao e, usando a relacao recursiva, retorna-se aos termos

= 4 A >
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anteriores, até alcancar o valor inicial conhecido. Nessa abordagem, a funcao é
“desmontada” passo a passo, reduzindo o indice até chegar ao caso inicial. Esse tipo
de calculo é comum quando se deseja entender de onde vem um valor especifico ou
quando a proépria definicao da funcao depende diretamente do termo anterior, como
ocorre no fatorial.

Em resumo, a forma progressiva constréi a funcao do inicio para o fim, enquanto a
forma regressiva reconstroi a funcao do fim para o inicio. Ambas utilizam a mesma,
regra recursiva; independentemente de resolvermos a funcao recursiva de forma
progressiva ou regressiva, o resultado serd o mesmo, pois a tnica coisa que muda ¢
apenas o sentido do célculo.

EXEMPLO 2.3.1: Dada a funcao recursiva

2, n=1

A(n) =
An—1)+3, n=23.4,...

Vamos determinar os cinco primeiros termos da sequéncia e verificar se é uma
progressao aritmeética.

De forma progressiva, vamos gerar os cinco primeiros termos da sequéncia.

A1) =2
A(2)=A(1)+3=2+3=
ABB)=A(2)+3=5+3=
A(4)=A@B)+3=8+3=11
A(B)=AM4)+3=11+3=14

A sequéncia resultante é
(2,5,8,11,14,...)
que é uma progressao aritmética de razao 3.

EXEMPLO 2.3.2: Vamos calcular A(5) da P.A. (Defini¢ao 2.3) de primeiro
termo a = 3 e razao r = 5, de forma regressiva.
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Vamos resolver de forma regressiva

=

=
||

A

5—1)+5
)+5
4—-1)+5+5
3) + 10
3—1)+5+10
2) +15
2—-1)+54+15
+ 20

VS
W

~~

~~

~~

I
N

I

5@0
i BN
ro —
(e}

Portanto, A(5) = 23

2.4 Progressao Geomeétrica

Uma sequéncia de niimeros reais nao nulos em que o quociente entre um termo
qualquer (a partir do segundo) e o termo antecedente é sempre o mesmo (constante)
é chamada de progressao geométrica (P.G.). Essa constante é chamada razao da
progressao geométrica e ¢ indicada por q.

DEFINIGAO 2.4: PROGRESSAO GEOMETRICA

Chama-se progressao geométrica (P.G.) uma sequéncia dada pela seguinte
formula de recorréncia:

g1 =9,
9n =Gn-1-q¢, n=2,3,4,...

Nessa definicao

& g1 € o termo inicial (caso base);

O Gn = Gn_1+q € O Passo recursivo.
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Uma progressao geométrica (P.G.) pode ser descrita como uma fungado recursiva,
embora, assim como a progressao aritmética, ela também possa ser apresentada na
forma recursiva.

DEFINICAO 2.5: PROGRESSAO GEOMETRICA COMO FUNGAO RECURSIVA

Em sua forma recursiva, uma progressao geométrica pode ser definida por:

=1
Gn—1)-q, n=23,4,...

Convém destacar que as expressoes g, e G(n) sdo matematicamente equivalentes, pois
ambas descrevem a mesma progressao geométrica e produzem os mesmos termos. A
adocao da notacao funcional tem apenas finalidade didatica e conceitual, enfatizando
o carater recursivo da sequéncia e sua relacao com funcoes recursivas e procedimentos
algoritmicos.

No ensino médio, é mais comum utilizar a forma explicita da progressao geométrica:

que permite calcular qualquer termo diretamente, sem precisar conhecer os anteriores.

EXEMPLO 2.4.1: Vamos calcular de forma progressiva G(5) da P.G. (Defini-
¢ao 2.5) de primeiro termo g = 2 e razao q = 3.

Primeiro substituimos os valores dados na funcao recursiva

ni=11
G(n—1)-3; n=2234,...

Agora avaliamos de forma progressiva

G(1) =2
G(2)=G(1)-3=2-3=6
GB)=G(2)-3=6-3=18
G(4) =G(3)-3=18-3 =54
G(5) = G(4) -3 =54-3 = 162
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Portanto, G(5) = 162

EXEMPLO 2.4.2: Vamos calcular de forma regressiva G(5) da P.G. (Defini-
¢ao 2.5), de primeiro termo g = 2 e razao q = 3.

Vamos resolver de forma regressiva.

G()=G(5—1)-3
—G(4)-3
=G@4-1)-3-3
=G(3)-9
=GB-1)-3-9
—G(2)-27
—G(2-1)-8-27
— G(1) - 81
=281
= 162

Portanto, G(5) = 162

2.5  Fatorial

O fatorial de um ntmero possui diversas aplicagoes praticas, especialmente em
situacoes que envolvem analise combinatoria, permutacoes, combinagoes, binémio
de Newton e no estudo de probabilidade. O fatorial tem aplicacoes em areas como
informatica, estatistica, fisica e engenharia, sempre que hé necessidade de contar
possibilidades ou analisar arranjos possiveis de elementos. Além disso tudo, o fatorial
simplifica as formulas de arranjo e permutacao, entre outras.

DEFINICAO 2.6: FATORIAL

Seja n um nimero natural, definimos o fatorial de n (indicado por n!) através
das relagoes:

Hnl=n-n—1)-(n—2)-...-3-2-1 para n=2,3,4...
[I) Sen=1, 11 =1.

|l
A
>
v



Funcoes Recursivas 14

[1I) Sen=20, 0! =1.

O conceito de fatorial fornece um exemplo tipico de funcao definida de maneira
recursiva. Para um numero natural n, o fatorial n! é tradicionalmente definido
como o produto de todos os inteiros positivos menores ou iguais a n. Em notacao

matematica:
nl=n-(n—1)-(n—-2)-...-1
=n-(n—1) n=1223,...
Essa reescrita n! =n - (n —1)! paran =1,2,3, ..., introduz uma forma recursiva

para o fatorial, pois o valor da funcdo em n é expresso em termos do valor da
propria funcao em n — 1. Entretanto, para que a definicao seja completa, é necessario
especificar um valor inicial que nao dependa da mesma relacao. Esse valor recebe o
nome de caso base, que iremos estabelecer como sendo 0! = 1.

Combinando o caso base com a defini¢ao de fatorial, obtém-se uma definicao completa
da funcao recursiva:

DEFINICAO 2.7: FATORIAL COMO FUNCAO RECURSIVA

Em sua forma recursiva, o fatorial pode ser definido por:

1, n =0,

= fln) = n-fln—1), n=1,23,...

Na formula é evidente os dois elementos presentes na definicao de funcoes recursivas,
a regra que relaciona o valor atual ao valor anterior da funcao e um caso base que
assegura o término do processo.

A notagao f(n) é utilizada apenas como uma forma alternativa de representar o
fatorial n!. Ambas possuem exatamente o mesmo significado matematico e conduzem
aos mesmos resultados. A escrita na forma f(n) destaca mais claramente o mecanismo
recursivo envolvido na definicao do fatorial.

EXEMPLO 2.5.1: Dada a fungao fatorial (Definigao 2.7), calcular 5! = f(5).
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Vamos resolver de dois modos diferentes: forma regressiva e progressiva.

Primeiro modo de resolucao: forma regressiva.

f6)=5-f(6-1)

=5-f(4)
fl4-1)
- f(3)

S
W W W W W w w

=120

Portanto, 5! = f(5) = 120

Segundo modo de resolugao: Forma progressiva.

f)=1
f@=2-f2-1)=2-f(1)=2-1=2
f3)=3-f(3-1)=3-f(2)=3-2=6
FA) =4-f4-1)=4-f3)=4-6=24
F5)=5-f(5-1)=5-f(4)=5-24=120

Portanto, f(5) = 120

2.6 Sequéncia de Fibonacci

Leonardo Fibonacci foi um matematico italiano do século XIII. Sua obra mais
importante é o Liber Abaci (Livro de Calculo) de 1202 [2]. E nesse livro que é
proposto o problema dos coelhos, que aparece com frequéncia em livros de matematica
escolar. O problema é enunciado no livro da seguinte maneira:
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“Imagine que um par de coelhos é colocado em uma area fechada. Os
coelhos sao capazes de se reproduzir a partir da idade de um meés, pro-
duzindo um par de filhotes (um macho e uma fémea) todos os meses a
partir entao. Suponha que nenhum coelho morre e que todos os filhotes
se tornam férteis a partir do primeiro més de vida.”

Vamos modelar o numero de pares de coelhos presentes em cada geracao ao longo
do tempo. Inicialmente, um par de coelhos é colocado em uma area cercada; esse
instante sera denominado més 1. Assim, no més 1, é introduzido na area um casal
jovem de coelhos. Dessa forma, a primeira geragao é composta por 1 par de coelhos.
No meés 2, esse casal atinge a maturidade, mas ainda nao se reproduziu, de modo
que a segunda geracao continua apresentando 1 par de coelhos. No més 3, o casal
ja maduro se reproduz pela primeira vez, dando origem a um novo par de coelhos.
Assim, a terceira geracao passa a ter 2 pares de coelhos. No més 4, o casal inicial
volta a se reproduzir, enquanto o casal mais jovem ainda nao é fértil, resultando em
3 pares de coelhos, esse processo se repete indefinidamente.

18
o
a@““@a

aaa& 33

68160685 T

Figura 2.2: Sequéncia de Fibonacci [3]

[a—y

[—y

[

3

Obtemos, assim, a sequéncia numeérica a seguir, famosa pelo nome de sequéncia de
Fibonacci @,

(1,1,2,3,5,8,13,21,...)

Se somarmos os primeiros termos da sequéncia de Fibonacci, percebemos um padrao
curioso. A sequéncia de Fibonacci é formada a partir de uma regra simples: cada
termo ¢ obtido pela soma dos dois termos anteriores. Por exemplo, a soma dos dois
primeiros termos é 1 + 1 = 2; o total 2 é o terceiro termo da sequéncia de Fibonacci;
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a soma do segundo com o terceiro termo é 1 + 2 = 3; o total 3 é o quarto termo da
sequéncia; a soma do terceiro termo da sequéncia com o quarto termo é 2 4+ 3 = 5,
onde 5 é o quinto termo da sequéncia de Fibonacci; e assim por diante.

Esse procedimento com os termos da sequéncia de Fibonacci pode ser representado
matematicamente por meio de uma expressao conhecida como relagao de recorréncia.

Fn+2 = Fn—|—1 + Fn (Tl 2 0), com F1 = 1, F2 =1

Essa relacao pode ser compreendida intuitivamente observando a prépria regra da
sequéncia. Como cada termo é a soma dos dois anteriores, os valores “se acumulam”
de maneira organizada, fazendo com que a soma cres¢a quase no mesmo ritmo que os
proprios termos da sequéncia. Por isso, ao somar varios termos iniciais, o resultado
acaba sendo praticamente um termo futuro da sequéncia, diferindo apenas por uma,
unidade. Essa sequéncia se tornou muito conhecida por aparecer em diferentes
areas, como matematica, natureza, arte, arquitetura e informatica. No ensino médio,
Fibonacci é geralmente lembrado principalmente por essa sequéncia, que ajuda a
introduzir a ideia de recursividade, mostrando como um termo pode ser definido a

partir de valores anteriores.

DEFINICAO 2.8: SEQUENCIA DE FIBONACCI

A sequéncia de Fibonaccl é uma sucessao infinita de niimeros inteiros em que
cada termo, a partir do terceiro, é a soma dos dois nimeros imediatamente
anteriores.

0, n =0,
L . 1)
Fn—1)4+F(n—-2), n=23,4,...

F(n) =

EXEMPLO 2.6.1: Dada a sequéncia de Fibonacci em sua forma recursiva, (2.1),
Vamos calcular F(5) de forma progressiva.

Escrevendo a regra de Fibonacci usando a notacao de fungao recursiva

0, n =0,
F(n) =11, n=1

Fin—1)+F(n-2), n=23,4,...
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Resolveremos de forma progressiva.

F(0)=0
F(1)=1
F(2) = F(1)+ F(0) =1
F(3)=F(2)+ F(1) =2
F4)=F@B3)+F(2) =3
F(5)=F(A4)+F(3)=5

Portanto, o quinto nimero da sequéncia de Fibonacci € 5.

EXEMPLO 2.6.2: Dada a sequéncia de Fibonacci em sua forma recursiva, (2.1),
vamos calcular F'(5) de forma regressiva.

Resolveremos de forma regressiva

F(5)=F

5—1)+ F(5—2)

(
(4) + £3)
A-1)+FA4-2)+F(B3—1)+F(3—2)
(
(

3)+ F(2)+ F(2)+ F(1)

3—1)+FB-2)+F2—-1)+
+F2-2)+F2-1)+F(2-2)+F(1)

2)+ F(1)+ F(1)+ F(0)+ F(1)+ F(0) + F(1)

2-1)+F2-2)+FQ1)+ F(1)+ F(0)+ F(1)+ F(0) + F(1)

(H)+ FO)+ F(1)+ FQ1)+ F(0)+ F1) + F(0)+ F(1)

+04+14+1404+1+0+1

Il | I
SIS B B>

F
F
F
1
o

Portanto, o quinto nimero da sequéncia de Fibonacci é coincidentemente 5.

Podemos reescrever a regra de Fibonacci generalizando os valores iniciais. Cada
escolha de condicao inicial produz uma sequéncia distinta.
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DEFINIGAO 2.9: SEQUENCIA DE FIBONACCI

A sequéncia de Fibonacci generalizada é definida pela funcéo recursiva

a, n =20,
F(n)=1b, n=1 (2.2)
Fn—1)+F(n—-2), n=23,4,...

onde a,b € R sao as condigoes iniciais.

Essa abordagem generalizada permite interpretar a sequéncia classica de Fibonacci
como um caso particular dessa definicao geral, obtido ao se escolher a =0e b = 1.
Outras escolhas para a e b conduzem a sequéncias que preservam a mesma, estrutura
recursiva, mas apresentam comportamentos distintos.

A seguir, faremos alguns exemplos explorando condigoes iniciais positivas e negativas
na definigdo generalizada da recorréncia de Fibonacci (2.2). Resolveremos esses
exemplos de forma progressiva, deixando para o estudante a resolucao de forma
regressiva.

EXEMPLO 2.6.3: Condigoes iniciais positivas distintas.
Considere a fungao recursiva com condicoes iniciais a = 2 e b = 3. Vamos
determinar seus primeiros termos.

Escrevendo a funcao recursiva

2, n =0,
Fn) = {3, e
Fn—1)+F(n-2), n=23,4,...

Resolvendo de forma progressiva.

F(0) =2

F(1)=3
F2)=F(1)+F(0)=3+2=
F3)=F@2) +F(1)=5+3=
F(4)=F@3)+F(2)=8+5=13
Fh)=F4)+F(3)=13+8=21
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Obtemos a sequéncia

(2,3,5,8,13,21,...)

Observa-se que a estrutura recursiva é a mesma da classica sequéncia de Fibonacci,
mas os valores iniciais alteram toda a sequéncia, que cresce mais rapidamente desde
0s primeiros termos.

EXEMPLO 2.6.4: Condicao inicial negativa.
Considere a fung¢ao recursiva com condigoes iniciais a = —1 e b = 1. Vamos
determinar seus primeiros termos.

Escrevendo a fungao recursiva

-1, n =10,
F(n) =41, n=1
Fn—1)+F(n-2), n=23,4,...

Resolvendo de forma progressiva.

F(0) = —1

F(1)=1

F(2)=F(1)+ F(0)=—1+1=
FB)=F((2)+F(1)=0+1=
FA)=F@3)+F(@2)=140=
FB)=FA) +F@3)=1+1=
F(6)=F()+F(4)=2+1=3

Obtemos a sequéncia

(-1,1,0,1,1,2,3,...)

Apesar do termo inicial negativo, a sequéncia passa a coincidir com a sequéncia
classica de Fibonacci a partir de certo indice.

EXEMPLO 2.6.5: Condigoes iniciais negativas.
Considere a funcao recursiva com condigoes iniciais a = —2 e b = —1. Vamos
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determinar seus primeiros termos.

Escrevendo a funcao recursiva

-2, n =0,
F(n) =1{-1, pl=11
Fn—-1)4+Fn-2), n=23,4,...

Resolvendo a funcao recursiva de forma progressiva ou regressiva, obtemos a
seguinte sequéncia

ol Ly g Lol le iyl Ehy

Nesse caso, todos os termos permanecem negativos e o médulo dos valores cresce a
medida que n aumenta.

EXEMPLO 2.6.6: Sinais opostos.
Considere a funcao recursiva com condicoes iniciais a = 1 e b = —1. Vamos
determinar seus primeiros termos.

Escrevendo a funcao recursiva

n/ =10
=11

Fn—-1)4+Fn-2), n=23.4,...

Resolvendo a fungao recursiva de forma progressiva ou regressiva, obtemos a
seguinte sequéncia.

(1, =100 =11 =2=3, 1)

Aqui, a sequéncia apresenta alternancia de sinais nos primeiros termos e comporta-
mento distinto da sequéncia classica.
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2.7 Sequéncia de Collatz

Collatz definiu uma sequéncia numérica que pode ser construida como exemplo de
funcao recursiva. A sequéncia é gerada por um algoritmo matematico que se resume a,
uma regra simples: escolhe-se qualquer niimero inteiro positivo e aplique os seguintes
procedimentos. Se o nimero for par, divide-o por 2; caso seja impar, multiplica-o por
3 e adiciona-se 1. Cada escolha da condicao inicial a produz uma sequéncia diferente.

Acredita-se que a Sequéncia de Collatz, independente do numero natural positivo
escolhido como inicio, sempre alcanca o valor 1 apés um nimero finito de etapas. A
partir desse ponto, a sequéncia entra em um ciclo fixo bem conhecido:

(1,4,2,1, para sempre)

Para ilustrar, consideremos o niimero inicial 6. Como 6 é par, dividimos por dois,
obtendo 3. O niimero 3 é impar, entao calculamos 3 -3 + 1 = 10. Como 10 é par,
dividimos por dois, obtendo 5. Repetindo esse procedimento sucessivamente, obtemos
a sequeéncia

(6,3,10,5,16,8,4,2,1).

Mesmo comecando com valores bem maiores, o comportamento observado ¢ o mesmo:
apos subir e descer por varios valores intermediarios, a sequéncia termina em 1.

DEFINIGAO 2.10: SEQUENCIA DE COLLATZ

Uma sequéncia de Collatz é gerada pela funcao recursiva

a, n=1
C(n) = C(n2—1)7 C'(n —1) par (2.3)
3C(n—1)+1, C(n—1) impar

a € a condicao inicial e deve ser um numero inteiro igual ou maior do que 1.

EXEMPLO 2.7.1: Considere a sequéncia de Collatz definida recursivamente por
(2.3) com condigao inicial C(1) = 7. Construa a sequéncia até alcancar o valor
1 e determine o nimero de passos necessarios.
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7, n=1
—JC(n—-1
C(n) = (n2 ), C(n —1) par
3C(n—1)+1, C(n—1) impar,

O termo inicial é C(1) = 7 que é impar. Assim,

C@2)=3C(1) +1=38-7T+1=22.

Como 22 é par,
Como 11 ¢é impar,
Como 34 ¢é par,
Como 17 é impar,
Como 52 ¢ par,
Como 26 é par,
Como 13 é impar,
Como 40 é par,
Como 20 é par,
Como 10 é par,
Como 5 é impar,
Como 16 ¢ par,
Como 8 é par,
Como 4 ¢é par,

Como 2 é par,

c@) 22

o@="2=2-n
C(4) =30(3)+1=3-11+1 =34
o) 34
o) =L =T =17
C(6) =3C(5) + 1 =317+ 1= 52
) 52
om =2 =2 =26
oM %
oEy=2L =2 =13
C(9)=3C(8) +1=3-13+1 = 40
cao = C0 =2 _ o
0(11):0(210):220:10
C(12) 20(211) -5 =5

can =D s
cas) =D -2y
cas) = 0 =2 -
can =92,

Assim, a sequéncia atinge o valor 1 apds 16 passos.
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EXEMPLO 2.7.2: Considere a sequéncia de Collatz definida recursivamente com
condigao inicial C'(1) = 4. Descreva o comportamento da sequéncia e identifique
se ha crescimento antes da convergéncia.

Como 4 ¢é par,

c(1) 4
Como 2 ¢é par,
c@2) 2
EiEmaR, REwE wae

A sequéncia atinge rapidamente o valor 1, sem apresentar crescimento inter-
mediario. Esse exemplo mostra que, para certos valores iniciais, o processo é
simples e curto.

Conjectura de Collatz

Entre os diversos problemas matematicos que
surgem a partir da observagao de padroes sim-
ples, poucos sao tao intrigantes quanto a Con-
jectura de Collatz 7, proposta em 1937 pelo
matematico aleméao Lothar Collatz. A primeira
vista, trata-se apenas de um jogo com nime-
ros inteiros positivos, baseado em uma regra
elementar. No entanto, por tras dessa simplici-
dade aparente, esconde-se um comportamento
extremamente complexo, que permanece sem

demonstragao geral até hoje, desafiando mate-
maticos do mundo inteiro. Lothar Collatz

O ponto de partida é um nimero natural positivo qualquer. A partir dele,
constroi-se uma sequéncia aplicando repetidamente a seguinte regra: se o
numero for par, divide-se por dois; se for impar, multiplica-se por trés e soma-se
um. Esse procedimento é entao repetido indefinidamente, sempre utilizando o
resultado anterior como nova entrada do processo. Ao chegar ao nimero 1, a
sequéncia entra num ciclo fixo

(1,4,2,1, para sempre).
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O aspecto mais surpreendente dessa conjectura é o contraste entre a simplicidade
da regra e a dificuldade de sua andlise tedrica. Apesar de milhoes de testes
computacionais confirmarem o comportamento esperado para nimeros extrema-
mente grandes, ainda nao se conhece uma demonstracao matematica geral que
garanta que o processo sempre converge para 1. No ano de 2020, com o auxilio
de computadores, a conjectura foi testada para todos os niimeros naturais de 1
até 2. Todos convergiram para o ciclo fixo (1,4,2,1, para sempre). Isso nao
prova a conjectura, pois a tnica coisa que podemos afirmar é que ela funciona

até esse nimero, porém, pode existir algum nimero natural maior que 2

que
faga a sequéncia crescer indefinidamente ou entrar em um ciclo diferente do ja

conhecido.

Essa situacao destaca uma diferenca fundamental entre duas ideias importantes
em Matematica: verificar e provar. Verificar consiste em testar muitos casos
particulares, enquanto provar significa demonstrar que uma afirmacao ¢é valida
para todos os casos possiveis, inclusive aqueles que jamais poderemos testar
individualmente. A Conjectura de Collatz ja foi amplamente verificada, mas
ainda nao foi provada.

Além disso, a conjectura permite discutir ideias centrais da Matematica contem-
poranea, como a imprevisibilidade de sistemas simples, o papel dos computadores
na investigacao matematica e os limites do conhecimento atual. Mesmo sem
uma prova formal, ela mostra ao estudante que a Matematica nao é uma ciéncia,
fechada e definitiva, mas um campo vivo, repleto de perguntas em aberto.

A Conjectura de Collatz é um excelente exemplo de como regras elementares
podem gerar estruturas ricas e complexas, servindo tanto como objeto de
estudo matematico quanto como ferramenta didatica para o desenvolvimento
do raciocinio logico e algoritmico.

2.8 Uma Breve Historia das Funcoes Recursivas

Um dos primeiros exemplos de raciocinio recursivo aparece na Grécia Antiga, nos
Elementos de Euclides, escritos por volta de 330-320 a.C. Esse método, conhecido
como algoritmo de Euclides, foi criado para calcular o Maximo Divisor Comum
(MDC) de dois nimeros naturais. Nesse método, o problema é resolvido repetindo
um mesmo procedimento, no qual a cada passo os niimeros envolvidos diminuem,
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até que chegue a um caso simples que pode ser resolvido diretamente. Essa ideia de
reduzir o problema original a versoes menores é a esséncia da recursao.

Séculos depois, mais precisamente no século XIII, o matematico italiano Leonardo de
Pisa, conhecido como Fibonacci, apresentou uma sequéncia numérica em que cada
termo é obtido a partir da soma dos dois termos anteriores. Essa sequéncia, hoje
chamada de sequéncia de Fibonacci, tornou-se um dos exemplos mais conhecidos
de funcao definida de forma recursiva e ajuda a ilustrar como regras simples podem
gerar padroes complexos.

No final do século XIX, a recursao passou a ocupar um papel ainda mais importante
nos estudos sobre os fundamentos da matematica. Giuseppe Peano propds um
conjunto de axiomas, conhecidos hoje como os cinco axiomas de Peano, que descrevem
a construcao dos niimeros naturais, nos quais cada nimero ¢é definido a partir do
anterior. Essa abordagem mostrou que a recursao nao é apenas uma técnica de
calculo, mas uma forma natural de organizar conceitos matematicos. A recursao estd
fortemente relacionada ao quinto desses axiomas, o da inducao matematica, que no
ensino médio ¢ estudado, por exemplo, em demonstracoes envolvendo progressoes
aritméticas e progressoes geométricas.

No século XX, com o avanco da légica matematica e da fundamentacgao da matematica
moderna, a funcao recursiva surge a partir do esforco dos matematicos em formalizar
o conceito intuitivo de “procedimento efetivo” ou “método mecanico” de calculo.
Pesquisadores como Kurt Goédel, Alonzo Church, Stephen Kleene e Alan Turing
demonstraram que muitos processos matematicos podem ser descritos por funcoes
recursivas. Esses estudos deram origem aos fundamentos da ciéncia da computacao,
ao mostrar como problemas podem ser resolvidos por meio de procedimentos bem
definidos e repetitivos.

A teoria das fungoes recursivas, assim consolidada, fornece a base para o estudo formal
da computabilidade, servindo como elo entre logica, teoria dos niimeros e ciéncia
da computacao. Ela permite distinguir funcées que podem ser calculadas por um
procedimento finito das que nao o podem, e suas ideias permeiam toda a matematica
contemporanea, desde algoritmos até a teoria da complexidade computacional.

Assim, a histéria das fung¢oes recursivas revela como uma ideia simples e intuitiva
atravessou séculos de evolucao cientifica, tornando-se um dos conceitos fundamentais
tanto da matematica quanto da computagao moderna.
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2.9 Exercicios

27

1) [resp| Dada a progressao aritmética escrita na
forma de func¢ao recursiva

2 n=1
A — )
(n) {A(n—1)+3, n=1234,...

Vamos determinar o quinto termos da progressao
aritmética.

2) [resp] Dada a fungdo recursiva

3,
Gln) = {G(n 1.2

n=1
n=234,....

Determine o quinto termo da progressao
geométrica.

3) [resp| Dada a sequéncia de Collatz definida
recursivamente por

20, n=>0
C(n) = 0(712_1), C(n —1) par
3C(n—1)+1, C(n—1) impar

Determine os termos da sequéncia até o primeiro
aparecimento do valor 1.

4) [resp| (ENEM-2020) Um atleta realiza um

treinamento em que, no primeiro dia, corre 2 km.

A cada dia seguinte, ele aumenta a distancia
percorrida em 500 metros.

Quantos quildmetros esse atleta correra no
quinto dia de treinamento?

a) 3km
b) 3,5km
c) 4km
d) 4,5km
e) bkm

5) [resp] (ENEM-2018) O consumo mensal de
energia elétrica de uma residéncia foi de 200

kWh no primeiro més. Nos meses seguintes, o
consumo aumentou sempre em 10 kWh em
relacao ao més anterior.

Qual foi o consumo no quarto més?

a) 210kWh
b) 220kW h
¢) 230kW h
d) 240kW h
e) 250kW h

6) [resp] (ENEM-2017) Um estudante fez uma
aplicagao financeira depositando um valor inicial
de R$1000,00. A cada més, o valor aplicado
rende 1% de juros sobre o saldo do més anterior.
Desconsiderando novos depésitos, qual sera o
saldo apods dois meses?

a) R$1010,00
b) R$1020,10
R$ 1020,00

c)
d) R$1030,10
e) R$1040,00

7) [resp] (ENEM-2012) Uma sequéncia numérica
é definida da seguinte forma: o primeiro termo é
igual a 1 e cada termo seguinte é obtido
somando-se ao termo anterior o nimero par
seguinte. Assim, os primeiros termos da
sequéncia sao: 1,3,7,13,...

Qual é o valor do quinto termo dessa sequéncia?

8) [resp] (ENEM-2013) Uma colonia de bactérias
dobra de tamanho a cada hora. Inicialmente, ha
uma bactéria nessa colonia.

Qual sera o nimero de bactérias presentes apos 5
horas?
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3.1 Introducao

A identificacdo de valores extremos constitui uma das ideias centrais da Matematica,
estando presente em problemas que envolvem otimizacgao, analise de comportamento
e tomada de decisoes. Determinar quando uma quantidade atinge seu maior ou menor
valor possivel permite compreender limites, tendéncias e estruturas subjacentes a
diversos fendmenos matematicos e aplicacoes praticas. Nesse contexto, o estudo
de maximos e minimos oferece ferramentas fundamentais para a modelagem e
interpretacao de situacgoes tanto abstratas quanto concretas.

Neste capitulo, iniciamos com a discussao conceitual de maximos e minimos, esta-
belecendo defini¢oes e interpretagoes graficas que servirao de base para os topicos
seguintes. Em seguida, analisamos a parabola, cuja forma geométrica e expressao
algébrica permitem identificar, de maneira clara, o ponto em que ocorre o valor
maximo ou minimo da func¢ao, conhecido como vértice. Esse caso desempenha papel
essencial na compreensao inicial dos extremos em fungoes polinomiais.
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Posteriormente, ampliamos o estudo para a fungao cubica, que apresenta um com-
portamento mais complexo e possibilita a ocorréncia de maximos e minimos locais.
A analise desse tipo de funcgao contribui para uma compreensao mais profunda da
variacao das fungoes e da coexisténcia de diferentes comportamentos em intervalos
distintos do dominio.

Por fim, o capitulo aborda o valor maximo da sequéncia de Collatz, introduzindo a
nocao de maximo em um contexto nao continuo e recursivo. Esse estudo evidencia que
a ideia de valor extremo nao se restringe a funcoes classicas, mas também aparece
em sequéncias definidas por regras simples, embora apresentem comportamento
altamente nao trivial.

Ao longo do capitulo, busca-se evidenciar a unidade conceitual entre os diferen-
tes temas apresentados, mostrando que a nocao de maximo e minimo atravessa
distintas estruturas matematicas. Ao final, espera-se que o leitor reconheca esses
conceitos como ferramentas fundamentais para a analise e compreensao de problemas
matematicos em diferentes contextos.

3.2 Problemas de Otimizacao

Problemas de otimizacao sao situagoes em que desejamos encontrar a maneira 6tima

(melhor solugao) de fazer alguma coisa dentre varias alternativas. A “melhor solugao”

pode significar:
< 0 menor custo,
< o maior lucro,
< 0 menor tempo,

< a maior eficiéncia.

Ou seja, qualquer valor que queremos maximizar ou minimizar.

Sao problemas de otimizacao:
¢ Qual o caminho de menor distancia entre a cidade de Chapada Gatcha e a
cidade de Belo Horizonte em um mapa?

& Qual a rota de menor custo para um caminhao visitar todos os clientes e
retornar ao depésito?
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¢ Qual é a quantidade de cada produto que deve ser fabricada para maximizar o
lucro da empresa, respeitando limite de maquinas e materiais?

& Qual é o menor custo para transportar mercadorias de varios centros de
distribuicao até os clientes?

Todos os problemas acima podem ser resolvidos encontrando os valores maximo e
minimo de uma func¢ao. Logo, vamos entender um pouco mais sobre valores maximo

e minimo.

y AN
f(z)

WV

AN

Figura 3.1: Maximos e minimos de uma funcao.

Observe na Figura 3.1, que o ponto mais baixo no grafico da funcao f é o ponto
(2,1), e o ponto mais alto é (5,4). Ou seja, o menor valor de f é quando x = 2 e
f(z) =1 f(2) =1 e o maior valor de f é quando x =5 e f(x) =4 f(5) = 4. Assim,

temos que f(2) =1 é o minimo global de f e f(5) =4 é o maximo global de f.

DEFINICAO 3.1: MAXIMO E MiNIMO GLOBAL

Seja f uma fungao real e seja ¢ um ponto em seu dominio. Entdo f(c) é o

& valor maximo global da funcao f se f(z) < f(¢) para todo x do dominio.

& valor minimo global da fungao f se f(z) > f(c) para todo x do dominio.
Absoluto é sindénimo de global, as vezes chamamos de maximo e minimo absoluto
Analisando agora a figura abaixo, podemos observar o grafico de uma funcao f com
maximo global em d e minimo global em a. Se considerarmos apenas o intervalo
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(a,c) do gréfico, o maior valor da fungao f serd em b, entdo f(b) é o maior valor da
funcao f nesse intervalo e é chamado de valor maximo local de f. Da mesma forma,
no intervalo (b, d) o menor valor da func¢ao f serd em c, entao f(c) é chamado de
valor minimo local de f

AN

S\

2\ 2

Figura 3.2: Maximos e minimos locais de uma funcao.

DEFINICAO 3.2: MAXIMO E MiNIMO LOCAL

O ntmero f(c) e um

< valor maximo local da fungao f se f(z) < f(¢) quando x estd proximo de
c.

< valor minimo local da fungao f se f(x) > f(c) quando x estd proximo de
c.

EXEMPLO 3.2.1: Seja a funcdo f: R — R dada por f(z) = 4 — 2%. Vamos
encontrar o seu maximo global.

A fungdo f: R — R dada por f(z) = 4 — 2 tem como vértice o ponto f(0) = 4,
que é seu maximo global: para x # 0 temos

flx) =4-2* < 4= f(0).

Para uma comprovagao visual observe o grafico abaixo:
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N

AN

EXEMPLO 3.2.2: Seja a fungao f: [0, + oo[— R dada por f(z) = y/z. Vamos
encontrar o seu minimo global.

A funcao f: [0,4 oo[— R dada por f(x) = /= tem como minimo global o ponto
f(0) = 0. De fato, para x # 0 temos

f(0)=0<Vz=f(z)
Para uma comprovagao visual observe o grafico abaixo.

Y AN

AN
N

|l
A
>
v



Méaximos e Minimos 33

3.3 Maximos e Minimos da Parabola

As parabolas constituem uma das curvas mais estudadas da Matematica. Elas
aparecem em diversas situagoes reais: o arco de uma bola chutada, a trajetoria de
um jato d’agua em uma fonte, o espelho parabédlico de uma antena, e até na forma
de pontes e refletores de som. Matematicamente, surgem como o grafico de uma
funcao polinomial de segundo grau.

Ny M

SN

T |

Figura 3.3: Ponte Juscelino Kubitschek [4]

DEFINICAO 3.3: FUNCAO QUADRATICA

Uma funcao quadratica é toda fungao f: R — R da forma
f(z) = ax® + bz +c

coma, b, c € Reaz#0. O grafico dessa funcao é uma parabola.

O nimero a ¢ responsavel pela abertura e pela concavidade da parabola; o coeficiente
b influencia a posicao do vértice no eixo x, e o ¢ desloca o grafico verticalmente.

TEOREMA 3.4: VERTICE DA PARABOLA

O vértice da parabola y = ax® + bz + ¢ tem coordenadas

o
v 2a’  4da

e sua concavidade ¢é voltada para cima se a > 0 e para baixo se a < 0.
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Observacao: O valor de x que fornece o maximo ou minimo da parabola é

b

xv —_ — .
2a

Esse ponto ¢ chamado vértice. O valor correspondente f(x,) é o valor maximo (se
a < 0) ou minimo (se a > 0). Esse é o ponto mais “alto” ou mais “baixo” do grafico.

Antes de ver exemplos, vale lembrar que podemos interpretar o coeficiente a como o
“ritmo de crescimento” da pardbola: quanto maior |a|, mais estreita ela é.

EXEMPLO 3.3.1: (Vértice em um ntmero inteiro).
Vamos determinar o ponto de maximo ou minimo da funcao

f(n)=n®>—6n+8
para n € A, onde A é o conjunto formado pelos seguintes niimeros inteiros
—2,-1,0,1,2,3,4,5,6.

Como o coeficiente a = 1 > 0, essa parabola tem um ponto de minimo. Logo,
queremos determinar:

min f(n)

A funcao é
f(n)=n*—6n+38

Vamos construir uma tabela e escolher alguns valores inteiros para x.

f(=2)=(-2%-6-(-2)+8=4+12+8=24
f(-1)=(-1)*-6-(-1)+8=1+6+8=15
f(0)=0*-6-0+8=0—-0+8=38
f1)=12—6-1+8=1-6+8=3
f 2_6.24+48=4—-12+8=0

-3+8=9-184+8= -1
44+8=16—-24+8=0
9 +8=25-30+8=3
64+8=36—-36+8=28
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Analisando a tabela

n -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
fn) 24 15 9 3 0 -1 0 3 8

Analisando a tabela acima, temos que o menor valor de f(n) é —1, que ocorre
quando n = 3.

Depois de montar e analisar a tabela concluimos que

min f(n) = —1
min f(n)
\\ Y AN
AN f(n)=n?—-6n+8
\. 25.
\
\
N 20 1
\
\
AN
.\ 15' //
N\ /
\\ //
}Q" 7
L N /o/
5 \\\ ///
L N o
¢ : e+ o : 5
-2 -1 1 2 g 4 5 6
2 r

EXEMPLO 3.3.2: (Vértice entre dois niimeros inteiros).
Vamos determinar o ponto de maximo ou minimo da funcao

f(n) =n*—"Tn+10
para n € B, onde B é o conjunto formado pelos seguintes niimeros inteiros:
—-2,-1,0,1,2,3,4,5,6.

Como o coeficiente a = 1 > 0, essa parabola tem ponto de minimo. Logo,
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queremos determinar:

min f(n)

neB

Vamos calcular f(n) para n € B.

f(=2)=(-2*-7-(-2)+10=4+14+10=28

f(-1)=(-1)*-7-(-1)+10=1+8+10=19
f(0)=0*=7-0+10=0-+0+10=10
f)=12-7-1410=1-7+10=4
f(2)=22-7-2+10=4-14+10=0
B =34 =713 F10/=9/= 21 +10=-2
f(4)=42—7-44+10=16—-28+10= -2
F(5)=54—=T-510=25=35-F10=10
f(6)=62—7-6+10=236—42+410=4

Organizando os resultados obtidos em uma tabela, temos:

n -2 -1 012 3 4 5 6
fn) 28 19 10 4 0 -2 -2 0 4

Analisando a tabela acima, temos que o menor valor de f(n) é 0, que ocorre
quando n = 2 e n = 5. Temos também que o maior valor de f(n) é 28 que

acontece quando n = —2. Concluimos entao que:
min f(n) =0
ey ) =28
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\h Yy AN
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\ 25-
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Se estivéssemos trabalhando no conjunto dos ntimeros reais, a fungao f(n) teria
um valor de minimo que nesse caso poderia ser encontrado de duas maneiras
diferentes.

Primeira maneira: Através do eixo de simetria que é perpendicular ao eixo x e
que passa pelo vértice no ponto médio entre 3 e 4, ou seja,

Ty = 3,9
Assim, fazendo n = 3,5 encontramos o ,:
f(35)=352—-7-35+10=12,25 —24,5+10 = —2,25
Logo, y, = —2,25

Segunda maneira: Utilizando a féormula do vy, que é apresentada aos estudantes
no primeiro ano do Ensino Médio. Assim:

Na fungao real f(n) =n?—Tn+10 temos a = 1, b = —7 e ¢ = 10. Substituindo
na férmula

A

yv:_@

temos que y, = —2,25

min f(n) = —2,25

neB
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ExeEmMpPLO 3.3.3: (Vértice com coordenada nao inteira).
Vamos determinar o ponto de maximo ou minimo da funcao

f(n) =n?® —7,4n + 10

para n € C, onde C' é o conjunto de ntmeros inteiros compreendidos entre
—1 e 7.

Como a =1 > 0, essa parabola tem minimo. Logo, queremos determinar:

min f(n)

Vamos construir uma tabela e escolhermos alguns valores inteiros para x.

)
f(0)=(0*-74-0+10=0-0+10= 10
f)=12—-74-1410=1-74+10=136
f2)=2-74-2+10=4—-148+10=—0,8
f(3)=32—-74-34+10=9-222+10=—32
f(4)=4"-74-44+10=16—-296+10=—36
F(5) =54 Td 5110 =125=—37 10=-+2
f(6)=6—74-64+10=36—444+10=1,6
f(N=7"-74-7T+10=49-51.84+10=72

Organizando os resultados obtidos em uma tabela, temos:

n -1 0 1 p 3 4 5 6 7
f(n) 184 10 36 —08 —32 —36 -2 1,6 7,2

Analisando a tabela acima, temos que o menor valor de f(n) é —3,6, que ocorre
quando n = 3, e o maior valor de f(n) é 18,4 quando n = —1. Concluimos
entao que:

min f(n)=-3,6

max f(n) = 18,4

neC

Analisando o gréafico abaixo, fica facil ver o ponto maximo e minimo da funcao
inteira no intervalo desejado.
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No conjunto dos niimeros reais, ao contrario do exemplo 3.3 nao ¢é facil a
localizagao do eixo de simetria tornando a localizacao do x, por meio do ponto
médio impossivel, nesse caso, vamos localizar o ponto de maximo da funcao
f(n) em R utilizando a formula do y,.

Na fun¢do f(n) =n?—7,4-n+10 temos que a = 1, b = —7,4 e ¢ = 10. Assim:

__A
Yy = 1
N _b2 — 4ac
il 4a
I (7,4)2—4-1-10
il 4
= —3,69

Portanto, no conjunto dos nimeros rais, a fungdo f(n) possui apenas o ponto
minimo f(n) = —3,69.

min f(n) =—3,69
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3.4 Maximos e Minimos da Funcao Cubica

Funcgoes cubicas aparecem em contextos onde ha variacao de crescimento e decres-
cimento, ou seja, quando a curva “sobe e desce”. Elas permitem estudar situacoes
mais ricas do que as parabolas, ja que podem ter até dois pontos criticos (méaximo e
minimo locais).

DEFINICAO 3.5: FUNCAO CUBICA

Uma funcao cibica ¢é toda fungao polinomial do tipo

f(z) = az® + bx* + cx 4 d,a # 0.

EXEMPLO 3.4.1: Vamos determinar o maximo local e minimo local da funcao
f(n) =n®—6n%49n + 2

para n € A, onde A é o conjunto dos niimeros inteiros compreendidos entre
0 e 4.

Queremos determinar o minimo e o maximo local. Vamos calcular f(n) para

0)=0"-6-0°+9-0+2=0-0+0+2=2
1)=1"-6-1"+9-1+2=1-6+9+2=6
f(2)=2"-6-224+9.24+2=8-24+18+2=4
(B =133 =61-87 193 -2 =27 5427 =2 ="
(4)=4>—-6-4°+9-4+2=64—96+36+2=6

Depois de montar e analisar a tabela concluimos que

min f(n) = 2

er ) =6
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Construindo o grafico da fungao inteira f(n) fica ainda mais facil de visualizar
0 maximo e minimo local.
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EXEMPLO 3.4.2: Vamos determinar o maximo local e minimo local da funcao
f(n) = —n’+3n*+9n -2

para n € B, onde B é o conjunto dos ntimeros inteiros compreendidos entre
—3 e ).

Queremos determinar o minimo e o maximo local. Vamos calcular f(n) para
n € B.

F(=3)=—(—3)%+3- (=32 +9-(-3) —2=27+27T—27T—2=25
F(-2)=—(-23+3-(-22+9-(-2)—2=8+12-18-2=0
F(-1)=—(-1®*+3-(-1)*+9-(-1)-2=14+3-9-2= -7
F(0)=—(02+3-0249-0-2=04+0+0—-2= -2
F(1)=—(1®+3-1249-1-2=-1+34+49-2=9
F2)=—-(2°+3-224+9-2-2=-84+12+18-2=20
B3 == (8233t 973 =2 = 27 1 27 127+ 21=125
F(4)=—(4)°+3-42+9-4-2= 64448 +36—-2=18
F(5) == (5 FB5F =975 =2 =125 75=45= 2= T

Organizando os resultados obtidos em uma tabela, temos:
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n -3 -2 -1 01 2 3 4 5
fn) 25 0 —7 -2 9 20 25 18 —7

Depois de montar e analisar a tabela concluimos que o minimo e o maximo

local é:
min f(n)=-7
ey fim) =28

Construindo o gréfico da fungao inteira f(n), conseguimos visualizar de maneira
bem mais clara o minimo e o maximo local.

\ y AN
| f(n) =—-n3+3n?+9n -2
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—10 T \
\
\
N \\

3.5 Maximo da Sequeéencia de Collatz

Em toda sequéncia de Collatz definida de forma recursiva, para cada condicao inicial
C(n), a sequéncia atinge um valor maximo, antes de eventualmente chegar a 1. Néo
existe um limite superior tnico que vale para todas as sequéncias, considerando
sempre os numeros naturais (N = {1,2,3,...}) como ponto de partida.

A medida que escolhemos niimeros iniciais cada vez maiores, surgem sequéncias
cujos valores maximos parecem crescer sem qualquer limite conhecido, revelando o
comportamento imprevisivel da Sequéncia de Collatz.
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Por exemplo, a sequéncia iniciada em 127 realiza 46 passos até alcangar o niimero
1. Durante esse percurso, ela atinge o valor maximo de 4372 antes de iniciar sua
descida definitiva. A Figura (3.4) ilustra a variagdo dos termos dessa sequéncia ao

longo das iteragoes.

T Sequéncia de Collatz com C(1) = 127
t
4000 1 '”\
X
I\ ,\
3000 ¢
l\ [ | \
/ VoL \
2000 1 AT
//\\ ’I ‘{ \’ .\
Q | \, \.I \
1000 T e \
® / \ Q
® /\./ ¢ AR
® LN
< < ‘/:‘ | : : - b:"‘#—-ﬂ—h—o—o—&ﬂ:—ul—o—o—o—o—o—o—o—o-'—)'
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48
2\

Figura 3.4: Sequéncia de Collatz comegando em 127

Outro caso bastante interessante ocorre com a sequéncia iniciada em 77031, conhecida
por produzir a maior quantidade de passos entre os niimeros iniciais menores que
100 000. Nesse caso, a sequéncia realiza 350 passos até atingir o nimero 1 e alcanga
o valor maximo de 21 933 016 antes de iniciar sua redu¢ao. A Figura (3.5) mostra a

variacao dos termos dessa sequéncia.

N
Sequéncia de Collatz com C(1) = 77031
107 ¢ I
)
\
4
107 + |
HEK
el
107 T qﬂﬁ \l |‘
I . e hﬂn
o) ! nb'T‘u“J\
T, J0 'Mu'”\
108 + ' e tigm, o
91,.\,,,* ‘v ® Flam g
or %
“ L) )\ &9“
| .k ® WS S S S N
20 40 60 &80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340
2\

Figura 3.5: Sequéncia de Collatz comegando em 77031
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Para que possamos resolver corretamente alguns exemplos sobre valor maximo da
sequéncia de Collatz, vamos relembrar a funcao recursiva da sequéncia estudada na

Secao 2.7

ExeEMpPLO 3.5.1: Considere a sequéncia de Collatz definida recursivamente
por (3.1), com condigao inicial C'(1) = 128. Construa a sequéncia até alcangar
o valor 1 e em seguida determine o valor maximo da sequéncia e o niimero total

a, n=1

C(n—1) par

3C(n—1)+1, C(n—1) impar.

de passos necessarios para chegar ao ciclo fixo.

128,
C(n)={Cn-1)
2 )
3C(n—1)+1,

O termo inicial é C(1) = 128 que é par. Assim,

c(1) 128

C(2) = i e A Wik 64
Como 64 é par, C(3) = C;Q)
Como 32 é par, C(4) = C;3)
Como 16 é par, C(5) = 61;4)
Como 8 é par, C(6)= 61;5)
Como 4 é par, C(7)= 026)
c(7)

Como 2 é par, C(8) =

M

n=1

C(n —1) par
C(n — 1) impar.

64
= =32
2
32
=22 = 16.
2
16
= =3
2
8
=_ =4
2
4
=_=2
2
2
=Z=1.
2
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Assim, obtemos a seguinte sequéncia de Collatz:
(128,64,32,16,8,4,2,1)

Logo, o valor maximo ¢é 128 e o nimero total de passos é 7.

Construindo o grafico da fungao inteira C'(n), conseguimos visualizar de maneira
bem mais clara o valor maximo da fungao e o niimero total de passos.
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ExEMPLO 3.5.2: Considere a sequéncia de Collatz definida recursivamente
por (3.1), com condicao inicial C(1) = 28. Construa a sequéncia até alcangar o
valor 1 e determine valor maximo.

28, n=1
C(n) = C(n2—1)’ C(n —1) par
3C(n—1)+1, C(n—1) impar,

O termo inicial é C(1) = 28 que é par. Assim,

_Cc@1) 28
C@)="+=5=14
Como 14 é par C3) = 622) = 124 =7

Como 7 é impar, C(4)=3C(3)+1=3-7+1=22.
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Como 22 é par,
Como 11 ¢é impar,
Como 34 é par,
Como 17 ¢é impar,
Como 52 é par,
Como 26 ¢ par,
Como 13 é impar,
Como 40 é par,
Como 20 é par,
Como 10 ¢ par,
Como 5 é impar,
Como 16 ¢ par,
Como 8 ¢é par,
Como 4 é par,

Como 2 ¢é par,

46

0(7):%6):324:17
C(8) =3C(7) +1=3-17+1 = 52
0(9):028):522:26
caoy =P -2 _13

C(11) =3C(10) +1=3-13+1 =40

caz =T =D 9
cag = L2 =2 1
can =LA _;

C(15) =3C(14) +1=3-5+1=16

cag) = B
0(17):6(216)2224
cag =02 s
0(19)20(218):;:1

Assim, a sequéncia de Collatz é:

(28,14,7,22,11, 34,17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1)

O valor maximo é 52 e a sequéncia atinge o valor 1 apds 18 passos.

Construindo o grafico da fungao inteira C'(n), conseguimos visualizar de maneira

bem mais clara o valor maximo da funcao e o niimero total de passos.
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y AN
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No estudo do valor maximo associado a uma sequéncia da conjectura de Collatz,

determinadas escolhas para a condigdo inicial C'(n) tornam o célculo manual extrema-

mente trabalhoso ou até mesmo inviavel, exigindo o uso de recursos computacionais.

Por exemplo, ao adotar a condi¢ao inicial C(1) = 63, a sequéncia atinge o valor

maximo 9232 e percorre um total de 107 passos até alcancgar o ciclo fixo. De modo

ainda mais expressivo, ao escolher C(1) = 9663, o valor méximo observado na
sequéncia é 27114424, sendo necessarios 184 passos para que a sequéncia chegue ao

ciclo fixo.

3.6 Exercicios

1) [resp] Uma empresa fabrica camisetas e
verificou que o lucro mensal, em reais, em fungao
do nimero x de camisetas vendidas, é dado por

L(z) = —22* + 4002 — 5000

Qual é o nimero de camisetas que deve ser
vendido para que o lucro seja maximo?

a) 50  b) 80 ¢) 90 d) 100 «¢) 120

2) [resp] O custo mensal de produgdo de certo
produto é dado, em reais, por

C(z) = 2* — 20z + 300

em que x é o numero de unidades produzidas.
Para que o custo seja minimo, o nimero de

unidades produzidas deve ser:

3) [resp] (ENEM - DIGITAL 2020) Uma
empresa de chocolates consultou o gerente de
producao e verificou que existem cinco tipos
diferentes de barras de chocolates que podem ser

produzidas, com os seguintes precos no mercado:
<& Barra I: R$ 2,00;

<& Barra II: RS 3,50;
<& Barra I11: R$ 4,00;
<& Barra IV: R$ 7,00;
< Barra V: R$ 8,00.
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Analisando as tendéncias do mercado, que
incluem a quantidade vendida e a procura pelos
consumidores, o gerente de vendas da empresa
verificou que o lucro L com a venda de barras de
chocolate é expresso pela funcao

L(z) = —x* + 14z — 45,

em que x representa o preco da barra de
chocolate. A empresa decide investir na
fabricagdo da barra de chocolate cujo preco
praticado no mercado rendera o maior lucro.
Nessas condigoes, a empresa devera investir na
producao da barra

a) I b) IT ¢) III d) IV e) V

4) [resp] (ENEM - 2013) A temperatura 1" de
um forno (em graus centigrados) é reduzido por

um sistema a partir do instante de seu

48

desligamento (¢ = 0) e varia de acordo com a
expressao:

t2
T(t) = = +400

com t em minutos. Por motivos de seguranca, a
trava do forno sé é liberada para abertura
quando o forno atinge a temperatura de 39 °C.
Qual o tempo minimo de espera, em minutos,
apos se desligar o forno, para que a porta possa
ser aberta?

a) 19,0
b) 19,8
c) 20,0
d) 38,0
e) 39,0
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4.1 Introducao

A modelagem de sistemas constituidos por elementos interconectados é um dos
eixos fundamentais da Matematica aplicada e discreta. Em muitos problemas
contemporaneos, o interesse nao esta apenas nos objetos individuais, mas também
nas relacoes estabelecidas entre eles. A teoria dos grafos fornece um arcabougo
matematico rigoroso para representar, analisar e resolver problemas dessa natureza,

permitindo a abstracao de sistemas complexos por meio de estruturas simples e bem
definidas.

Neste capitulo, introduzimos formalmente o conceito de grafo, apresentando seus
elementos basicos (vértices e arestas) e discutindo sua capacidade de representar redes
e relagoes em diferentes contextos. Essa estrutura possibilita a descricao matematica
de problemas provenientes de areas como transporte, comunicacao, informatica,
logistica e organizacao de dados, evidenciando o carater interdisciplinar da teoria
dos grafos.
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Na sequéncia, abordamos o problema do caminho minimo, que consiste em determinar
a trajetoria de menor custo entre dois vértices de um grafo, considerando pesos
associados as arestas. Esse problema ocupa posicao central na teoria dos grafos e na
otimizacao em redes, sendo essencial para a compreensao de algoritmos e métodos
utilizados na resolucao de problemas reais de eficiéncia, planejamento e tomada de
decisao.

Por fim, apresentamos uma breve contextualizacao historica da teoria dos grafos,
destacando o trabalho pioneiro de Leonhard Euler no século XVIII. A anélise do
problema das pontes de Konigsberg evidencia o surgimento de uma nova forma
de abstracao matematica, baseada na estrutura das conexoes, e marca o inicio de
um campo que viria a se consolidar como um dos pilares da Matematica discreta
moderna.

Ao longo do capitulo, busca-se articular definicdo formal, aplicacao e contexto
historico, evidenciando a relevancia tedrica e pratica dos grafos e dos caminhos
minimos. Dessa forma, o capitulo contribui para uma compreensao mais ampla das
estruturas matematicas associadas a redes e otimizacao, reforcando seu papel central
na Matematica contemporanea e em suas aplicagoes cientificas e tecnologicas.

4.2 Grafo

Um grafo @) é definido como um conjunto de pontos (vértices), alguns dos quais estao
conectados por linhas (arestas). Quando cada aresta é associada a um valor numérico
(denominado peso ou distdncia) o grafo passa a representar custos ou medidas
necessarias para transitar entre os vértices conectados por arestas. Encontramos
literaturas com nomenclaturas diferentes, algumas chamam vértices de nds e arestas
de arcos.

Matematicamente, um grafo é representado por G = (V, F), onde V' é o conjunto
de vértices e F é o conjunto de arestas. As arestas sdo pares de vértices (v, w),
indicando que esses dois vértices estao conectados. Quando dois vértices sao ligados
por uma aresta, dizemos que eles sao adjacentes, e a aresta ¢ dita incidente a ambos.
Duas arestas que compartilham um mesmo vértice também sao chamadas adjacentes.
Os dois vértices que correspondem a uma aresta sao chamadas de extremidades dela.

O grafo apresentado na Figura (4.1) é composto por quatro vértices e seis arestas.
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Figura 4.1: Exemplo de um grafo [5].

Nos desenhos de grafos, chamamos de estiagio cada uma das etapas que compoem
um processo de decisao, ou seja, em um estagio, o sistema se encontra em um
determinado estado e uma escolha pode ser feita, levando-o ao estagio seguinte.

Iremos considerar o vértice inicial (origem) como estagio um e o vértice final (destino)
como ultimo estagio. Uma vez que chamarmos o vértice inicial de estagio um, todos
os vértices que podem ser alcancados do inicial por uma aresta, farao parte do estagio
dois. Os que precisam de duas arestas a partir do vértice inicial, farao parte do
terceiro estagio, e assim por diante, até chegar ao ultimo estagio.

EXEMPLO 4.2.1: Vamos encontrar os pares de vértices correspondentes a cada
aresta do grafo abaixo.

A
B
Temos que:
V={A B,C, D} Conjunto de vértices

As arestas desse grafo, sao as formadas pelos seguintes pares de vértices:

(A, B); (A,C); (A, D); (B,C); (B, D); (C, D).
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Portanto, o conjunto de arestas é:
E={(A,B);(A,C);(B,C); (B, D); (C,D); (A, D)}

A ordem dos vértices nao interfere na aresta, pois o par nao é ordenado. Assim,
tanto (A, B) quanto (B, A) descrevem a mesma aresta.

Dizemos que um grafo é simples, quando existe no maximo uma unica aresta ligando
cada par de vértice. Existindo duas ou mais arestas entre o mesmo par de vértices, o
grafo passa a ser chamado de multigrafo. No exemplo 4.2.1 temos um grafo simples,
pois existe uma tunica aresta ligando cada par de vértices do grafo. Em grafos simples,
é comum representar cada aresta apenas pelo par formado pelos seus dois vértices.
Assim, em vez de escrever (A, B), podemos simplesmente utilizar AB para facilitar
a leitura. Pegando ainda o nosso Exemplo 4.2.1, estaria correto também, escrever
conjunto de arestas como

E = {AB, AC, BC,BD,CD, AD}

Um mesmo grafo pode ser desenhado de diversas maneiras. O desenho em si nao
define o grafo, apenas o representa visualmente. O que caracteriza um grafo é o
seu conjunto de vértices, seu conjunto de arestas e a correspondéncia entre eles,
independentemente da posicao em que os vértices aparecem no plano ou da forma
das linhas usadas para representar as arestas.

EXEMPLO 4.2.2: Vamos verificar se os grafos abaixo sao iguais.

Podemos observar que as duas figuras possuem o mesmo conjunto de vértices e
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as mesmas arestas:
AB,AC,AD, BE, BF,CE,CF,DE, DF, EG, FG.

Portanto, esses grafos sao iguais.

EXEMPLO 4.2.3: Vamos verificar se os grafos abaixo sao iguais.

As duas figuras possuem o mesmo conjunto de vértices, mas nao possuem as
mesmas arestas, observe que a aresta AC' nao é comum aos dois grafos. Portanto,
os dois grafos sao diferentes.

E muito comum grafos representar situagoes concretas do nosso dia-a-dia, eles podem
representar cidades, estados, locais, tarefas ou qualquer objeto relevante ao sistema
estudado. No entanto, existe casos em que a estrutura natural do problema nao
fornece explicitamente tudo que é necessario para uma analise completa. Para superar
essa restricao, introduzimos vértices adicionais, conhecidos como vértices artificiais
ou vértices ficticios.

Em um grafo multiestdgio, toda aresta deve ir do estagio k para o estagio k+ 1 (forma
progressiva), ou do k + 1 para o k (forma regressiva). Nao pode ter aresta pulando
estagio, como por exemplo, do estagio um direto para o estagio trés. Acontece esse
salto quando fazemos a separacao dos estagios de forma errada, nao respeitando
a quantidade de arestas, ou quando precisamos acrescentar vértices intermediarios
(vértices ficticios).

Esses vértices nao correspondem a elementos reais do problema original, ele tém a
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funcao de completar a representacao, tornando o grafo mais adequado ao tipo de
analise que se deseja realizar.

Os vértices artificiais apresentam algumas caracteristicas importantes para a modela-
gem de grafos. Em primeiro lugar, eles nao correspondem a um elemento real do
problema, mas atuam como elementos auxiliares da representacao. Sua funcao prin-
cipal é tornar visivel algumas etapas que nao aparecem naturalmente no enunciado
do problema, sem alterar a légica do sistema que estd sendo modelado. Além disso,
um vértice artificial pode ser utilizado para dividir uma tunica aresta em duas ou
mais arestas menores, facilitando a organizacao do grafo em estagios, e permitindo
que ele seja adaptado a um formato multiestagio. Esses vértices também podem ou
nao possuir pesos associados, dependendo do tipo de analise que se deseja realizar.
Quando o grafo possui pesos, ¢ comum utilizar duas estratégias: ou se distribui o
peso original da aresta entre as arestas resultantes, de modo que o custo total seja
preservado, ou se transfere todo o peso para apenas uma das arestas e se atribui
peso zero as demais. Por fim, apds a resolugao do problema, esses vértices podem
ser desconsiderados na interpretacao final, j4 que sua presenca serve somente para
facilitar a representagao e o tratamento matemético do modelo.

EXEMPLO 4.2.4: Vamos considera o grafo abaixo, com varios caminhos do né
A até o n6 F'. Vamos alinhar o grafo de modo que todos os caminho do n6 A
ao n6 F tenham a mesma quantidade de aresta.

Caminhos possiveis do n6 A até o n6 F

Caminho Passos Distancia
ACEF 24245 9
ACDF 24+5+4+1 8
ABF 4+ 3 7
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Observe que os caminhos passando pelo né C' tem 3 arestas, e o caminho
passando pelo n6 B tem apenas 2 arestas. Esse grafo estda desalinhado, um
ramo ¢é mais curto. Vamos precisar que todos os caminhos de A até F' tenham
o mesmo numero de etapas.

O problema esta no caminho ABF'. A solugao, é acrescentar um né artificial,
subdividindo a aresta BF' em duas e mantendo o custo total BF' = 3; por
exemplo:

Vamos subdividir a aresta BF' acrescentando um né artificial P

BPF

Precisamos manter o custo total BP + PF = 3, tem varias formas dessa
igualdade ser verdadeira, aqui iremos considerar os seguintes custos, BP =1 e
PF =2,

Agora o grafo fica assim:

Todos os caminhos agora possuem 3 arestas

ACEF
ACDF
ABPF

E essencial ressaltar o cardter abstrato dessa representacio. Nos diagramas de
grafos a disposicao dos vértices no plano nao corresponde a posicao espacial real; o
comprimento e o formato das arestas nao possuem relacao direta com a extensao ou
a geometria dos caminhos representados; apenas as adjacéncias entre vértices e os
respectivos pesos das arestas possuem significados para o modelo. Essa abstracao
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permite concentrar a analise exclusivamente na estrutura logica das conexoes, livres
de detalhes fisicos que nao influenciam a solucao do problema. Diante disso, fica
facil ver que existe uma diferenca entre grafo e um mapa que descreve o espaco
fisico. No mapa, as distancias, curvas e orientagoes refletem a realidade geografica.
Os elementos que aparecem no mapa guarda relacao direta com o mundo real,
diferentemente dos grafos. Veja o mapa do Rio de Janeiro na Figura 4.2 e o grafo
correspondente na Figura 4.3.

Cosmie Velho 0 e CRg Laranjeiras Flamengo
& \'\e@
e ool
Urc
i Cosme Velho
w
Botafogo
o - Urca
Humait, Botafogo
Humaita
o
o= Leme
&

Ko™

@ Copacabana Leme

55 Lagoa
L Y
298 IS Copacabana
<
g
e
lpangma Ipanema

53511 TomTom. Garmin. FAQ. NOAA, USGS, © Openstreetiap contributors. and theGIS User Community

Figura 4.2: Mapa do Rio de Janeiro Figura 4.3: Grafo do Mapa

4.3 Caminho Minimo

Vamos pensar nos exemplos a seguir, que envolvem situagoes comuns do nosso dia a
dia em que precisamos escolher, entre diferentes possibilidades, aquela que melhor
atende a um determinado objetivo.

& Como podemos encontrar a rota mais rapida de nossa casa para a escola?
& Como escolher a melhor rota para entregar uma pizza com o menor gasto de

combustivel?

Problemas como esses sao conhecidos na Matematica como problemas de caminho
minimo.

O problema de caminho minimo surge sempre que precisamos ir de um ponto a
outro da maneira mais eficiente possivel. A eficiéncia pode significar menor distancia,
menor tempo, menor gasto ou qualquer outra grandeza. Para estudar problemas
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de caminho minimo de forma geral e independente do contexto fisico, utilizamos a
linguagem dos grafos. Como exemplo ilustrativo, imagine um grafo onde os vértices
representam cidades e os pesos das arestas representam quiléometros entre elas. Se
vocé quer viajar da cidade A até a cidade F', o caminho minimo é aquele cuja
distancia percorrida em quilémetros é a menor.

Na Figura (4.4), o caminho minimo entre os vértices D e F nao corresponde ao
segmento direto DE. O menor percurso ¢ obtido pelo caminho DF'E, cuja distancia
total é igual a 14.

Figura 4.4: Problema do caminho minimo [6].

O estudo de caminho minimo aparece em diversas aplicagoes praticas, como sistema
de navegacao, planejamento de rotas, logistica, redes de computadores e até mesmo
em jogos. De forma geral, o objetivo é sempre o mesmo, sair de um ponto e chegar a
outro gastando o minimo possivel, seja tempo, dinheiro, energia ou alguma outra
medida.

EXEMPLO 4.3.1: Imagine que precisamos ir de um ponto A até um ponto D, e
existem varios caminhos possiveis, com diferentes distancias entre os vértices.
Queremos escolher o caminho mais curto entre A e D.
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Como temos uma quantidade pequena de adjacéncias entre os vértices, consegui-
mos fazer sem muita dificuldade todas as combinacoes possiveis dos caminhos
que ligam A até D. Vamos dispor essas combinacoes de caminhos e suas
respectivas distancias na tabela abaixo.

Caminho Passos Distancia
ABD 243 5
ACD 44 2 6
ABCD 24+5+2 9
ACBD 44543 12

Depois de analisarmos todas as opgoes concluimos que o caminho minimo é
ABD, com distancia total 5

min f(c) =5

EXEMPLO 4.3.2: Vamos imaginar que precisamos nos deslocar de um ponto
A até um ponto T, e dispomos de varios caminhos possiveis, com diferentes
distancias entre os vértices. Qual o caminho mais curto entre A e T7
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Aqui temos uma grande quantidade de vértices e arestas com muitas adjacéncias
entre os vértices, o que torna o processo de citar todas as combinacoes possiveis
dos caminhos que ligam A até T muito demorado e trabalhoso. Abaixo temos

uma tabela com todas essas combinagoes

Caminho Passos Distancia
ABGKNRT 24+104+14+8+54+7 33
ABGKNST 24+104+14+8+7+4+8 36
ABGKPRT 24+104+14+6+44+7 30
ABGLNST 24+10+24+94+7+8 38
ABGLOST 24+104+24+4+7438 33
ABGLQST 24+10+24+74+9+8 38

Caminho Passos Distancia
ABHLNST 24+74+4+94+7+8 37
ABHLOST 24+7T+4+44+7+8 32
ABHLQST 24+74+4+7+9+8 37

Caminho Passos Distancia
ABJKNRT 24+ 11 +10+8+54+7 43
ABJKNST 2411 4+10+84+7+8 46
ABJKPRT 24+ 11 +10+6+447 40
ABJMOST 2411 +44+14+7+8 33
ABJMPRT 2411 +44+5+44+7 33
ABJMQRT 24+11+44+3+6+7 33
ABJMQST 2411 +44+3+9+8 37
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Caminho Passos Distancia
ACHLNRT 44+34+4+94+54+7 32
ACHLNST 4 +34+44+9+74+8 35
ACHLOST 44+34+4+44+7+8 30
ACHLPRT 44+3+4+54+4+7 27
ACHLQRT 44+3+4+74+6+4+7 31
ACHLQST 44+3+4+74+9+8 35
ACHMPRT 44+34+6+04+44+7 29
ACHMQRT 44+3+6+3+6+7 29

Caminho Passos Distancia
ACILNST 44+64+24+9+74+8 36
ACILQST 44+6+2+74+9+8 36
ACIMOST 44+6+3+14+7+8 29
ACIMQST 44+6+3+3+9+8 33

Caminho Passos Distancia
ADGKNST 1+9+14+84+7+8 34
ADGLNST 1+9+24+94+7+8 36
ADGLOST 1+9+24+44+7+8 31
ADGLQST 1+94+24+7+94+8 36

Caminho Passos Distancia
ADHLNRT 1+10+4+94+5+7 36
ADHLPRT 1+10+4+54+4+7 31
ADHLQRT 1+104+4+74+64+7 35
ADHMPRT 1+10+6+5+44+7 33
ADHMQRT 1+10+6+34+64+7 33
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Caminho Passos Distancia
ADILNST 1+124+2+94 748 39
ADILPRT 1+12+24+54+4+7 31
ADILQRT 1+12+24+74+6+7 35
ADILQST 1+12+24+74+9+8 39
ADIMOST 1+124+3+14+ 748 32
ADIMQST 1+12+3+3+9+38 36

Caminho Passos Distancia
ADJKNST 1+8+10+8+7+8 42
ADJMOST 1+8+44+14+7+8 29
ADIJMQST 1+84+44+3+9+8 33

Caminho Passos Distancia
AEGKNRT 24+74+1+84+54+7 30
AEGKPRT 2 +1+1+6+4+7 27

Caminho Passos Distancia
AEHLNST 24+54+4+9+7+48 35
AEHLOST 24+54+4+44+7+8 30
AEHLQST 24+54+4+74+948 35

Caminho Passos Distancia
AEILNST 24+64+2+94+748 34
AEILPRT 24+6+2+54+44+7 26
AEILQRT 24+6+2+74+64+7 30
AEILQST 24+64+2+74+948 34
AEIMOST 24+464+3+14+7+48 27
AEIMQST 24+6+3+3+9+8 31
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Caminho Passos Distancia
AFJKNRT 54+34+104+8+54+7 38
AFJKNST 54+34+104+8+7+38 41
AFJKPRT 5+3+10+6+4+7 35
AFJMOST 5+3+4+14+7+38 28
AFJMPRT O5+3+4+5+44+7 28
AFJMQRT 5+3+4+34+64+7 28
AFJMQST 54+3+4+34+948 32

Analisando todas as op¢oes concluimos que o caminho minimo é
AEILPRT
com distancia total 26

o fle) =26

Como podemos notar, a medida que o problema de caminho minimo vai ficando mais
complexo, vai se tornando também inviavel a sua resolucao pelo método apresentado
até agora, que em resumo € a citacao de todas as combinagoes possiveis dos caminhos
de um ponto a outro. Por esse motivo, surge a necessidade de estudarmos um
novo método de resolucao para esses tipos de problemas apresentados até aqui. A
Programagao Dinamica facilita a resolugao de alguns tipos de problemas de minimo
e maximo, no Capitulo 5, estudaremos sobre esse importantissimo método.

4.4  Uma Breve Historia da Teoria de Grafos

O primeiro estudo que se tem noticia da teoria dos grafos, surgiu no século XVIII,
quando Leonhard Fuler ) (1707 — 1783) publicou um artigo com o titulo Solutio
problematis ad geometriam situs pertinentis que traduzindo significa “A solucao
de um problema relacionado a geometria de posicao”. Esse artigo trazia a solucao
de um questionamento urbano da época, os habitantes da cidade de Konigsberg
(atualmente Kaliningrado) na Prussia queriam saber se erd possivel determinar um
trajeto para atravessar todas as setes pontes do Rio Pregel e retornar ao local de
partida, sem passar duas vezes pela mesma ponte.
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Figura 4.5: Ilustracao do problema das pontes de Konigsberg [7].

Euler adotou uma representacao abstrata do problema, na qual a posicao real de
cada regiao do mapa nao era levada em consideragao. Cada uma das regides foi
representada por um vértice, enquanto cada uma das sete pontes foi representada
por uma linha curva, denominada aresta. Nessa modelagem, as arestas nao possuem
qualquer relagao com o comprimento real das pontes, servindo apenas para indicar
quais regioes estao conectadas entre si.

Com isso, Euler construiu um diagrama em grafo associado ao problema, no qual os
vértices A, B, C' e D representam as quatro partes da cidade, conectadas por sete
pontes, denotadas por a, b, ¢, d, e, f, g. A partir desse modelo, Euler demonstrou
que é impossivel iniciar o percurso em uma das quatro regides da cidade e retornar
ao ponto de partida atravessando cada ponte exatamente uma tnica vez.

Além disso, ele provou que um percurso desse tipo s6 é possivel quando cada regiao

da cidade ¢ ligada a um niimero par de arestas, que representam as pontes. Esse
resultado é considerado como a primeira referéncia que se tem em Teoria de Grafos.

4.5 Exercicios

1) [resp|] Sao estabelecidas ligagdes cosmicas Saturno-Jupiter, Jupiter-Marte e Marte-Uranio.
entre os nove planetas do sistema solar. Foguetes ~Um viajante pode ir da Terra para Marte? [§]
viajam ao longo das seguintes rotas:
Terra-Mercurio, Plutdo-Vénus, Terra-Plutao,
Plutao-Merciirio, Mercirio-Vénus,
Uréanio-Netuno, Netuno-Saturno,

2) [resp] Em Interiorana existem 15 telefones.
Eles podem ser conectados por fios de modo que
cada telefone seja conectado a exatamente cinco
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outros?

3) [resp] Um determinado reinado tem 100
cidades e saem quatro estradas de cada uma
delas. Quantas estradas existem ao todo neste
reinado?

4) [resp] Um estudante do 3° Ano Médio precisa
sair de sua casa, representada pelo ponto A, e
chegar até a escola, representada pelo ponto F'.
Para isso, ele pode passar por algumas ruas
intermediarias. O tempo de caminhada, em
minutos, entre dois pontos conectados esta

64

indicado abaixo:

Qual é o menor tempo possivel para o estudante
ir de sua casa até a escola? Qual caminho ele
deve seguir?
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5.1 Introducao

Problemas de otimizacao estao presentes em diversas areas da matematica, da
computacao e das ciéncias aplicadas, frequentemente envolvendo a tomada de decisoes
em multiplas etapas. Em muitos desses problemas, uma solucao global eficiente
pode ser construida a partir da combinacao de solucgoes 6timas de subproblemas
menores. A programagao dinamica surge exatamente nesse contexto, oferecendo uma
metodologia sistematica para decompor problemas complexos e resolvé-los de forma
estruturada e eficiente.

Neste capitulo, apresentamos os fundamentos da programacao dinamica, destacando
seus principios centrais, como a decomposi¢ao em subproblemas, a sobreposicao de
estados e o principio da optimalidade. Essa abordagem permite reduzir significati-
vamente o custo computacional de problemas que, a primeira vista, apresentariam
crescimento exponencial quando resolvidos por métodos diretos ou puramente recur-
sivos.
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A programacao dindmica estabelece conexoes naturais com conteidos previamente
estudados, como fungoes recursivas, grafos e problemas de caminho minimo, evidenci-
ando sua posicao como uma ponte entre a Matematica discreta e a Computacao. Ao
interpretar decisoes sucessivas como estados e transigoes, muitos problemas podem
ser representados por estruturas em estagios, nas quais a solugao 6tima é construida
progressivamente.

Ao longo do capitulo, busca-se enfatizar nao apenas os procedimentos algoritmicos,
mas também a compreensao conceitual do método, permitindo ao leitor reconhecer
situagdes em que a programacao dinamica é aplicavel e formular modelos adequados
para sua utilizacdo. Dessa forma, o capitulo contribui para o desenvolvimento de
uma visao analitica e estratégica na resolucao de problemas de otimizagao.

Ao final, espera-se que o leitor compreenda a programacao dindmica como uma
ferramenta versatil, capaz de integrar teoria matematica, modelagem e eficiéncia
computacional, desempenhando um papel fundamental na resolucao de problemas
contemporaneos em diferentes dreas do conhecimento.

5.2 Definicao

A Programacao Dinamica %) é uma técnica de otimizacao que divide um problema
complexo em partes menores e mais simples. A ideia principal é enxergar o problema
como um processo que acontece em etapas denominadas de estrutura multiestagios
que orienta o processo de decisao.

A programacao dinamica busca dividir o problema principal em varios subproblemas
chamados de estagios. Cada estagio é resolvido uma tnica vez, e sua solugao 6tima
(politica 6tima) é guardada para ser consultada futuramente, caso seja necessaria
novamente. Isso evita repeticoes de cdlculo e torna o método mais eficiente.

Um ponto importante é que a programacao dinamica é uma funcao recursiva, que
liga a solucao 6tima de cada estagio construindo a solucao 6tima do problema inteiro.
Ou seja, resolvendo bem cada pequeno pedaco, conseguimos resolver bem o problema
completo.

Em cada estagio de um problema resolvido por programagao dinamica, temos varias
opcoes de escolhas, para sua conclusao, chamadas de decisoes. A situacdo em que o
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processo se encontra dentro do estagio é chamada de estado. Quando estamos em um
estagio, precisamos tomar uma decisao. Essa decisao pode mudar ou nao o estado do
processo, mas sempre provoca uma passagem do estado atual para um estado futuro.

Em resumo, programacao dinamica baseia-se em estagios e estados, quebramos o
problema em estagios e ai vamos analisando possiveis estados nesses estagios.

FEstagio Processo de decisao que deve ser tomada segundo um certo niimero de etapas.
Em um caminho até a escola, cada esquina onde decidimos para onde virar
pode ser visto como um estagio.

Estado E a situacao atual do problema em um estagio. Em problemas de caminho
minimo, o estado ¢ o n6 onde estamos.

-

Decisao E a opgao escolhida entre varias possibilidades em um determinado estagio.
Em um caminho, a decisao pode ser ir para a esquerda ou para a direita.

Politica E o conjunto de decisdes que diz o que deve ser feito em cada estagio do
problema. Em um caminho com varias esquinas, a politica diz que direcao
seguir em cada esquina.

Estagio Atual Novo Estagio

Estado Atual Bloeio » Novo Estado

A programagao dinamica fundamenta-se no principio de otimalidade de Bellman
(Richard Bellman, 1957), que diz:

PRINCIPIO DE OTIMALIDADE DE BELLMAN

Uma politica 6tima tem a propriedade de que, quaisquer que sejam o estado
inicial e a decisao inicial, as decisoes restantes devem constituir uma politica
6tima em relacao ao estado resultante da primeira decisao.

Vamos resolver os problemas usando a relacao de recursao progressiva, onde a decisao
em um estagio se baseia em decisoes de estagios anteriores. Para que essa relacao
funcione, é necessario conhecer previamente o valor da funcao e um estagio inicial.
Eisse valor conhecido é a condicao de contorno, chamada também de condicao inicial.
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Definimos z(i) como a menor distancia entre o né inicial até o né 4, se o grafo puder
ser organizado em estagios, podemos aplicar programacao dinamica para calcular z
usando a fungao recursiva

0, J € o primeiro no

@)=y o (5.1)
min {c(i,7)}, 7 demais nés
(ij) €K

Com c(i,7) = 2(¢) + d(i,7) , onde:
< 1 e j sao os identificadores dos nés. Algumas vezes usaremos nimeros e outras
letras, nesse caso teriamos i,5 = A, B,C, . ...

& K é o conjunto de todos os caminhos no grafo. Aqui (i,j) € K significa que o
caminho (i, j) existe no grafo, isto é, existe um caminho partindo do né 7 até o
no j.

¢ z(i) é a menor distancia entre o primeiro né e o né i.

& d(i,7) é a distancia do nd i até o né j.

& ¢(i,7) é a menor distancia do né inicial até o né j, passando obrigatoriamente
por 4.

& z(j) serd a menor distancia entre o primeiro né e o né j.

EXEMPLO 5.2.1: Dado o grafo abaixo, vamos calcular d(A,B); d(A,C); d(A,D);
d(B,E); d(C,E); d(C,F); d(E,G) e d(F,G).

Sabemos que d(i,j) é a distdncia entre o n6 i e o nd j. Assim, temos que:

d(A,B) =8,
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se 2(B) =38, 2(C) =5 e z(D) = 11, vamos calcular o z(FE).

Temos trés caminhos chegando no né E, como foi visto anteriormente, sabemos
que calcular z(F) é encontrar a menor distancia entre o né A que é o primeiro
né e o n6 £ que nessa situacao colocada é o ultimo né.

Para podermos calcular z(F) corretamente, vamos precisar primeiramente
calcular as seguintes distancias d(B, F), d(C, E) e d(D, E):

d(B, E) = 10,
d(C, E) = 12,
d(D,E) = 13.
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Agora vamos calcular as trés distancias do n6 A ao n6 E:

2(B) +d(B,E) =84 10 = 18,
2(C)+d(C,E)=5+12 =17,
2(D)+d(D,E) =11 + 13 = 24.

Conseguimos calcular agora ¢(A, ) que é o menor caminho (distdncia) entre o
n6 Aeond £

(A, E) = { 2(B) +d(B, E); z(C) +d(C, E); 2(D)+d(D,E) }
— {18,17,24}

Da funcao recursiva (4.1), sabemos que

2(E) = min{c(A, E)}
=17 (passando por C)

EXEMPLO 5.2.3: Suponhamos que precisamos escolher o caminho mais curto
entre duas cidades. A figura abaixo apresenta todos os possiveis caminhos entre
a cidade de partida localizada no n6é A e a cidade de destino localizada no n6 G.
Os noés B a F localizados entre a cidade de partida e a de destino, representam
cidades intermediarias. Qual o caminho minimo de A a G?

Queremos encontrar a menor distancia entre o n6 A e o n6 (G, para isso, vamos
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utilizar a funcao recursiva

0, j € o primeiro né

2(g) =
b) min {c(i,j)}, 7 demais nos
(i.5) ek

Onde c(i,j) = 2(i) + d(3,5)

queremos calcular z(G). Para isso precisamos calcular a distdncia do né inicial
A até cada né do grafo, isto é, queremos calcular z(j) para j = A, B,C,...,G.

Condicao inicial

Como A é o primeiro né usamos o primeiro caso da funcao recursiva obtendo
z(A) =0
Para todos os nés diferentes de A a funcao recursiva se torna

Zl ) i s,
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Estagio 1

Como os nés do primeiro estagio, B, C' e D, estao ligados diretamente ao né
A existe um unico caminho entre A e cada um deles, assim o indice ¢ assume
apenas o valor A e o indice j assume os valores B, C' e D e temos:

2(B) = min{c(A, B)}

= min{z(A) + d(A4, B)}

= min{0 + 9}

=9 (passando por A)
2(C) = min{c(A, C)}

= min{z(A4) + d(A4,C)}

= min{0 + 6}

=6 (passando por A)
2(D) = min{c(4, D)}

= min{z(A) + d(A, D)}

= min{0 + 7}

=7 (passando por A)
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Estagio 2

Neste estagio queremos calcular z(E) e z(F'), vamos comegar por z(F). Podemos
chegar a F pelos nés B, C ou D, entao precisamos calcular as distancias por
todos os caminhos de A até E passando por esses nos

¢(B,E) = 2(B)+d(B,E) =9+ 12 =21
c(C,E)=2(C)+d(C,E)=6+9=15
c¢(D,E)=2(D)+d(D,E)=T7+5=12

Observamos agora que a menor dessas distancias é 12, que acontece quando
chegamos a E passando por D, entao

2(F) =min{ ¢(B,E); ¢(C,E); ¢(D, E) } =12 (passando por D).

Uma vez calculado z(FE), vamos calcular z(F'). Podemos chegar a F' pelos nés
B, C' ou D, entao precisamos calcular as distancias por todos os caminhos de A
até F passando por esses nos

¢(B,F)=2(B)+d(B,F) =9+8 =17
¢(C,F) =2(C)+d(C,F)=6+11 =17
¢(D,F) = 2(D)+d(D,F) =749 =16

Podemos observar que a menor dessas distancias é 16, que acontece quando
chegamos a F' passando por D, entao

2(F) =min{ ¢(B, F); ¢(C,F); ¢(D,F) } =16 (passando por D).
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Estagio 3

Chegamos ao nosso objetivo, que é calcular Z(G), ou seja, a distancia do n6
inicial A ao ultimo n6é G. Podemos chegar a GG pelos nés E ou F, entao:

c(E,G)=2(FE)+d(E,G)=124+8=20
c(F,G)=2(F)+d(F,G) =16 + 6 = 22

Observamos agora que a menor dessas distancias é 20, que acontece quando
chegamos a G passando por E, entao

2(G) = min{ ¢(E,G);c(F,G)} = 20 (passando por F).

Para uma melhor observagao do que aconteceu em cada estagio e assim determi-
narmos com maior facilidade a solugao 6tima ou se preferirmos podemos chamar
de politica 6tima, vamos fazer um resumo de cada um dos estagios.

Resumo do estagio 1:

z(B) =9 (passando por A)
2(C') = 6 (passando por A)
2(D) =7 (passando por A)

Resumo do estagio 2:

2(E) = 12 (passando por D)
2(F) = 16 (passando por D)
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Resumo do estagio 3:
2(G) = 20 (passando por E)

Para determinarmos o caminho 6timo, a melhor forma de chegar em G é
passando por E, que por sua vez é passando por D que por sua vez é passando

por A.

Assim, a nossa politica 6tima é

ADEG

Uma vez que ja introduzimos o conceito de programacgao dindmica, vamos resolver
o Exemplo 4.3.2 utilizando esses conceitos, e poderemos notar que a resolucao fica

menos trabalhosa e mais simples.

EXEMPLO 5.2.4: Vamos imaginar que precisamos nos deslocar de um ponto
A até um ponto T, e dispomos de varios caminhos possiveis, com diferentes
distancias entre os vértices. Qual o caminho mais curto entre A e T7
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Para que possamos encontrar a menor distancia entre o né6 A e o né 7', vamos
utilizar a fungao recursiva

0, j € o primeiro né
R MmN IR MEE T

min {c(i,7)}, j demais nds

(ij) €K

Onde ¢(7,7) = 2(i) + d(i,7)

Para que possamos calcular z(7T'), serd necessario calcular a distdncia do né
inicial A até cada um dos nés do grafo, ou seja, teremos que calcular z(j) para
j=A B,C..T.

Condicao inicial

2(A) =0 passando por &

Primeiro estagio

Nesse primeiro estagio, o indice ¢ assume apenas o valor A e o indice j assume
os valores B, C, D, E e F.
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Vamos entao calcular z(B), 2(C), z2(D), z(E) e z(F)

2(B) = min{c(A, B)} = min{2(A) + d(A, B)} = min{0 + 2} =2 (por A)
2(C) = min{c(A, C)} = min{z(A) + d(A,C)} = min{0+ 4} = 4 (por A)
2(D) = min{c(A, D)} = min{z(A) + d(A, D)} = min{0O+ 1} = 1 (por A)

z(B) = min{c(A, B)} = min{z(A) + d(A, B)}
= min{0 + 2} = 2 (passando por A)

2(C) = min{c(A, C)} = min{z(A4) + d(4,C)}
= min{0 + 4} = 4 (passando por A)

2(D) = min{c(A, D)} = min{z(A) + d(A, D)}
= min{0 + 1} = 1 (passando por A)

z(F) = min{c(A, E)} = min{z(A) + d(A, E)}
= min{0 + 2} = 2 (passando por A)

z(F) = min{c(A, F)} = min{z(A) + d(A, F)}
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= min{0 + 5} = 5 (passando por A)

Secundo estagio

Nesse segundo estégio, vamos calcular z(G), z(H), z(I) e z(J).

Calculando z(G)

Podemos chegar a G pelos nés B, D ou E, precisamos entao calcular as distancias
de todos os caminhos de A até G passando por esses nos

¢(B,G) =z(B)+d(B,G) =2+ 10 =12
oD, @) = 2(D) + d(D,G) =1+ 9 =10
c(E,G)=2(E)+d(E,G)=24+T7=9

A menor dessas distancias é 9 passando por E, entao

2(G) = min{ ¢(B,G); ¢(D,G); ¢(F,G) } =9 (passando por F).

Calculando z(H)

|l
A
>
v



Programacao Dinamica 79

Podemos chegar ao n6 H pelos nés B, C', D ou FE, vamos calcular as distancias
de todos os caminhos de A até H passando por esses nos.

¢(B,H)=2(B)+d(B,H)=2+7=9
(C,H)=2(C)+d(C,H) =4+3=7
o(D,H)=2D)+d(D,H)=1+10=11
c(E,H)=2(E)+d(E,H)=2+5=7

A menor distancia é 7 passando por C' ou E, como as distancias sao iguais, nao
importa qual usamos, assim vamos escolher F, obtendo

2(H) =min{ ¢(B,H); ¢(C,H); ¢(D,H); ¢(E,H) } =7 (por E).

Calculando z([I)

Podemos chegar ao n6 I pelos nés C', D ou E, vamos calcular as distancias de

todos os caminhos de A até I passando por esses noés.
c(C,I)=2(C)+d(C,I)=4+6=10
c(D,I)=2(D)+d(D,I)=1+12=13
cE,I)=z2(FE)+d(F,I)=2+6=38

A menor dessas distancias é 8, que acontece quando chegamos a I passando por
E. entao

z2(I) =min{ ¢(C,1I); ¢(D,1); ¢(E,I) } =8 (passando por F).

Calculando z(J)

Podemos chegar ao n6 J pelos nés B, D ou F', vamos calcular as distancias de
todos os caminhos de A até J passando por esses nos.

B,J)=2(B)+d(B,J)=2+11=13

(
(D,J) = 2(D) +d(D,J) =1+8 =9
c(F,J)=2(F)+d(F,J)=5+3=38

C

C
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A menor dessas distancias é 8, que acontece quando chegamos a .J passando
por F', entao

2(7) = min{ ¢(B, J); ¢(D, J); c¢(F,J) } =8 (passando por F').

Terceiro estagio

Nesse terceiro estagio, vamos calcular z(K), z(L) e z(M).

Calculando z(K)

Podemos chegar ao n6 K pelos nés G ou J, vamos calcular as distancias de
todos os caminhos de A até k passando por esses nos.

(G, K)=2(G)+d(G,K)=9+1=10
o(JK) =2(J)+d(JK)=8+10 =18

A menor dessas distancias é 10, que acontece quando chegamos a K passando
por GG, entao

z(k) = min{ ¢(G, K); ¢(J,K); } = 10 (passando por G).
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Calculando z(L)

Podemos chegar ao n6é L pelos nés G, H ou I, vamos calcular as distancias de
todos os caminhos de A até L passando por esses nos.

c(G,L)=2(G)+d(G,L)=9+2=11

¢(H,L)=z2(H)+d(H,L)=T+4=11
o(I,L)=z2(I)+d(I,L) =8+2=10

_|_
+

A menor dessas distancias é 10, que acontece quando chegamos a L passando
por I, entao

2(L) = min{ ¢(G,L); ¢(H,L); ¢(I,L)} = 10 (passando por I).

Calculando z(M)

Podemos chegar ao n6 M pelos nés H, I ou J, vamos calcular as distancias de
todos os caminhos de A até M passando por esses nos.

c(H,M)=zH)+d(HM)=7+6=13
o(I, M) = 2(I) +d(I, M) = 8+ 3 = 11
(J, M) = 2(J) +d(J, M) =8+ 4 =12

A menor dessas distancias é 11, que acontece quando chegamos a M passando
por I, entao

2(M) = min{ ¢(H, M); c(I,M); ¢(J,M)} =11 (passando por I).

Quarto estagio

Nesse quarto estagio, vamos calcular z(N), z(O), z(P) e z2(Q).
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Calculando z(N)

Podemos chegar ao n6 N pelos nés K ou L, vamos calcular as distancias de
todos os caminhos de A até N passando por esses nos.

¢(K,N) = 2(K) +d(K,N) =10+ 8 = 18
¢(L,N) = 2(L) +d(L,N) =10+ 9 =19

A menor dessas distancias é 18, que acontece quando chegamos a N passando
por K, entao

2(N) =min{ ¢(K, N); ¢(L, N); } = 18 (passando por K).

Calculando z(O)

Podemos chegar ao n6 O pelos nés L ou M, vamos calcular as distancias de
todos os caminhos de A até O passando por esses nos.

c(L,0)=z2(L)+d(L,0)=10+4=14
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c(M,0)=2z(M)+dM,0)=11+1=12
A menor dessas distancias é 12, que acontece quando chegamos a O passando

por M, entao

2(0) = min{ ¢(L, 0); ¢(M,O); } =12 (passando por M).

Calculando z(P)

Podemos chegar ao n6 P pelos nés K, L ou M, vamos calcular as distancias de
todos os caminhos de A até P passando por esses noés.

o(K,P) = 2K)+d(K,P)=10+6 = 16
¢(L,P)=2(L) +d(L,P)=10+5=15
¢(M,P) = 2(M)+d(M,P)=11+5 = 16

A menor dessas distancias é 15, que acontece quando chegamos a P passando

por L, entao

2(P) = min{ ¢(K, P); ¢(L, P); ¢(M, P)} = 15 (passando por L).

Calculando z(Q)

Podemos chegar ao n6 () pelos nés L ou M, vamos calcular as distancias de
todos os caminhos de A até () passando por esses nos.

(L, Q) =2(L)+d(L,Q)=10+7 =17
(M, Q) =2(M)+d(M,Q)=11+3 =14

A menor dessas distancias é 15, que acontece quando chegamos a P passando
por L, entao

2(Q) = min{ ¢(L, Q); ¢(M,Q);} = 14 (passando por M).

Quinto estagio
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Nesse quinto estdgio, vamos calcular z(R) e z(S).

Calculando z(R)

Podemos chegar ao n6 R pelos n6és N, P ou (), vamos calcular as distancias de
todos os caminhos de A até R passando por esses nos.

c¢(N,R) =2(N)+d(N,R) = 18+ =23
c¢(P,R)=2(P)+d(P,R)=15+4=19
c(@Q,R)=2(Q)+dQ,R)=1446 =20

A menor dessas distancias é 19, que acontece quando chegamos a R passando
por P, entao

2(R) = min{ ¢(N, R); ¢(P, R); ¢(Q, R)} = 19 (passando por P).

Calculando z(.5)
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Podemos chegar ao n6 S pelos nés N, O ou (), vamos calcular as distancias de
todos os caminhos de A até S passando por esses nos.

c¢(N,S)=2(N)+d(N,S)=184+7=25
c(0,5)=2(0)+d(0,5)=12+7=19
c(@,5) =2(Q)+d(Q,5) =14+9=23

A menor dessas distancias é 19, que acontece quando chegamos a S passando
por O, entao

2(S) = min{ ¢(N,9); ¢(O,S5); ¢(Q,S)} =19 (passando por O).

Sexto estagio

Nesse sexto estagio, vamos calcular z(7T).

Calculando z(7T)
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Podemos chegar ao né T pelos nés R ou .S, vamos calcular as distancias de
todos os caminhos de A até T passando por esses nos.

(R, T)=2(R) +d(R,T) =19 +7 = 26
c(S,T) = 2(5)+d(S,T)=19+4+8 =27

A menor dessas distancias é 26, que acontece quando chegamos a T passando

por R, entao

2(T) = min{ ¢(R,T); ¢(S,T)} = 26 (passando por R).

Vamos fazer um resumo de cada um dos estagios para uma melhor observacao
do que aconteceu em cada um e assim determinarmos com maior facilidade a

solucao 6tima.

Resumo da Condigao inicial e primeiro estagio

Resumo do Segundo estagio

2(j) = min{z (i) + d(i,7) } Passar por
z2(A) =0 @
2(B) =2 A
2(C) =4 A
z(D) =1 A
z(E) =2 A
Z(E) =I5 A

z Passar por
2(G)=9 E
z(H) =7 BouFE
2(I) =8 E
2 =8 F
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Resumo do Terceiro estagio
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Passar por

G
I
I

Passar por

K

M
L
M

Passar por

P
O

Passar por

z
z(K) =10
z(L) =10
z(M) =11
Resumo do Quarto estagio
z
z(N) =18
2(0) =12
z(P)=15
2(Q) =14
Resumo do Quinto estagio
z
z2(R) =19
z(S) =19
Resumo do Sexto estagio
z
2(T) = 26

R

Observando a tabela e aplicando um processo conhecido como Backatrack cujo

significa é retroceder temos.

Backatrack: A melhor forma de chegar em T é passando por R, que por sua
vez € passando por P, que por sua vez é passando por L, que por sua vez é
passando por I, que por sua vez é passando por E., que por sua vez é passando
por A. Assim, conclui-se que o caminho 6timo entre A e T é AEILPRT.

Até este ponto, utilizamos o problema de caminho minimo para apresentar os

principais conceitos e o funcionamento do algoritmo de programacao dinamica.
Nos proximos capitulos, serao apresentados outros problemas classicos da Pesquisa
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Operacional, mostrando como esse método pode ser aplicada na construcao de
solucoes eficientes.

5.3 Uma Breve Historia da Programacao Dinamica

Por que programacao dinamica é chamada de programacgao dinamica?

Essa pergunta foi respondida pelo criador da
programagao dindmica, Richard Bellman %9 du-
rante uma entrevista concedida a Stuart Drey-
fus. Leia abaixo um trecho dessa entrevista.

“A década de 1950 nao foi boa para a pesquisa
em matematica. Tivemos um cavalheiro muito
interessante em Washington chamado Wilson.
Ele foi secretario de Defesa, e realmente ti-
nha um medo patologico e 6dio da palavra
“pesquisa”. Nao estou usando o termo leve-
mente; Eu estou usando-o precisamente. Seu

rosto ficava vermelho, e ele ficava violento se
as pessoas usassem o termo “pesquisa” em sua  Richard Ernest Bellman [9]
presenca. Vocé pode imaginar como ele se sen-

tia entao, sobre o termo ‘mateméatica’. A RAND Corporation foi contratada
pela Forca Aérea e a Forga Aérea tinha Wilson como seu chefe. Dai, senti que
tinha que fazer alguma coisa para esconder do Wilson e da Forca Aérea do fato
de que eu estava realmente fazendo matematica dentro da RAND Corporation.

Que titulo, nome eu poderia escolher? Em primeiro lugar eu estava interessado
no planejamento, na tomada de decisao, no raciocinio. Mas “planejamento”,
nao é uma boa palavra por varias razoes. Decidi, portanto, usar a palavra
“programacao”. Eu queria passar a ideia de que era dinamica, que era em
multiplos estagios, que variava de acordo com o tempo; eu pensei, vamos matar
dois coelhos em uma cajadada s6. Vamos usar uma palavra que tem um
significado absolutamente preciso: “dinamica”, no sentido classico da fisica.
Ela também tem uma propriedade muito interessante como um adjetivo, e é
impossivel usar a palavra “dinamica” em um sentido pejorativo. Tente pensar
de alguma combinacao que ira, eventualmente, dar-lhe um sentido pejorativo.
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E impossivel. Assim, eu pensei que “programacao dindmica” era um bom nome.

Era algo que nem mesmo um congressista poderia opor-se. Entao eu usei-o
como um guarda chuva para as minhas atividades.”

Tradugao do trecho do seguinte artigo: STUART DREYFUS; RICHARD
BELLMAN ON THE BIRTH OF DYNAMIC PROGRAMMING; Operations

Research, 2002.

5.4 Exercicios

1) [resp| Um agricultor precisa transportar de
caminhao uma carga de uma fazenda até um
centro de distribuicao. O motorista pode passar
por diferentes cidades intermediarias. Cada
estrada possui um custo de pedégio e
combustivel. O objetivo é encontrar o caminho

de menor custo total entre a cidade inicial e a
cidade final.

A tabela abaixo apresenta os custos das estradas.

Origem Destino Custo

HoOQQmWE®
T EHURO QW
S

Questoes:

a) Represente o problema por meio de um grafo.

b) Resolva utilizando programagao dinamica,
calculando o menor custo.

¢) Qual caminho deve ser escolhido?

2) [resp| Um produtor rural deseja transportar
produtos agricolas até uma feira. Em cada
cidade visitada, ele pode vender parte da carga e
obter lucro. Entretanto, ele s6 pode seguir pelas
estradas indicadas no grafo abaixo. Determine o

caminho que gera o maior lucro total.

3) [resp] Um estudante precisa sair de casa e
chegar a escola passando por alguns pontos da
cidade. Cada trajeto possui um tempo médio de
deslocamento em minutos. O objetivo é descobrir
o caminho mais rapido.

Origem Destino Tempo (min)
Casa Praca 6
Casa Mercado 4
Praca Escola 7
Praca Biblioteca 3
Mercado Praca 2
Mercado Biblioteca 6
Biblioteca Escola 4

Questoes:

a) Desenhe o grafo correspondente ao problema.

b) Resolva utilizando programagao dindmica,
calculando os menores tempos acumulados.

¢) Qual caminho deve ser percorrido?
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6.1 Introducao

O problema da mochila é um dos pro-
blemas classicos da combinatéria e da
otimizacao, amplamente estudado tanto
em Matematica quanto em Ciéncias da
Computacao, devido a sua relevancia
tedrica e as suas multiplas aplicacgoes
praticas. De modo geral, o problema
consiste em determinar quais itens de-
vem ser colocados em uma mochila com
capacidade limitada, de modo que o va-
lor total transportado seja maximo, res-
peitando a restricao de peso imposta.

Mais formalmente, dado um conjunto

Figura 6.1: Problema da mochila [10]

de n objetos, cada um com peso p; e valor associado v;, busca-se um subconjunto
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desses objetos cuja soma dos pesos nao ultrapasse uma capacidade w, e cuja soma
dos valores seja maxima.

A funcao recursiva progressiva que utilizaremos para o problema da mochila, com
capacidade maxima w e n itens, é definida por z(i, j), que representa a utilidade ma-
xima da mochila com capacidade j, considerando os itens de 1 a 7, parat =1,2,...,n
e <7 < w.

A fungdo (6.1) apresenta a formulagao recursiva progressiva utilizada para resolver o
problema da mochila por meio da técnica de programacao dinamica.

0, sei=0ouj=0,
Z(Z7J): 2(2_17])7 Sepi>j7 (61)

max{z(i —1,7),v; + z(i — 1,5 — p;)}, caso contrério.

A formulagao do problema pode ser interpretada a luz dos elementos estruturantes
da programacao dinamica. Nesse contexto, o estagio ¢ corresponde a analise do
i-ésimo item, no qual se decide pela sua inclusdo ou nao na mochila. O estado (i, j)
representa a situacao em que se consideram os itens de 1 até i, com capacidade
disponivel j, sendo associado a esse estado o valor z(i,j), que indica a utilidade
maxima obtida nessas condicoes.

A decisao em cada estagio consiste em escolher entre nao incluir o item 7, mantendo
o valor z(i — 1, 7), ou inclui-lo, caso seja viavel, obtendo o valor v; + z(i — 1, j — p;).
Essa estrutura evidencia a decomposicao do problema em subproblemas menores,
caracteristica fundamental da programacao dinamica.

Dessa forma, se
2(6—1,5) 2 vi+ 20— 1,5 — pi),

nao se deve levar o item ¢. Caso contrario, isto €, se
2(i—1,7) v+ 206 —1,5 —p),

deve-se levar o item 7, desde que p; < j, ou seja, o peso do item nao pode exceder a
capacidade disponivel na mochila.

Para compreender a relacao (6.1) de forma mais intuitiva, vamos interpretar o que
ela esta dizendo.
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A fungdo z(i, j) representa o maior valor que podemos obter utilizando os i primeiros
itens e uma mochila com capacidade ainda nao utilizada j.

Primeiro, analisamos as situagoes mais simples. Se nao ha itens disponiveis (i = 0)
ou se a mochila tem capacidade zero (j = 0), entdo nao é possivel colocar nada na
mochila. Logo, o valor maximo obtido é igual a zero, o que corresponde as condigoes
iniciais:

2(i,0) =0, i=1,2,--n,

2(0,j) =0, j =0,

Agora, suponha que estamos analisando o item . Nesse momento, devemos decidir
se iremos utiliza-lo ou nao. Se o peso do item ¢ for maior que a capacidade disponivel
(p; > 7), entao esse item nao pode ser colocado na mochila. Nesse caso, a melhor
decisao ¢ ignora-lo, e o valor 6timo permanece o mesmo obtido sem esse item, isto €,

2(i—1,7).

Por outro lado, se o item i cabe na mochila (p; < j), entdo surge uma decisao
importante: devemos incluir esse item ou nao? Temos, entao, duas possibilidades:

< Nao incluir o item 4, mantendo o valor z(i — 1, j);
< Incluir o item 7, o que acrescenta um valor v;, mas reduz a capacidade disponivel

em p;, restando j — p; para os demais itens.

Note que, como cada item pode ser escolhido apenas uma vez, ao inclui-lo passamos
a considerar apenas os itens anteriores, ou seja, utilizamos z(i — 1,7 — p;).

Assim, escolhemos a alternativa que produz o maior valor:

2(i,7) = max{z(i — 1,7),v; + 2(i — 1,5 — p;) }

Essa formulacao evidencia que, ao incluir o item ¢, passamos a considerar apenas os
itens anteriores, garantindo que cada item seja utilizado no maximo uma vez. Por
isso, ao incluir o item ¢, avancamos para ¢ — 1, assegurando que ele nao sera utilizado
novamente.

Tal formulacao evidencia a natureza recursiva do problema e sua organizacao em
estagios, caracteristicas fundamentais da programacao dinamica, nas quais cada
decisao 6tima depende das solugoes 6timas de subproblemas menores.
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Em sintese, o problema consiste, a cada etapa, em decidir entre levar ou nao levar
um item, sempre escolhendo a alternativa que maximiza o valor total sem ultrapassar
a capacidade da mochila.

6.2 Recuperacao da solucao 6tima

Ap6s o preenchimento da tabela de programacao dinamica, o valor 6timo do problema,
é obtido na entrada z(n,w), isto é, na célula correspondente a consideragao de todos
os n itens e da capacidade maxima w da mochila. No entanto, essa informacao, por
si 86, indica apenas o valor maximo alcanc¢avel, nao permitindo identificar diretamente
quais itens compoem a solugao 6tima.

Para identificar os itens selecionados, realiza-se um processo de retorno na tabela,
partindo da posi¢do z(n,w). Em cada etapa, compara-se o valor da célula atual
2(7,j) com o valor da célula imediatamente superior z(i — 1,j). Se esses valores
forem iguais, conclui-se que o item ¢ nao foi incluido na solu¢ao 6tima, pois sua
presenca nao alterou o valor maximo obtido. Nesse caso, passa-se a analise do estagio
anterior, mantendo-se a mesma capacidade j .

Por outro lado, se z(i,7) # 2(i — 1,7), conclui-se que o item ¢ foi incluido na
solucao 6tima. Nesse caso, além de registrar a escolha desse item, deve-se atualizar
a capacidade restante da mochila, substituindo j por j — p;, e prosseguir para o
estdgio anterior, analisando agora a posigao z(i — 1,7 — p;).

Eisse procedimento ¢é repetido sucessivamente até que se chegue ao estagio inicial ou
até que a capacidade restante da mochila seja igual a zero. Ao final do processo,
obtém-se o conjunto de itens que compoe a solucao 6tima do problema.

TEOREMA 6.1: PROCEDIMENTO DE RECUPERAGAO DA SOLUGAO OTIMA

Em termos gerais, o procedimento de recuperacao da solugao 6tima pode ser
descrito da seguinte forma:

1. Inicia-se na célula z(n,w);

2. Compara-se z(i,j) com z(i —1,7);

- Se z(i,7) = 2(t —1,7), o item ¢ nao foi escolhido;

W

1. Se z(i,j) # z(i —1,7), o item 7 foi escolhido;
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5. Quando o item ¢ é escolhido, atualiza-se a capacidade restante para

J —Pi;

6. Repete-se o processo até 1 =0 ou 5 =0.

Esse retorno na tabela permite nao apenas determinar o valor 6timo, mas também
explicitar a composicao da solugao, tornando mais clara a interpretacao do resultado
obtido.

6.3 Exemplos

EXEMPLO 6.3.1: Uma embarcacao pode transportar, no maximo, 4 toneladas.
A tabela abaixo apresenta o peso, em toneladas, e o valor, em milhares de reais,
das cargas disponiveis.

Objeto Valor (R$ mil) Peso (toneladas)
1. Automoveis 31 2
2. Contéiner de eletronicos A7 3
3. Graos 14 1

O comandante precisa escolher quais cargas transportar de modo a maximizar
o lucro total, sem ultrapassar a capacidade maxima da embarcacao.

Para determinar quais cargas devem ser transportadas de modo a maximizar o
lucro total, utilizaremos a seguinte funcao recursiva:

0, se it =0ouj=0,
Z(Zvj): Z(Z_la.])u Sepi>j7
max{z(i —1,7),v; +z(i — 1,5 — p;)}, caso contrario.

Inicialmente, organizamos as informacoes do problema em uma tabela, de modo
a facilitar a analise dos dados e a aplicacao da relacao recursiva.

i 1 2 3
Pl ol 310
v; 31 47 14
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A partir desses dados, passamos a aplicagao da relagao recursiva por estagios.

Condigoes iniciais

2(i,0) =0
Z(Oaj) =0

Primeiro estagio

Nesse primeiro estagio, o indice ¢ assume apenas o valor 1, enquanto o indice j
assume os valores 1, 2, 3 e 4, sendo este ultimo correspondente a capacidade
maxima da embarcacao.

Calcularemos, portanto, os valores de z(1,1), 2(1,2), 2(1,3) e z(1,4).

z(1,1) = 2(0,1)

Decisao: Como o peso do item 1 excede a capacidade disponivel (p; > 1), ndo
é possivel leva-lo.

2(1,2) = max{z(0,2),31 + 2(0,0) }
= max{0,31}
=31

Decisao: Levar o item 1

2(1,3) = max{z(0,3),31 + 2(0,1)}
= max{0, 31}
=31

Decisao: Levar o item 1

2(1,4) = max{z(0,4),31 4+ 2(0,2)}
= max{0,31}
=31

Decisao: Levar o item 1
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\ [ ~ | At el A
Segundo estagio

Nesse segundo estagio, o indice ¢ assume o valor 2, enquanto o indice 5 assume
os valores 1, 2, 3 e 4.

Calcularemos, entao, os valores de z(2,1), 2(2,2), 2(2,3) e 2(2,4).
2(2,1) = 2(1,1)

Decisao: Como o peso do item 2 excede a capacidade disponivel (py > 1), ndo
é possivel leva-lo.

2(2,2) = 2(1,2)
=31
Decisao: Como o peso do item 2 excede a capacidade disponivel (py > 2), ndo
é possivel leva-lo.
2(2,3) = max{z(1,3),47 + 2(1,0)}
= max{31,47}
=47
Decisao: Levar o item 2
2(2,4) = max{z(1,4),47+ 2(1,1)}

= max{31,47}
= 47

Decisao: Levar o item 2
Terceiro estagio

Nesse terceiro e tultimo estagio, o indice ¢ assume o valor 3. Como o objetivo
¢ determinar o valor 6timo para a capacidade maxima da embarcacao, nao é
necessario calcular os valores 2(3,1), 2(3,2) e 2(3,3), uma vez que tais valores
nao sdo necessarios para a determinacao de z(3,4). Assim, basta calcular
diretamente 2(3,4).

2(3,4) = max{z(2,4),14 4+ 2(2,3)}
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= max{47,14 + 47}
=61

Decisao: Levar o item 3

No exemplo considerado, o valor 6timo foi obtido em 2(3,4) = 61. Para
identificar os itens selecionados, realiza-se o procedimento de retorno a partir
dessa posigdo. Observa-se que z(3,4) # 2(2,4), o que indica que o item 3
foi incluido na solucao 6tima. Como o peso desse item é 1, a capacidade
restante passa a ser 4 — 1 = 3. Em seguida, analisa-se a posi¢ao z(2,3). Como
2(2,3) # 2(1,3), conclui-se que o item 2 também foi selecionado. Como o
peso desse item ¢ 3, a capacidade restante torna-se 3 — 3 = 0. Nesse ponto,
0 processo se encerra. Assim, a solucao 6tima é composta pelos itens 2 e 3,
isto é, o contéiner de eletronicos e a carga de graos, totalizando 4 toneladas e
proporcionando um valor maximo de 61 mil reais.

EXEMPLO 6.3.2: Um produtor rural precisa escolher quais bombas de pogo
artesiano ird ligar em sua propriedade durante um periodo de estiagem. Ele
possui 4 bombas disponiveis, mas todas precisam ser alimentadas por um gerador
com poténcia maxima de 8 kVA.

Cada bomba consome uma certa quantidade de energia do gerador e oferece um
determinado indice de eficiéncia hidrica, que representa o beneficio de utiliza-la.
Como a poténcia do gerador ¢ limitada, nao é possivel ligar todas as bombas ao
mesmo tempo. Assim, o produtor deseja selecionar o conjunto de bombas que
maximize a eficiéncia total, sem ultrapassar a capacidade de 8 kVA.

A tabela a seguir apresenta os dados das bombas:

Bomba Poténcia (kVA) Eficiéncia

Bl 2 30
B2 3 40
B3 1 50
B4 5 65

Quais bombas o produtor deve escolher para ligar, de modo a obter a maior efi-
ciéncia total possivel, sem ultrapassar a poténcia maxima de 8 kVA do gerador?
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Para determinar quais bombas devem ser ligadas de modo a maximizar a
eficiéncia total, utilizaremos a seguinte fun¢ao recursiva:

0, se it =0 oujy =0,
Z(Zvj): 2(1_17])7 Sepi>j7
max{z(i —1,7),v; + z(i — 1,5 — p;)}, caso contrario.

Inicialmente, organizamos as informacoes do problema em uma tabela, de modo
a facilitar a analise dos dados e a aplicacao da relacao recursiva.

i Bl B2 B3 B4
v; 30 40 50 65

A partir desses dados, passamos a aplicacao da relagao recursiva por estagios.

Condigoes iniciais:

Primeiro estagio

Nesse primeiro estagio, o indice ¢ assume apenas o valor 1, enquanto o indice
j assume os valores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8, sendo este ultimo correspondente a
poténcia maxima do gerador.

Calcularemos, portanto, os valores de z(1,1), 2(1,2), 2(1,3), 2(1,4), 2(1,5),
Z<176)7 Z(L 7)7 € 2(178)

(L) =2(0,1)

Decisao: Como o peso do item 1 excede a capacidade disponivel (p; > 1), ndo
é possivel inclui-lo.

2(1,2) = max{z(0,2),30 + 2(0,0) }

|l
A
>
v



Problema da Mochila 99

= max{0, 30}
=30

Decisao: Usar o item 1
2(1,7 >2) =30

Decisao: Usar o item 1

A partir de z(1,2) = 30, observa-se que serd sempre possivel utilizar o item 1,
pois este possui peso 2 e é o unico item disponivel nesse estagio. Assim, para
j =3,4,5,6,7 e 8, o valor da funcao permanece igual a 30, indicando que a
bomba 1 serd sempre utilizada.

Segundo estagio

Nesse segundo estagio, o indice ¢ assume o valor 2, enquanto o indice j assume
os valores de 1 a 8.

2(2,1) = 2(1,1)
=0

Decisao: Como o peso do item 2 excede a capacidade disponivel (py > 1), ndo
é possivel inclui-lo.

2(2,2) = 2(1,2)
= 30

Decisao: Como o peso do item 2 excede a capacidade disponivel (py > 2), ndo
é possivel inclui-lo.

2(2,3) = max{z(1,3),40 + z(1,0)}
= max{30,40 + 0}
=40

Decisao: Usar o item 2

2(2,4) = max{z(1,4),40 + 2(1,1) }
= max{30,40 + 0}
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=40
Decisao: Usar o item 2

2(2,j > 5) = max{z(1,5),40 + 2(1,2)}
— max{30,40 + 30}
=70

Decisao: Usar o item 2

A partir de z(2,5) = 70, observa-se que é possivel utilizar simultaneamente os
itens 1 e 2, pois a soma de seus pesos ¢ igual a 5. Para valores maiores de j,
essa combinagao continua viavel, mantendo o valor 70, o que indica que ambas
as bombas sao utilizadas.

Terceiro estagio

Nesse terceiro estagio, o indice ¢ assume o valor 3, enquanto o indice j assume
os valores de 1 a 8

2(3,1) = 2(2,1)
=0

Decisao: Como o peso do item 3 excede a capacidade disponivel (p3 > 1), ndo
é possivel inclui-lo.

2(3,2) = 2(2,2)
= 30

Decisao: Como o peso do item 3 excede a capacidade disponivel (p3 > 2), ndo
é possivel inclui-lo.

2(3,3) = 2(2,3)
=40

Decisao: Como o peso do item 3 excede a capacidade disponivel (p3 > 3), ndo
é possivel inclui-lo.

2(3,4) = max{z(2,4),50 + 2(2,0)}
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= max{40,50 + 0}
=50

Decisao: Usar o item 3

2(3,5) = max{z(2,5),50 + 2(2,1)}
= max{70,50 + 0}
=70

Decisao: Nao usar o item 3

2(3,6) = max{z(2,6),50 + 2(2,2)}
= max{70,50 + 30}
=80

Decisao: Usar o item 3

2(3,7) = max{z(2,7),50 4+ 2(2,3)}
= max{70,50 + 40}
=90

Decisao: Usar o item 3

2(3,8) = max{z(2,8),50 + 2(2,4)}
= max{70,50 + 40}
=90

Decisao: Usar o item 3
Quarto estagio

Nesse quarto e ultimo estagio, o indice ¢ assume o valor 4. Como o objetivo
¢ determinar o valor 6timo correspondente a capacidade méaxima do gerador,
nao é necessario calcular os valores z(4,1),...,2(4,7), uma vez que tais valores
nao influenciam o calculo de z(4,8). Assim, basta determinar diretamente esse
valor.

2(4,8) = max{z(3,8),65 + 2(3,3)}
= max{90, 65 + 40}

1l
A
>



Problema da Mochila

=105

Decisao: Usar o item 4
Recuperando a solucao 6tima

Para identificar os itens selecionados, realiza-se os passos de retorno descrito no
procedimento (6.1).

Comegamos em z(4, 8) = 105.

No exemplo considerado, o valor 6timo foi obtido em z(4,8) = 105. Observa-se
que z(4,8) # 2(3,8), o que indica que o item 4 foi incluido na solu¢ao 6tima.
Como o peso desse item é 5, a capacidade restante passa a ser 8 — 5 = 3.

Em seguida, analisa-se a posi¢ao z(3,3). Como 2(3,3) = 2(2, 3), conclui-se que
o item 3 nao foi selecionado, mantendo-se a capacidade restante igual a 3.

Observa-se entao que z(2,3) # 2(1, 3), o que indica que o item 2 foi incluido na
solucao otima. Como seu peso ¢é 3, a capacidade restante passa a ser 3 — 3 = 0.

Como a capacidade restante é nula, o processo se encerra. Assim, a solugao
Otima é composta pelos itens 2 e 4, isto é, as bombas selecionadas sao B2 e B4,
com consumo total de 3 + 5 = 8 kVA e eficiéncia total igual a 40 + 65 = 105.

EXEMPLO 6.3.3: Um pequeno produtor rural precisa transportar uma carga
de produtos agricolas para comercializacao em uma feira regional. Para isso,
ele dispoe de um caminhao com capacidade maxima de 6 toneladas. No galpao
da fazenda, estao disponiveis diferentes tipos de sacos para carregamento: soja,
milho, capim, sorgo e café.

Cada tipo de saco ocupa uma determinada quantidade da capacidade do cami-
nhao e gera um certo lucro para o produtor. Como a capacidade do caminhao
é limitada, ele precisa decidir quais sacos transportar de modo a maximizar o
lucro total, sem ultrapassar o limite de 6 toneladas.

A tabela a seguir apresenta os dados disponiveis:
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Produto Peso por lote Lucro
(toneladas) (valor monetario)

1. Soja 2 30

2. Milho 1 18

3. Capim 3 35

4. Sorgo 2 28

5. Café 4 50

Quais produtos o produtor deve carregar no caminhao para obter o maior lucro
possivel, sem ultrapassar a capacidade maxima de 6 toneladas?

Para determinar quais produtos devem ser carregados no caminhao de modo a
maximizar o lucro total, utilizaremos a seguinte funcao recursiva:

0, se it =0oujy =0,
Z(Z7]): Z(/L—l)])a Sepi>j7
max{z(i — 1,7),v; + 2(i — 1,57 — p;)}, caso contrério.

Inicialmente, organizamos as informagcoes do problema em uma tabela, de modo
a facilitar a analise dos dados e a aplicacao da relagao recursiva.

i 1 2 3 4 5
N I A
v; 30 18 35 28 50

A partir desses dados, passamos a aplicacao da relacao recursiva por estagios.

Condigoes iniciais

Primeiro estagio

Nesse primeiro estagio, o indice ¢ assume apenas o valor 1, enquanto o indice j
assume os valores 1, 2, 3, 4, 5 e 6, sendo este ultimo correspondente a capacidade
maxima do caminhao.
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Calculamos, portanto, os valores de z(1,1), z(1,2), ..., z(1,6):

2(1,1) = 2(0,1)

Decisao: Como o peso do item 1 excede a capacidade disponivel (p; > 1), ndo
¢é possivel inclui-lo.

2(1,7 > 2) = max{z(0,2),30 + z(0,0)}
= max{0,30}
=30

Decisao: Usar o item 1

A partir de z(1,2) = 30, observa-se que sera sempre possivel utilizar o item 1,
pois este possui peso 2 e é o unico item disponivel nesse estagio. Assim, para
7 =3,4,5 e 6, o valor da funcao permanece igual a 30, indicando que o item 1
sera sempre utilizado.

Segundo estagio

Nesse segundo estagio, o indice ¢ assume o valor 2, enquanto o indice j assume
os valores de 1 a 6.

2(2,1) = max{z(1,1),18 + 2(1,0) }
= max{0, 18}
=18

Decisao: Usar o item 2

2(2,2) = max{z(1,2),18 + 2(1,1)}
= max{30, 18}
=30

Decisao: Nao usar o item 2

2(2,j > 3) = max{z(1,3),18 + 2(1,2)}
= max{30, 48}
=48
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Decisao: Usar o item 2

A partir de z(2,3) = 48, observa-se que é possivel utilizar simultaneamente os
itens 1 e 2, pois a soma de seus pesos ¢ igual a 3. Para valores maiores de j,
essa combinacao continua viavel, mantendo o valor 48.

Terceiro estagio

(3, ) ==(2.1)
=18

Decisao: Como o peso do item 3 excede a capacidade disponivel (p3 > 1), ndo
é possivel inclui-lo.

2(3,2) = 2(2,2)
= 30

Decisao: Nao usar o item 3

2(3,3) = max{z(2,3),35+ 2(2,0)}
= max{48, 35}
=48

Decisao: Nao usar o item 3

2(3,4) = max{z(2,4),35 4+ 2(2,1)}
= max{48, 53}
=53
Decisao: Usar o item 3
2(3,5) = max{z(2,5),35 + 2(2,2)}
= max{48,65}
=65

Decisao: Usar o item 3

2(3,6) = max{z(2,6),35+ 2(2,3)}
= max{48, 83}

|l
A
>
v



Problema da Mochila 106

=83

Decisao: Usar o item 3

Quarto estagio

2(4,1) = 2(3,1)
—0

Decisao: Como o peso do item 4 excede a capacidade disponivel (ps > 1), ndo
é possivel inclui-lo.
2(4,2) = max{z(3,2);28 4+ 2(3,0)}
= max{30;28 + 0}
=30

Decisao: Nao usar o item 4

2(4,3) = max{z(3,3);28 + 2(3,1) }
= max{48;28 + 0}
= 48

Decisao: Nao usar o item 4

2(4,4) = max{z(3,4);28 + 2(3,2)}
= max{53; 28 + 30}
= 58

Decisao: Usar o item 4

2(4,5) = max{z(3,5);28 + 2(3,3)}
= max{65; 28 + 48}
=76

Decisao: Usar o item 4

2(4,6) = max{z(3,6); 28 + 2(3,4) }
= max{83;28 + 53}
=83
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Decisao: Nao usar o item 4

Quinto estagio

2(5,6) = max{z(4,6),50 4+ z(4,2)}
= max{83,80}
= 83

Decisao: Nao usar o item 5
Recuperando a solucao 6tima

O valor 6timo encontrado é z(5,6) = 83. Como z(5,6) = z(4,6), conclui-se que
o item 5 (café) nao foi transportado.

Da mesma forma, como z(4,6) = 2(3,6), o item 4 (sorgo) também nao foi
selecionado.

Observa-se que z(3,6) # z(2,6), indicando que o item 3 (capim) foi incluido.
Assim, a capacidade restante passa a ser 6 — 3 = 3.

Em seguida, como z(2,3) # z(1,3), conclui-se que o item 2 (milho) foi selecio-
nado. A capacidade restante passa a ser 3 — 1 = 2.

Por fim, como resta capacidade 2 e o item 1 (soja) possui peso 2, ele também é
incluido.

Assim, a solucao 6tima é composta pelos produtos soja, milho e capim, com
peso total 2+ 1 + 3 = 6 toneladas e lucro total igual a 83 unidades monetarias.

O Problema da Mochila possui aplicagoes diretas em contextos reais, como alocacgao
de recursos, selecao de investimentos, compreensao de dados e planejamento de
carga, tornando-se um exemplo didatico importante no ensino de algoritmos e na
compreensao de técnicas de modelagem matematica aplicadas a tomada de decisao.
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6.4 Exercicios

1) [resp] Um navio cargueiro com capacidade
maxima de 9 toneladas, precisa transportar
mercadorias entre dois portos. No porto, estao
disponiveis quatro cargas distintas, e cada uma
pode ser embarcada no maximo uma vez. A
tabela a seguir apresenta o peso e o valor
associado a cada carga:

Carga Peso Valor
(toneladas) (mil RS$)
1 2 12
2 3 18
3 4 20
4 5 24

O comandante deseja escolher quais cargas
devem ser transportadas de modo a maximizar o
valor total, sem ultrapassar a capacidade
maxima do navio. Quais cargas devem ser
embarcadas para obter o maior valor possivel?

2) [resp| Considere o problema de selecionar
objetos para serem colocados em uma mochila

com capacidade maxima de 50 unidades de peso.

Dispomos de trés objetos, cada um com um
determinado valor e peso, conforme apresentado
na tabela a seguir. O objetivo é escolher quais
objetos devem ser colocados na mochila de modo
que o valor total seja maximo, sem que o peso
total ultrapasse a capacidade da mochila.

Objeto Valor Peso
1 60 10
2 100 20

3 120 30

Determine quais objetos devem ser selecionados
para maximizar o valor total transportado,
respeitando a capacidade maxima da mochila.

3) [resp| Um drone sera utilizado para
transportar equipamentos para uma regiao de
dificil acesso. Devido as limitagoes de carga do
equipamento, o peso total transportado nao pode
exceder 6 kg. Estao disponiveis cinco objetos, e
cada um pode ser levado apenas uma vez. A
tabela abaixo apresenta os dados dos objetos:

Objeto Peso (kg) Utilidade

1 6
2 2 10
3 3 12
4 4 18
3 5 22

O objetivo é maximizar a utilidade total dos
objetos transportados. Responda:

a) Escreva a relagao de recorréncia da
programagao dindmica para o problema.

b) Determine o valor méximo de utilidade
possivel.

¢) Indique quais objetos devem ser selecionados.

|l
A
>
v



Problema da Mochila
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7.1 Introducao

O problema da mochila com repeticao consiste em determinar a quantidade de
unidades de cada item que devem ser incluidas em uma mochila, de modo a maximizar
o valor total obtido, respeitando-se a capacidade maxima disponivel.

Considera-se um conjunto de n tipos de itens, em que cada item ¢ possui peso p; e
valor associado v;. O objetivo é selecionar quantidades inteiras desses itens de forma
que a soma dos pesos nao ultrapasse a capacidade w da mochila, ao mesmo tempo
em que a soma dos valores seja maximizada. Denotamos por x; a quantidade de
unidades escolhidas do item do tipo ¢, sendo z; € N.

Para resolver esse problema por meio da programacao dindmica, define-se a funcao
2(i,7) como o valor maximo da mochila que pode ser obtido utilizando os itens de
1 até 7, considerando uma capacidade disponivel igual a j, com ¢ = 1,2,...,n e
0<j<w.

|l
A
>
v



Problema da Mochila com Repeticao 110
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Figura 7.1: Problema da mochila com repeti¢ao (Adaptado de [10])

Sob a perspectiva da programacao dinamica, o problema pode ser interpretado em
termos de seus elementos estruturais. O estagio ¢ corresponde a anélise do i-ésimo
tipo de item, enquanto o estado (i, j) representa a situacdo em que se consideram os
itens até o indice 7, dispondo de uma capacidade restante j. A cada estado associa-se
o valor z(i, j), que indica o melhor resultado possivel nessas condigoes.

A decisao em cada estagio consiste em escolher entre nao incluir o item ¢, preservando
o valor z(7 — 1, j), ou incluir uma certa quantidade x; desse item, desde que haja
capacidade suficiente, obtendo-se um valor acrescido correspondente. Essa estrutura
evidencia a decomposicao do problema em subproblemas menores, caracteristica
central da programacao dinamica.

A Funcao 7.1 apresenta a formulacao recursiva utilizada para resolver o problema da
mochila com repeticao por meio da técnica de programacao dinamica.

0, se1=0o0uy=0,
w(i,7), caso contrario.

w(i, j) = max {z; +2(i = L j—wip)},  2=0,1,2,...

O z;, na fungao w(i, j), determina a quantidade de unidades do item ¢ que devem
ser levados.

Se ao calcularmos w(i, j) e o inico valor de x; que satisfaz a condi¢ao p;x; < j for
x; = 0, estamos no caso onde nao temos espaco para incluir nenhum item do tipo .
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Neste caso temos que

UJ(Z,]) - Z(Z - 1aj)7

isto é, o valor de w é o mesmo da etapa anterior.

Assim, ao comparar as alternativas,
2(i—1,7) e mw+2(—1,75 — zip;),

deve-se optar pela que proporciona maior valor, desde que a restricao de capacidade
seja satisfeita.

Para compreender essa relagao de forma mais intuitiva, vamos interpretar o que ela
esta dizendo.

A funcdo z(i, j) representa o maior valor que podemos obter utilizando os i primeiros
itens e uma mochila com capacidade disponivel igual a j.

Primeiro, observe as situagoes mais simples. Se nao hé itens disponiveis (i = 0) ou se
a mochila tem capacidade zero (j = 0), entdo nao é possivel colocar nada na mochila.
Portanto, o valor maximo obtido é igual a zero. Assim, as condi¢oes iniciais sao:

2(i,0) =0, i=1,2,...n,

2(0,7) =0, j =0,

Agora, suponha que estamos analisando o item i. Nesse caso, existem duas situagoes
possiveis.

Se 0 peso do item i for maior que a capacidade disponivel (p; > 7), entao esse item
nao pode ser colocado na mochila. Nesse caso, a melhor decisao é simplesmente
ignora-lo, e o valor 6timo permanece o mesmo obtido sem esse item, isto é, z(i — 1, 7).

Por outro lado, se o item i cabe na mochila (p; < j), a solugdo é determinada pela
funcao w(i,7), que avalia a melhor alternativa entre incluir ou nao esse item.

Temos, entao, duas opgoes:

< Nao incluir o item ¢, mantendo o valor z(i — 1, j);
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¢ Incluir o item 7, o que acrescenta um valor x; - v;, mas reduz a capacidade
disponivel em z; - p;, restando j — x; - p; para os demais itens.
Assim, escolhemos a alternativa que produz o maior valor:
2(i,7) = max{z(i — 1,j),m; - vs + 2(i — 1, j — z; - ps) }-

Em resumo, a cada etapa comparamos diferentes quantidades possiveis do item,
escolhendo aquela que maximiza o valor total sem ultrapassar a capacidade da
mochila.

Essa expressao evidencia a natureza recursiva do problema e sua organizacao em

estagios, nas quais a decisao 6tima em cada etapa depende diretamente das solugoes
6timas obtidas para subproblemas de menor dimensao.

7.2 Recuperacao da solucao 6tima

A recuperacao da solucao 6tima é realizada a partir da analise dos valores obtidos
na tabela da programacao dindmica, iniciando-se do estado final (i, 7).

Se z(i,7) = z(i — 1, j), entdo o item 7 nao foi incluido na solugao 6tima. Nesse caso,
passa-se ao estado (i — 1, 7).

Caso contrério, isto é, se z(i,7) # z(i — 1,7), conclui-se que o item 4 foi incluido.
Nesse caso, determina-se a quantidade x; que maximiza a expressao

Tiv; +2(0— 1,7 — z:ps).

Apoés identificar esse valor, a capacidade restante passa a ser j — x;p;, 0O Processo
continua a partir do estado (i — 1, 7).

Essse procedimento é repetido até que se atinja ¢ =0 ou j = 0.
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7.3 Exemplos

EXEMPLO 7.3.1: Um estudante deseja organizar materiais escolares em uma
mochila para levar a escola. A mochila possui capacidade maxima de 5 kg.

Em sua mesa, ha trés tipos de materiais armazenados em caixas, e cada caixa
contém itens idénticos. O estudante pode levar quantas caixas quiser de cada
tipo, desde que respeite o limite de peso da mochila.

Cada tipo de caixa possui um peso e um valor associado, conforme a tabela a
seguir:

Item  Peso (kg) Valor (R$)

1.  Canetas 2 12
R Lapis 1 10
3. Borrachas 2 15

Sabendo que héa disponibilidade ilimitada de cada tipo de caixa, determine
quantas caixas de cada item devem ser escolhidas para maximizar o valor total
transportado, sem ultrapassar a capacidade de 5kg da mochila.

Vamos determinar a quantidade de caixas de cada item que deve ser trans-
portada na mochila, de modo a maximizar o valor total, utilizando a funcao
recursiva (7.1):

Vamos organizar as informagoes do problema em uma tabela, para facilitar a
analise dos dados e a aplicacao da relagao recursiva.

i1 21113
n 2 1 2
o2 e LS

Passamos agora a aplicagao da relagao recursiva por estagios.

Condigoes iniciais:

|l
A
>
v



Problema da Mochila com Repeticao 114

Estamos tratando o caso ¢ = 0 ou o caso j = 0, portanto, segundo a fungdo (7.1)

2(i,0) = 0,
2(0,7) = 0.

Em todos os estagios seguintes teremos ¢ e j diferentes de zero.
Primeiro estagio

Nesse primeiro estagio, o indice ¢ assume apenas o valor 1, enquanto o indice j
assume os valores 1,2, 3,4 e 5, sendo este ultimo correspondente a capacidade
maxima da mochila.

Calculamos, portanto, os valores de z(1,1), 2(1,2), 2(1,3), 2(1,4) e 2(1,5):
2(1,1) = 2(0,1) =0

Decisao: Como o peso do item 1 excede a capacidade disponivel (p; > 1), ndo
é possivel seleciona-lo.

2(1,2) = w(1,2) = max{2(0,2),12 4+ 2(0,0)}
= max{0, 12}
= b

Decisao: Levar 1 unidade do item 1

2(1,3) = w(1,3) = max{z(0,3),12 4+ 2(0,1)}
= max{0, 12}
=12

Decisao: Levar 1 unidade do item 1

2(1,4) = w(l,4) = max{z(0,4),12 + 2(0,2),2 - 12 + 2(0,0)}
= max{0, 12,24}
=24

Decisao: Levar 2 unidades do item 1

2(1,5) = w(1,5) = max{z(0,5),12 4+ 2(0,3),2- 12 + 2(0,1)}
= max{0, 12,24}
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=24

Decisao: Levar 2 unidades do item 1
Segundo estagio

Nesse segundo estagio, o indice ¢ assume o valor 2, enquanto o indice 7 assume
os valores de 1 a 5.

2(2,1) =w(2,1) = max{z(1,1),10 + 2(1,0)}
= max{0, 10}
=10

Decisao: Levar 1 unidade do item 2

2(2,2) = w(2,2) = max{z(1,2),10 + 2(1,1),2- 10 + 2(1,0)}
= max{12, 10,20}
=20

Decisao: Levar 2 unidades do item 2

2(2,3) = w(2,3) = max{z(1,3),10 + 2(1,2),2- 10 + 2(1,1),3 - 10 + 2(1,0) }
= max{12, 22,20, 30}
= 30

Decisao: Levar 3 unidades do item 2

2(2,4) = w(2,4) = max{z(1,4),10 4+ 2(1, 3),2 - 10 + 2(1, 2),
3-104+ 2(1,1),4-10+ 2(1,0)}
= max{24, 22, 32,30,40}
=40

Decisao: Levar 4 unidades do item 2

2(2,5) = w(2,5) = max{z(1,5),10 + 2(1,4),2 - 10 + 2(1,3),3 - 10 + 2(1,2),
4-10+ 2(1,1),5- 10 + 2(1,0)}
— max{24, 34, 32, 42, 40, 50}
=50
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Decisao: Levar 5 unidades do item 2
Terceiro estagio

Nesse terceiro e tultimo estagio, o indice ¢ assume o valor 3. Como o objetivo
é determinar o valor 6timo correspondente a capacidade maxima da mochila,
nao é necessario calcular os valores z(3,1),...,2(3,4), uma vez que tais valores
nao influenciam o calculo de z(3,5). Assim, basta determinar diretamente esse
valor:

2(3,5) = w(3,5) = max{2(2,5),15 + 2(2,3),2- 15+ 2(2,1)}
= max{50, 15 + 30, 30 + 10}
= max{50, 45,40}
=50

Decisao: Nao levar o item 3
Recuperando a solugao 6tima

O valor 6timo encontrado é z(3,5) = 50. Como z(3,5) = z(2,5), conclui-se que
o item 3 nao foi incluido na mochila.

Observa-se, ainda, que
2(2,5) =510+ 2(1,0) = 50,

o que mostra que a melhor escolha no segundo estagio foi tomar zs = 5, isto é,
cinco unidades do item 2. Como isso consome toda a capacidade disponivel, a
capacidade restante passa a ser

5—95-1=0.

Assim, a soluc¢ao 6tima é composta por cinco caixas de lapis, com peso total de
5-1 =05 kg e valor total igual a 5 - 10 = 50 reais.

Vocé concorda com a solugao encontrada no exemplo 7.37 Embora o resultado esteja
matematicamente correto, serd que essa seria a melhor escolha para um estudante?

A solucao obtida pelo algoritmo consiste em transportar cinco caixas de lapis,
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totalizando 5 kg e R$ 50,00. Entretanto, na pratica, um estudante também necessita
de outros materiais escolares, como canetas, borrachas e cadernos. Isso mostra que,
embora o algoritmo tenha encontrado a solug¢ao 6tima para o problema formulado,
ela nao é necessariamente a mais adequada a realidade.

E importante compreender que um algoritmo fornece a melhor solugdo dentro das
premissas e restricoes estabelecidas no modelo matematico. Portanto, a construgao
de um modelo exige uma analise cuidadosa da situacao, pois a auséncia de aspectos
relevantes pode levar a resultados matematicamente corretos, mas pouco adequados
as necessidades reais. Nesse exemplo, o modelo considera os pesos e os valores dos
materiais com o objetivo de maximizar o valor transportado, sem levar em conta a
necessidade de cada item para as atividades escolares do estudante.

EXEMPLO 7.3.2: Um agricultor precisa transportar defensivos agricolas de
um galpao da fazenda até a lavoura utilizando um trator com reboque, cuja
capacidade maxima de carga é de 4 toneladas. No deposito, existem trés tipos
de defensivos agricolas, cada um com um peso por carga e um valor econémico
associado, representando o lucro obtido com sua aplicacao na lavoura.

Defensivo Peso por carga Valor econéomico

(toneladas) (R$ mil)
1 3 8
2 1 14
3 2 20

Como o depdsito possui grande quantidade de cada produto, é permitido
transportar varias cargas do mesmo tipo de defensivo. O agricultor deseja
determinar quantas cargas de cada tipo devem ser transportadas para maximizar
o valor econémico total, respeitando a capacidade maxima de 4 toneladas do
trator.

Qual é a combinacao de defensivos agricolas que maximiza o valor transportado?

Para determinar quais produtos devem ser carregados no trator de modo a
maximizar o valor transportado, utilizaremos a fun¢ao recursiva 7.1.

Inicialmente, organizamos as informacoes do problema em uma tabela, de modo
a facilitar a analise dos dados e a aplicacao da relagao recursiva.
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¢t 1 2 3
P32
v, 8 14 20

Passamos agora a aplicagao da relagao recursiva por estagios.

Condicoes iniciais

2(i,0) = 0,
2(0,7) = 0.

Primeiro estagio

Nesse primeiro estagio, o indice ¢ assume apenas o valor 1, enquanto o indice j
assume os valores 1, 2, 3, e 4, sendo este ultimo correspondente a capacidade
maxima do trator.

Calculamos, portanto, os valores de z(1,1), 2(1,2), 2(1,3) e z(1,4):

(1) ==(0,1)

Decisao: Como o peso do item 1 excede a capacidade disponivel (p; > 1), ndo
é possivel leva-lo.

2(1,2) = 2(0,2)
—0

Decisao: Como o peso do item 1 excede a capacidade disponivel (p; > 2), ndo
é possivel leva-lo.

2(1,3) = w(1,3) = max{z(0,3); 8+ 2(0,0)}
= max{0;8 + 0}
=38

Decisao: Levar 1 unidade do item 1

2(1,4) = w(1,4) = max{z(0,4);8 4+ 2(0, 1)
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= max{0;8 + 0}
=8

Decisao: Levar 1 unidade do item 1
Segundo estagio

O indice 7 assume agora apenas o valor 2, enquanto o indice j assume os valores
de 1 a 4:

2(2,1) =w(2,1) = max{z(1,1);1- 14+ 2(1,0)}
= max{0; 14}
=14
Decisao: Levar 1 unidade do item 2
2(2,2) = w(2,2) = max{z(1,2);1-14 + 2(1,1);2 - 14 + 2(1,0)
= max{0; 14; 28}
= 28

Decisao: Levar 2 unidades do item 2

2(2,3) = w(2,3) = max{z(1,3);1-14 + 2(1,2);2 - 14 + 2(1,1);
3.14 4 2(1,0)}
= max{8; 14; 28; 42}
=42

Decisao: Levar 3 unidades do item 2

2(2,4) = w(2,4) = max{z(1,4);1- 14+ 2(1,3);2 - 14 + 2(1, 2);
3-1442(1,1);4-14+ 2(1,0)}
= max{8;22;28;42;56}
= 56

Decisao: Levar 4 unidades do item 4

Terceiro estagio
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Nesse ultimo estagio, o indice ¢ assume o valor 3. Nao é necessario calcular os
valores z(3,1), z(3,2) e z(3,3), pois eles nao influenciam o calculo de z(3,4).
Assim, determinamos diretamente:

2(3,4) = w(3,4) = max{z(2,4);1-20 + 2(2,2);2-20 + 2(2,0) }
= max{56; 48;40}
= 56

Decisao: Nao levar o item 3
Recuperando a solucao 6tima

O valor 6timo encontrado é z(3,4) = 56. Como z(3,4) = z(2,4), conclui-se que
o item 3 nao foi transportado no trator.

Observa-se, ainda, que
2(2,4) =4-14 4 2(1,0) = 56,

o que mostra que a melhor escolha no segundo estigio foi tomar xo = 4, isto
é, quatro unidades do item 2. Como essa escolha consome toda a capacidade
disponivel, a capacidade restante passa a ser

4—-4.-1=0.

Assim, a soluc¢ao étima é composta por quatro cargas do defensivo 2. O peso
total transportado é 4-1 = 4 toneladas, e o valor total obtido é igual a 4-14 = 56
mil reais.

EXEMPLO 7.3.3: Um produtor rural precisa transportar uma carga de produtos
agricolas para comercializacao em uma Cooperativa regional. Para isso, ele
dispoe de um caminhao com capacidade maxima de 6 toneladas.

No galpao da fazenda, ha sacos de diferentes produtos que podem ser car-
regados no caminhao: soja, milho, capim, sorgo e café. Cada tipo de saco
possui um determinado peso e proporciona um certo lucro ao produtor quando
comercializado.

Diferentemente de uma situacao em que cada tipo de saco s6 poderia ser

|l
A
>
v

120



Problema da Mochila com Repeticao 121

escolhido uma tnica vez, neste caso o produtor possui quantidade suficiente
de cada produto, podendo carregar quantos sacos desejar de um mesmo tipo,
desde que o peso total nao ultrapasse as 6 toneladas do caminhao.

Assim, o desafio do produtor é decidir quantos sacos de cada tipo deve trans-
portar para maximizar o lucro total.

A tabela a seguir apresenta o peso e o lucro associado a cada tipo de produto:

Produto Peso por saco Lucro por tonelada
(toneladas) (R$ mil)

1. Soja 1 8

2. Milho 2 14

3. Capim 3 20

4. Sorgo 4 25

5. Café 5 32

Como o produtor deve carregar o caminhao, podendo repetir tipos de sacos,
para obter o maior lucro possivel, sem ultrapassar a capacidade maxima de 6
toneladas?

Para determinar quais produtos devem ser carregados no caminhao de modo a
maximizar o lucro possivel, utilizaremos a funcao recursiva 7.1.

Inicialmente, organizamos as informacoes do problema em uma tabela, de modo
a facilitar a analise dos dados e a aplicacao da relagao recursiva.

i Soja (1) Milho (2) Capim (3) Sorgo (4) Café (5)
E; 1 2 3 4 5)
v; 8 14 20 25 32

Passamos agora a aplicagao da relagao recursiva por estagios.

Condigoes iniciais:
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Primeiro estagio

Nesse primeiro estagio, o indice ¢ assume o valor 1, enquanto o indice j assume
os valores 1 a 6, sendo este ultimo correspondente a capacidade maxima do
caminhao.

Calculamos, portanto, os valores de z(1,1), ..., z(1,6):

2(1,1) = w(1,1) = max{z(0,1); 8+ 2(0,0)}
= max{0;8 + 0}
=38

Decisao: Levar 1 unidade do item 1

2(1,2) = w(1,2) = max{z(0,2);8 4+ 2(0,1);2- 8 + 2(0,0)}
= max{0; 8; 16}
=16

Decisao: Levar 2 unidades do item 1

2(1,3) = w(1,3) = max{z(0,3);8 4+ 2(0,2);2- 8 + 2(0,1); 3-8+ 2(0,0) }
= max{0; 8;16;24}
=24

Decisao: Levar 3 unidades do item 1

2(1,4) = w(1,4) = max{z(0,4); 8 + 2(0,3);2 - 8 + 2(0,2); 3 - 8 4+ 2(0, 1);
4.8+ 2(0,0))
= max{0; 8; 16; 24; 32}
= 32

Decisao: Levar 4 unidades do item 1

2(1,5) = w(1,5) = max{z(0,5); 8 + 2(0,4);2 - 8 + 2(0,3); 3 - 8 + 2(0, 2);
4.8+ 2(0,1):5- 8 + 2(0,0)}
= max{0; 8; 16; 24; 32; 40}
=40
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Decisao: Levar 5 unidades do item 1

2(1,6) = w(1,6) = max{z(0,6); 8 + 2(0,5);2 - 8 + z(0,4); 3 - 8 + 2(0, 3);
4-842(0,2);5-8+ 2(0,1);6 -8+ 2(0,0)
= max{0; 8; 16; 24; 32; 40; 48}
= 48

Decisao: Levar 6 unidades do item 1
Segundo estagio

Nesse segundo estagio, o indice ¢ assume o valor 2, enquanto o indice j assume
os valores de 1 a 6.

2(2,1) = z(1,1)

Decisao: Como o peso do item 1 excede a capacidade disponivel (py > 1), ndo
é possivel leva-lo.

2(2,2) = w(2,2) = max{z(1,2);14 + 2(1,0)}
= max{16; 14}
=16

Decisao: Nao levar o item 2

2(2,3) = w(2,3) = max{z(1,3);14 + 2(1,1)}
= max{24; 22}
=24

Decisao: Nao levar o item 2

2(2,4) = w(2,4) = max{z(1,4); 14 + 2(1,2);2- 14 4+ 2(1,0)}
= max{32; 30; 28}
= 32

Decisao: Nao levar o item 2

2(2,5) = w(2,5) = max{z(1,5); 14 + 2(1,3);2- 14 + 2(1,1)}
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= max{40; 38; 36}
= 40

Decisao: Nao levar o item 2

2(2,6) = w(2,6) = max{z(1,6);14 4+ 2(1,4);2-14 + 2(1,2);3 - 14 + 2(1,0
(2,6) = w(2,6) {2(1,6); (1,4); (1,2); (1,0)}
= max{48;46;44; 42}
=48

Decisao: Nao levar o item 2
Terceiro estagio

Nesse terceiro estagio, o indice 7 assume o valor 3, enquanto o indice j assume
os valores de 1 a 6.

2(3,1) = 2(2,1)
=38

Decisao: Como o peso do item 3 excede a capacidade disponivel (p3 > 1), ndo
é possivel inclui-lo.
2(3,2) = 2(2,2)
=16

Decisao: Como o peso do item 3 excede a capacidade disponivel (p3 > 2), ndo
é possivel inclui-lo.

2(3,3) = w(3,3) = max{z(2,3);20 + 2(2,0)}
= max{24; 20}
=24

Decisao: Nao levar o item 3

2(3,4) = w(3,4) = max{z(2,4);20 + 2(2,1)}
= max{32; 28}
= 32
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Decisao: Nao levar o item 3

2(3,5) = w(3,5) = max{z(2,5); 20 + z(2,2)}
= max{40; 36}
=40

Decisao: Nao levar o item 3

2(3,6) = w(3,6) = max{z(2,6);20 + 2(2,3);2- 20 + 2(2,0)}
= max{48;44;40}
=48

Decisao: Nao levar o item 3
Quarto estagio

Nesse quarto estagio, o indice 7 assume apenas o valor 4, enquanto o indice j
assume os valores de 1 a 6.

2(4,1) = 2(3,1)

Decisao: Como o peso do item 4 excede a capacidade disponivel (py > 1), ndo
é possivel inclui-lo.

2(4,2) = 2(3,2)
~ 16

Decisao: Como o peso do item 4 excede a capacidade disponivel (ps > 2), ndo
é possivel inclui-lo.

2(4,3) = 2(3,3)
=24

Decisao: Como o peso do item 4 excede a capacidade disponivel (ps > 3), ndo
é possivel inclui-lo.
2(4,4) = w(4,4) = max{z(3,4);25 + 2(3,0)}
= max{32;25}
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=32
Decisao: Nao levar o item 4

2(4,5) = w(4,5) = max{z(3,5); 25 + 2(3,1)}
= max{40; 33}
=40

Decisao: Nao levar o item 4

2(4,6) = w(4,6) = max{z(3,6);25 + 2(3,2)}
= max{48;41}
=48

Decisao: Nao levar o item 4
Quinto estagio

Nesse quinto e ultimo estagio, o indice ¢ assume o valor 5. Como o objetivo é
determinar o valor 6timo correspondente a capacidade maxima do caminhao,
nao é necessario calcular os valores z(5, 1), - -+, 2(5,5), uma vez que tais valores
nao influenciam o célculo de z(5,6). Assim, determinamos diretamente:

2(5,6) = w(b,6) = max{z(4,6);32+ 2(4,1)}
= max{48;40}
=48

Decisao: Nao levar o item 5
Recuperando a solucao 6tima

O valor 6timo encontrado ¢é z(5,6) = 48. Como z(5,6) = z(4,6), conclui-se que
o item 5 nao foi transportado no caminhao.

De forma analoga, verifica-se que os itens 4, 3 e 2 também nao foram transpor-
tados, pois seus valores nao melhoram a solucao obtida nos estagios anteriores.

Assim, conclui-se que a solucao 6tima consiste em transportar apenas o item 1.
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Observa-se que

2(1,6) = 6 - 8 + 2(0,0) = 48,

127

o que indica que a melhor escolha foi tomar z; = 6, isto é, seis unidades do

item 1. Essa escolha consome toda a capacidade do caminhao:

6—-6-1=0.

Portanto, a solugao 6tima é composta por seis toneladas de soja, e o lucro

maximo obtido é de 48 mil reais.

7.4 Exercicios

1) [resp| (Adaptado de [11]) Um navio possui
capacidade maxima de 4 toneladas. No porto,
estao disponiveis trés tipos de mercadorias, e ha
quantidade ilimitada de cada tipo para
carregamento. A tabela abaixo apresenta, para
cada tipo de item i, o peso unitario p;, em
toneladas, e a receita unitaria v;, em milhares de
dolares:

Item (i) Peso (p;) Receita (v;)
1 2 31
2 3 47
3 1 14

Determine quantas unidades de cada item devem
ser carregadas no navio, de modo a maximizar a
receita total, sem ultrapassar a capacidade de 4
toneladas.

2) [resp| Um produtor rural precisa transportar
insumos agricolas de um depoésito até uma area
de plantio utilizando um pequeno caminhao com
capacidade maxima de 5 toneladas. No depdésito,
ha grande disponibilidade de quatro tipos de
produtos, e o produtor pode transportar quantas
cargas quiser de cada tipo, desde que respeite o
limite de capacidade do caminhao. Cada tipo de
produto possui um peso por carga e um valor
econdmico associado, conforme a tabela a seguir:

Produto

1.Fertilizante

2.Racao animal

& X 5| Valor econdémico (R$mil)

3.Sementes

=~ w o — | Peso por carga (toneladas)

W
o

4.Defensivo agricola

Determine quantas cargas de cada produto
devem ser transportadas para maximizar o valor
economico total, sem ultrapassar a capacidade de
5 toneladas do caminhao.

3) [resp] O deputado Bassam concorre a
reeleicao na jurisdicao de Washington e dispoe
de aproximadamente 7 mil délares para investir
em acoes de campanha. Para ampliar seu
alcance entre os eleitores, sua equipe pode
contratar diferentes tipos de ac¢Oes publicitarias,
e ha disponibilidade para contratar quantos lotes
desejar de cada tipo, desde que o orcamento total
nao seja ultrapassado. Cada lote de acao possui
um custo, em milhares de délares, e proporciona
um alcance estimado de eleitores, em milhares de
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pessoas, conforme a tabela abaixo: Determine quantos lotes de cada tipo de acao
devem ser contratados, de modo a maximizar o
alcance total de eleitores, sem ultrapassar o
orcamento de 7 mil délares. [11]

Populagao (Mil)

o o = o w| Fundos requeridos (($) Mil)

O‘\%OJ[\D)—'ZOHa
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8.1 Introducao

O problema de reposicao de equipamentos consiste em determinar o momento mais
adequado, do ponto de vista econdmico, para substituir um equipamento ao longo
de sua vida 1util. De modo geral, a medida que o equipamento envelhece, observa-se
o aumento progressivo dos custos de manutencao e operagao, bem como a redugao
de sua produtividade ou eficiéncia.

Nesse contexto, a decisao envolve comparar os custos associados a permanéncia do
equipamento em uso, tais como manutencao, falhas e perda de desempenho, com
os custos de aquisicao e instalacdo de um novo equipamento. Assim, o problema
consiste em identificar a idade ou o instante que minimiza o custo total ao longo
do tempo, caracterizando-se como um problema de decisao sequencial que pode ser
modelado por meio da programacao dinamica.

Para a modelagem, considera-se um horizonte de planejamento finito, dividido em n
periodos. O estagio i corresponde ao ano ¢, com ¢ = 1,2,...,n. Em cada estagio, isto
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é, em cada ano, o decisor deve escolher entre duas alternativas: manter o equipamento
em operacao ou substitui-lo por um novo no inicio do periodo.

O estado no estagio ¢ é dado pela idade da maquina no inicio do ano z. Assim, se a
maquina possui j anos nesse instante, define-se z(4, j) como a receita liquida méxima
obtida a partir dos anos 7,7+ 1,...,n.

A relagao recursiva associada ao problema é definida da seguinte forma. Caso a
decisao seja manter o equipamento, o valor é dado por

m(i,j) =r(j) —c(y) +2(i+ 1,7+ 1),
enquanto, no caso de substituicao, o valor é dado por
s(i,7) =7(0) —c(0) + s(j) —c+ z(i + 1,1).
Assim, a melhor decisao em cada estagio é obtida por

2(i,5) = max {m(4, §), s(i, §) }- (8.1)

Em outras palavras, se m(i,j) > s(7,7), a decisdo 6tima é manter o equipamento
no estagio i; se s(i,j) > m(i,j), a decisdo 6tima ¢é substitui-lo. No caso em que
m(i,7) = s(i,j), ambas as decisoes sao dtimas, podendo-se optar por manter ou
substituir o equipamento, o que implica a existéncia de mais de uma politica 6tima.

Nessa expressao, r(j) representa a receita gerada por uma méquina com j anos de
uso, ¢(j) corresponde ao custo de opera¢do e manutencgao nessa idade, s(j) indica o
valor de revenda da maquina usada (sucata), e ¢ é o custo de aquisi¢do de uma nova
maquina. Além disso, 7(0) representa a receita gerada por uma maquina nova (isto é,
com zero ano de uso), enquanto ¢(0) corresponde ao custo de operagdo e manutengao
dessa maquina nova.

A resolugao do problema é realizada de forma regressiva, iniciando-se no tltimo
estagio e avancando até o primeiro, de modo a determinar o valor 6timo associado a
cada estado possivel.
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8.2 Recuperacao a solugao 6tima

Apéds o preenchimento da tabela de valores z(, j), a politica étima de reposigao é
obtida por meio da analise das decisoes que maximizam a funcao de valor em cada
estagio.

O processo inicia-se no estagio ¢ = 1, considerando a idade inicial da maquina. Em
seguida, para cada estagio, verifica-se qual das alternativas, manter ou substituir, foi
responsavel pelo valor 6timo obtido.

Se a decisao 6tima for manter, a maquina permanece em operacao, e sua idade é
incrementada em uma unidade no estagio seguinte. Caso contrario, se a decisao for
substituir, a maquina é trocada por uma nova, e sua idade passa a ser igual a 1 no
préximo estagio.

Esse procedimento é repetido sucessivamente até o ultimo periodo, permitindo a

determinacao completa da politica 6tima de reposicao ao longo do horizonte de
planejamento.

8.3 Exemplos

EXEMPLO 8.3.1: Uma pequena empresa de marcenaria utiliza uma maquina de
corte de madeira em seu processo produtivo e atualmente essa maquina possui
2 anos de uso. O proprietario deseja definir uma politica de reposicao para
os proximos 3 anos e, ao final desse periodo de planejamento, a maquina que
estiver em operacgao sera vendida como sucata. O custo de aquisicao de uma
maquina nova é de R$ 20 mil, e a empresa estabelece como politica que nenhuma
maquina pode ultrapassar 5 anos de uso, devido ao aumento significativo dos
custos de manutencao. A tabela a seguir apresenta, de acordo com a idade da
maquina, a receita anual gerada pela producao, o custo operacional anual e o
valor de revenda ou sucata.
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Custo Valor de
Idade da Receita operacional revenda
maquina anual anual /sucata
(anos) (R$ mil) (R$ mil) (R$ mil)

0 12 2 20

1 11 3 16

2 10 4 13

3 5 10

4 6 7

5 7

Vamos determinar a politica de reposicao da maquina para os préoximos 3 anos,
de modo a maximizar a receita liquida total, utilizando a fungao recursiva (8.1).

m(i,j) =7(j) —c(j) +2(6+ 1,5 + 1)

s(i,7) =7(0) —c(0) + s(j) —c+ 2(: +1,1)
Z(Zvj) = max{ m(ivj)a S(ivj) }

manter, se m(i,j) > s(i,7),

Decisao(i, j) =
substituir, se s(i,7) > m(1, j),

Em seguida, iniciaremos a resolucao fazendo uma representacao da idade da
maquina como fungao do ano de decisdo, onde o par ordenado (i, j) representa
a idade da maquina j e ano de decisao . O objetivo é fazer menos calculos.

As nossas condi¢oes iniciais sao dadas pela tabela inicial, sao elas:

2(4,1) = 16
2(4,2) = 13
2(4,3) = 10
2(4,4) =7
2(4,5) = 5

A partir das condigoes iniciais, observa-se que a resolucao sera conduzida de
forma regressiva.

Terceiro estagio
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Nesse terceiro estagio, o indice 7 assume o valor 3, enquanto o indice j assume

os valores 1,2 e 4.

m(3,1) =r(1) —c(1) + 2(4,2)

=11-3+13
—12]

s(3,1) =7(0) —c(0) + s(1) —c+ 2(4,1)
=12-2+16—-204 16
=22

2(3,1) = max{m(3,1);s(3,1)}
= max{21; 22}
=122

Decisao: Substituir

m(3,2) =r(2) — c(2) + z(4, 3)
=10—-4+10
=16

5(3,2) =7(0) — ¢(0) + s(2) —c+ 2(4,1)
=122+ 1320116
=19

2(3,2) = max{m(3,2);s(3,2)}
= max{16; 19}
=19

Decisao: Substituir

m(3,4) =r(4) —c(4) + z(4,5)
—8-6+5
—L{

s(3,4) =7(0) — c(0) + s(4) — c+ 2(4,1)
=12-2+7-20+16
=13

2(3,4) = max{m(3,4);s(3,4)}
= max{7; 13}
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=13

Decisao: Substituir
Segundo estagio

Nesse segundo estagio, o indice ¢ assume o valor 2, enquanto o indice 7 assume
os valores 1 e 3.

m(2,1) =r(1) — (1) + 2(3,2)
=11-3+19
=21

s(2,1) =7(0) —c(0) + s(1) —c+ 2(3,1)
=12 =2+ 16 — 20 + 22
=28

2(2,1) = max{m(2,1);s(2,1)}
= max{27; 28}
= 28

Decisao: Substituir

m(2,3) =r(3) —c(3) + 2(3,4)
=9-5+13
=17

$(2,3) =7(0) —c(0) + s(3) —c+ 2(3,1)
—=12—=24-10— 20122
=122

2(2,3) = max{m(2, 3);s(2,3)}
= max{17;22}
=122

Decisao: Substituir
Primeiro estagio

Nesse primeiro estagio, o indice ¢ assume o valor 1, enquanto o indice 7 assume
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o valor 2.

m(1,2) =r(2) — c(2) + 2(2, 3)
=10 -4+ 22
= 28
s(1,2) =7(0) — c(0) + 5(2) —c+ 2(2,1)
=12—-2+13 -20+ 28
=31
2(1,2) = max{m(1,2);s(1,2)}
= max{28;31}
=31

Decisao: Substituir
Recuperacao da solugcao 6tima

A recuperacao da politica 6tima é realizada a partir do estado inicial do problema,
seguindo, de forma regressiva, as decisdes que geraram os valores 6timos obtidos
na etapa anterior da programacao dinamica.

O processo inicia-se no estagio correspondente ao primeiro ano do horizonte de
planejamento, considerando que a maquina possui idade inicial de 2 anos.

No estagio i = 1, estado j = 2, observa-se que o valor 6timo 2(1,2) = 31
foi obtido por meio da decisao de substituir a maquina, uma vez que essa
alternativa fornece valor superior ao da decisao de manté-la. Assim, ao final do
primeiro ano, a maquina passa a ter idade 1.

No estédgio i = 2, estado j = 1, verifica-se que o valor 6timo z(2, 1) = 28 também
foi obtido pela decisdo de substituir a maquina. Portanto, ao final do segundo
ano, a nova maquina passa novamente a ter idade 1.

No estagio i = 3, estado 7 = 1, observa-se que o valor 6timo z(3,1) = 22 é
obtido, mais uma vez, pela decisao de substituir a maquina.

Dessa forma, a receita liquida maxima é de 31 mil reais, sendo obtida pela
politica 6tima que consiste em substituir a maquina no inicio de cada um dos
trés anos do horizonte de planejamento.
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Ao final do periodo, a maquina em operacao é vendida como sucata, conforme
estabelecido nas condicoes do problema.

EXEMPLO 8.3.2: A John Deere possui atualmente um trator com 3 anos de
uso e deseja definir uma politica de reposicao para os préoximos 4 anos. Ao
final desse periodo, o trator em operacao sera vendido como sucata. O custo
de aquisicao de um trator novo é de R$ 500 mil, e a empresa estabelece que
nenhuma maquina pode ultrapassar 6 anos de uso. A tabela a seguir apresenta,
de acordo com a idade do trator, a receita anual, o custo operacional anual e o
valor de revenda ou sucata. Em cada ano, a empresa pode optar por manter o
trator atual em operacao por mais um ano ou substitui-lo por um trator novo.
Determine, por meio da programagcao dinamica, a politica 6tima de reposicao
ao longo dos préximos 4 anos, de modo a maximizar a receita liquida total.

Custo Valor de
Idade do Receita operacional revenda
trator anual anual /sucata
(anos) (R$ mil) (R$ mil) (R$ mil)

0 260 55 500

1 250 60 420

2 235 72 340

3 220 88 270

4 205 108 210

5 190 132 160

6 175 160 120

Vamos determinar a politica de reposi¢ao da John Deere para os préximos 4 anos,
de modo a maximizar a receita liquida total, utilizando a fungao recursiva (8.1).

Em seguida, iniciaremos a resolucao fazendo uma representacao da idade do
trator como fungao do ano de decisdao, onde o par ordenado (i,7) representa
idade do trator 7 e ano de decisao 7. O objetivo é fazer menos célculos.
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Pela condicao inicial dada, podemos notar que utilizaremos progressao recursiva

na resolucao.

Quarto estagio

Nesse quarto estagio, o indice ¢ assume apenas o valor 4, enquanto o indice j

assume os valores de 1, 2, 3 e 6.

m(4,1) = r(1) — (1) + 2(5,2)

s(4,1) =r(0) — ¢(0) + s(1) — c+ 2(5,1)
= 260 — 55 4 420 — 500 + 420

2(4,1) =

250 — 60 + 340
230

545
max{m(4, 1); s(4, 1)}
max{530; 545} = 545
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Decisao: Substituir

m(4,2) =r(2) — c(2) + 2(5, 3)

=235 — 724270
=433

s(4,2) =7(0) —¢(0) + s(2) —c+ 2(5,1)
= 260 — 55 + 340 — 500 + 420
= 465

2(4,2) = max{m(4,2);s(4,2)}
= max{433; 465} = 465

Decisao: Substituir

m(4,3) =7(3) — c(3) + 2(5,4)
= 220 — 88 + 210
= 342

s(4,3) =r(0) —c¢(0) + s(3) — c+ 2(5,1)
= 260 — 55 + 270 — 500 + 420
= 395

2(4,3) = max{m(4,3);s(4,3)}
= max{342;395} = 395

Decisao: Substituir

s(4,6) =7(0) — c(0) + s(6) — c+ 2(5,1)
= 260 — 55 4 120 — 500 + 420
= 245

2(4,6) = max{s(4,6)}
= max{245} = 245

Decisao: Substituir.

138

Observacao: A empresa estabelece que nenhuma maquina pode ultrapassar

6 anos de uso. Por esse motivo, nao apresentamos a opcao de manter, isto é,

m(4,6). Nesse caso, a substitui¢ao é obrigatoria.

Terceiro estagio
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Nesse terceiro estagio, o indice 7 assume o valor 3, enquanto o indice j assume

os valores 1, 2 e 5.

m(3,1) =r(1) —c(1) + 2(4,2)

= 250 — 60 + 465
= 655

s(3,1) =7(0) —c(0) + s(1) —c+ 2(4,1)
= 260 — 55 4 420 — 500 4 545
=670

2(3,1) = max{m(3,1);s(3,1)}
= max{655; 670} = 670

Decisao: Substituir

m(3,2) =r(2) — c¢(2) + 2(4, 3)
=235 — 724395
= 558

$(3,2) =7(0) — ¢(0) + s(2) —c+ 2(4,1)
= 260 — 55 + 340 — 500 + 545
= 590

2(3,2) = max{m(3,2);s(3,2)}
= max{558;590} = 590

Decisao: Substituir

m(3,5) = r(5) — ¢(5) + 2(4, 6)

=190 — 132 + 245
= 303

$(3,5) =7(0) — c(0) + s(5) —c+ 2(4,1)
= 260 — 55 4 160 — 500 + 545
=410

2(3,5) = max{m(3,5);s(3,5)}
= max{303;410} = 410

Decisao: Substituir
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Segundo estagio
o) le)

Nesse segundo estagio, o indice ¢ assume o valor 2, enquanto o indice j assume
os valores 1 e 2.

m(2,1) =7(1) —c(1) + 2(3, 2)

= 250 — 60 + 590
= 780

s(2,1) =7(0) —¢(0) + s(1) —c+ 2(3,1)
= 260 — 55 4 420 — 500 4 670
= 795

2(2,1) = max{m(2,1);s(2,1)}
= max{780; 795} = 795

Decisao: Substituir

m(2,4) =r(4) —c(4) + 2(3,5)
= 205 — 108 + 410
= 507

s(2,4) =7(0) — c(0) + s(4) —c+ 2(3,1)
= 260 — 55 4 210 — 500 4 670
= 585

2(2,4) = max{m(2,4); s(2,4)}
= max{507; 585} = 585

Decisao: Substituir
Primeiro estagio

Nesse primeiro estagio, o indice ¢ assume o valor 1, enquanto o indice j assume
o valor 3.

m(1,3) =r(3) —c(3) + 2(2,4)
= 220 — 88 + 585
—=[717
s(1,3) =7(0) — c(0) + 5(3) —c+ 2(2,1)
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= 260 — 55 + 270 — 500 + 795
=770

2(1,3) = max{m(1,3);s(1,3)}
= max{717; 770} = 770

Decisao: Substituir
Recuperacao da solugao 6tima

A recuperacao da politica 6tima é realizada a partir do estado inicial do problema,
seguindo, de forma regressiva, as decisoes que geraram os valores 6timos obtidos
na etapa anterior da programagao dinamica.

O processo inicia-se no estagio correspondente ao primeiro ano do horizonte de
planejamento, considerando que o trator possui idade inicial de 3 anos.

No estagio i = 1, estado j = 3, observa-se que o valor 6timo z(1,3) = 770 foi
obtido por meio da decisao de substituir o trator, uma vez que essa alternativa
fornece valor superior ao da decisao de manté-la. Assim, ao final do primeiro
ano, o trator passa a ter idade 1.

No estagio i = 2, estado j = 1, verifica-se que o valor 6timo z(2,1) = 795
também foi obtido pela decisao de substituir o trator. Portanto, ao final do
segundo ano, o novo trator passa novamente a ter idade 1.

No estagio i = 3, estado 7 = 1, observa-se que o valor 6timo 2(3,1) = 670 é
obtido, mais uma vez, pela decisao de substituir o trator.

No estagio i = 4, estado 7 = 1, observa-se que o valor 6timo z(4,1) = 545 é
obtido, mais uma vez, pela decisao de substituir o trator.

essa forma, a receita maxima é mil reais e pode ser obtida seguindo a
D f , t 770 mil d btid d
politica 6tima que consiste em substituir o trator no inicio de cada um dos
quatro anos desse periodo de planejamento.

Ao final do periodo, o trator em operacao é vendido como sucata, conforme
estabelecido nas condi¢oes do problema.
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ExEMPLO 8.3.3: Dona Geralda administra uma padaria bastante conhecida
pela qualidade de seus paes. Ela utiliza um forno elétrico, que possui atualmente
trés anos de idade, para manter a producao diaria. Com o passar do tempo,
Dona Geralda percebeu que o forno comecou a apresentar maior consumo
de energia e pequenos defeitos, aumentando os custos de manutencao. Além
disso, fornos novos disponiveis no mercado sao mais eficientes e permitem uma
producao mais rapida. Preocupada com os custos, Dona Geralda deseja definir
o momento mais adequado para substituir o forno atual por um novo. Seu
objetivo é minimizar o custo total ao longo de um horizonte de planejamento
de 4 anos. Sabe-se que o custo de aquisicao de um forno novo é de R$ 8.000, e
Dona Geralda pretende substitui o forno sempre que completar 6 anos de uso.
A Tabela (8.3) apresenta os dados do problema.

Idade Custo de Valor de
do forno Receita manutencao revenda
(anos) (R$ Mil) (R$ Mil) (R$ Mil)

0 12 0,3 7

1 11,5 0,5 6

2 10,8 0,8 5

3 10 1,2 4

4 9 1,7 3

5 7,8 2,3 2

Vamos determinar a politica de reposicao da maquina para os préximos 4 anos,
de modo a minimizar o custo total, utilizando a fungao recursiva (8.1).

Com o objetivo de evitar-se calculos desnecessarios, faremos uma representacao
da idade do forno j como fun¢ao do ano da decisao .
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Quarto estagio Analisando o plano cartesiano, nesse quarto estagio, o indice
assume apenas o valor 4, enquanto o indice 7 assume os valores 1, 2, 3 e 6.

m(4; 1) =r(1) — (1) + 2(5; 2)
—115-05+5
=16

s(4; 1) =r(0) — c(0) + s(1) —c+ 2(5; 1)

—12-03+6-8+6
= 8

2(4; 1) = max{m(4; 1); s(4; 1)}
= max{16; 15,7} = 16

Decisao: Manter

m(4; 2) =r(2) —c(2) + 2(5; 3)
— 10,8 — 0,8 + 4

|l
A
>
v



Problema de Reposicao 144

=14
s(4; 2) =7(0) —c(0) + s(2) —c+ 2(5; 1)
=12-03+5—-8+6
= 14,7
2(4; 2) = max{m(4; 2); s(4; 2)}
= max{14; 14,7} = 14,7

Decisao: Substituir

m(4; 3) =71(3) —c(3) + z(5; 4)
—10-12+3
— 11,8

s(4; 3) =7(0) —c(0) +s(3) —c+ 2(5; 1)
—12-03+4—846
= 13,7

z(4; 3) = max{m(4; 3); s(4; 3)}
=max{11,8; 13,7} = 13,7

Decisao: Substituir

s(4; 6) =r(0) —c(0) 4+ s(6) — c+ 2(5; 1)
—12-03+1-8+6
= 10,7

2(4; 6) = max{s(4; 6)}
= max{10,7} = 10,7

Decisao: Substituir.

Terceiro estagio

Analisando novamente o plano cartesiano, temos que nesse terceiro estagio, o
indice 7 assume o valor 3, enquanto o indice j assume os valores 1,2 e 5.

m(3; 1) =r(1) — (1) + z(4; 2)
—11,5-0,5+ 14,7
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— 257
s(3; 1) =7(0) —c(0) +s(1) —c+ 2(4; 1)

Decisao:

=12-03+6—-8+16
= 25,7

; 1) = max{m(3; 1); s(3; 1)}

= max{25,7; 25,7} = 25,7

Manter ou Substituir
:2) =71(2) —c(2) + 2(4; 3)
=10,8 — 0,8+ 13,7
= 23,7
; 2) =1(0) —c(0) +5(2) —c+ 2(4; 1)
=12-03+5-8+4+16
=247
; 2) = max{m(3; 2); s(3; 2)}
= max{23,7; 24,7}
=247
Substituir

: 5) =7r(5) —c(b) + 2(4; 6)

—78-23+10,7
= 16,2

; 5) =71(0) —c(0) +s(5) —c+ 2(4; 1)

=12-0,34+2—8+16
=217

; 5) = max{m(3; 5); s(3; 5)}

= max{16,2; 21,7} = 21,7

Substituir

Segundo estagio

14:

Nesse segundo estagio, o indice ¢ assume o valor 2, enquanto o indice j assume
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os valores 1 e 4.

m(2; 1) =7(1) — (1) + 2(3; 2)
— 11,5 — 0,5+ 24,7
= 357

s(2; 1) =7r(0) —c(0) +s(1) —c+ 2(3; 1)
=12-03+6—-8+25,7
— 354

2(2; 1) = max{m(2; 1); s(2; 1)}
= max{35,7; 35,4} = 35,7

Decisao: Manter

m(2; 4) =r(4) — c(4) + 2(3; 5)
9174217
=29

s(2; 4) =7r(0) —c(0) +s(4) —c+ 2(3; 1)
=12-03+3—-8+25,7
— 324

2(2; 4) = max{m(2; 4); s(2; 4)}
— max{29; 32,4} = 32,4

Decisao: Substituir
Primeiro estagio

Nesse primeiro estagio, o indice ¢ assume o valor 1, enquanto o indice j assume
o valor 3.

m(1; 3) =7(3) — ¢(3) + 2(2; 4)
—10-1,2+ 324
— 41,2

s(1; 3) =7(0) —c(0) +s(3) —c+ 2(2; 1)
=12-0,3+4 -8+ 35,7
— 434

z(1; 3) = max{m(1; 3); s(1; 3)}
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= max{41,2; 43,4} = 43,4

Decisao: Substituir
Recuperacao da solucao 6tima

No primeiro estégio, observa-se que o valor 6timo z(1; 3) = 43,4 foi obtido por
meio da decisao de substituir o forno.

No segundo estégio, verifica-se que o valor 6timo z(2; 1) = 35,7 foi obtido pela
decisao de manter o forno.

No terceiro estagio, observa-se que o valor 6timo z(3; 2) = 24,7 é obtido, mais
uma vez, pela decisao de substituir o forno.

No quarto estigio, observa-se que o valor étimo z(4; 1) = 16 é obtido, pela
decisao de manter o forno.

Dessa forma, resolvendo o problema de forma regressiva, obtém-se que, partindo
de um forno com 3 anos de idade, a politica 6tima consiste em substituir o
forno no primeiro ano, manté-lo no segundo, substitui-lo no terceiro e manté-lo
no quarto. O retorno liquido total maximo obtido ao longo do horizonte de
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planejamento é de 43,4 mil reais.

8.4 FExercicios

1) [resp] Meu filho de 13 anos de idade, presta
servigos de corte de grama a dez clientes. Para
cada um deles, ele corta a grama trés vezes por
ano, o que lhe rende 50 reais por cada corte. Ele
acabou de pagar 200 reais por um novo cortador
de grama. O custo de manutencao e operacao do
cortador é 120 reais para o primeiro ano de
servigo, aumentando nos anos seguintes. Um
cortador de 1 ano de idade tem valor de revenda
de 150 reais, sofrendo depreciacao nos anos
seguintes, conforme indicado na tabela. Meu
filho, que planeja manter seu negocio até os 16
anos de idade, acha que é mais econémico
comprar um novo cortador a cada dois anos, cujo

custo de aquisicao permanece constante em R$
200. Sua decisao é justificavel? [11]
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2) [resp| Uma empresa precisa determinar a
politica 6tima de reposicao para os proximos
quatro anos, para uma maquina que atualmente
tem trés anos de idade. A empresa exige que
uma maquina de seis anos seja substituida. O
custo de uma nova maquina é R$ 100 mil. A
tabela abaixo apresenta os dados do

problema. [11]

ST oF &F
,g’u? TS B2 RS
o © = =1
« s QR HH =R
8 Hg Cg o
0 20 0,2 -
1 19 0,6 80
2 18,56 1,2 60
3 172 1,5 50
4 155 1,7 30
5 14 1,8 10
6 122 2.2 5

3) [resp] Uma propriedade agricola utiliza um
trator para preparo do solo. Atualmente, o
trator possui 2 anos de uso, e o produtor deseja
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definir uma politica 6tima de reposi¢ao para os
proximos 4 anos. Ao final desse periodo de
planejamento, o trator que estiver em operacao
sera vendido como sucata. O custo de aquisi¢ao
de um trator novo é de R$ 30 mil, e a
propriedade adota a politica de que nenhum
trator pode ultrapassar 5 anos de uso, devido ao
aumento significativo dos custos de manutencao
e ao risco de falhas. A tabela a seguir apresenta,
de acordo com a idade do trator, a receita anual
gerada pelas operagoes agricolas, o custo
operacional anual e o valor de revenda ou sucata.

® = = o=

o Q omi o

7 FE §E RE
mo Sen =FN o%

=) Q O =

S8 g5 YE 0k
0 18 4 30
1 17 5 24
2 16 6 20
3 14 7 16
4 12 9 12
5 10 11 8

Em cada ano, o produtor pode decidir entre
manter o trator atual ou substitui-lo por um
novo. Ao substituir, o trator atual é vendido
pelo valor de revenda correspondente a sua idade,
e um novo trator ¢ adquirido.

a) Determine a politica 6tima de reposi¢ao do
trator ao longo dos 4 anos de planejamento.

b) Em quais anos o trator deve ser substituido?

¢) Qual é o retorno econdémico total maximo
obtido?

d) A politica de substituir o trator a cada 2
anos € o6tima? Justifique.
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Consideracoes Finais

A elaboracao desta apostila teve como principal objetivo aproximar a Matematica
de situagoes que fazem parte do cotidiano dos estudantes. Desde o inicio, a intencao
nao foi apenas apresentar um novo conteiido, mas mostrar que muitos problemas
enfrentados no dia a dia podem ser analisados de forma logica, organizada e funda-
mentada por meio da Matematica. Perguntas como “qual é a melhor escolha?”, “qual
caminho devo seguir?” ou “como utilizar melhor os recursos disponiveis?” motivaram
a elaboracao deste material.

Ao longo dos capitulos, buscou-se desenvolver essas ideias de forma gradual, partindo
de contetudos ja conhecidos pelos estudantes do Ensino Médio. As fungoes recursivas
e os problemas de maximos e minimos foram apresentados ndo como temas isolados,
mas como conceitos que se complementam e conduzem naturalmente ao estudo de
grafos, de caminhos minimos e da programacao dinamica. A opcao por essa sequéncia,
buscou favorecer uma aprendizagem progressiva e significativa.

Os problemas da Mochila e de Reposicao foram escolhidos, entre outros problemas
classicos da programagao dindmica, para evidenciar que esse método vai muito além
de um procedimento algoritmico. A programacao dinamica representa uma maneira,
de pensar, de comparar alternativas e de tomar decisoes fundamentadas. Mais do que
encontrar respostas, esse método ensina a organizar o raciocinio, identificar padroes,
dividir problemas complexos em partes menores e mais simples e compreender que
uma boa decisao é resultado de um processo de analise.

Ao concluir esta apostila, espera-se que o leitor perceba que a programacao dina-
mica nao ¢ um tema distante da matematica escolar. Pelo contrario, ela pode ser
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compreendida a partir de conhecimentos ja presentes no curriculo e servir como
elo entre diferentes contetidos matematicos. Mais do que ampliar o repertério dos
estudantes, essa abordagem favorece o desenvolvimento do raciocinio logico, da
autonomia intelectual e da capacidade de justificar escolhas, competéncias cada vez
mais importantes dentro e fora da escola.

Nao foi objetivo desta apostila substituir conteiidos do curriculo do Ensino Médio,
tampouco complementa-los de modo direto. O material foi concebido como apoio a
atividades extracurriculares e destinado a estudantes interessados em aprofundar seus
conhecimentos e desenvolver habilidades relacionadas ao pensamento computacional,
a modelagem matematica e a resolucao estruturada de problemas. Sem interferir
na organizacao curricular vigente, o texto busca ampliar o horizonte formativo dos
estudantes.

Espera-se, ainda, que este material incentive professores a explorar novas possibilida-
des em sala de aula e desperte nos estudantes a curiosidade por temas que, muitas
vezes, permanecem restritos ao Ensino Superior. Aos leitores interessados em apro-
fundar seus conhecimentos em Pesquisa Operacional e em conhecer outros problemas
e métodos de otimizagdo, recomenda-se a leitura da obra de Taha [11]. Se esta
apostila conseguir mostrar que a Matematica é uma ferramenta para compreender
situacoes reais, analisar alternativas e tomar melhores decisoes, ela tera alcancado o
propoésito que motivou sua elaboracao.

Assim como no inicio desta obra foi feito o convite para olhar a Mateméatica sob uma
nova perspectiva, estas paginas se encerram renovando esse mesmo convite. Que
a programagcao dinamica seja vista nao apenas como um método de resolugao de
problemas, mas como uma maneira de pensar, capaz de transformar perguntas em
estratégias, estratégias em solugoes e solugoes em conhecimento.
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Respostas

Capitulo 2

1) Este exercicio pode ser Resolvido de forma
progressiva ou regressiva, iremos resolver de forma
progressiva.

A(l) =2
A@2)=A(1)+3=2+3=5
A(B)=A(2)+3=5+3=8
A4)=A@B)+3=8+3=11
A(B) = A(4)+3=11+3=14

Portanto, o quinto termo da progressao aritmética é 14.

2) Calculando o quinto termo da progressao geométrica
de forma progressiva, lembrando que o mesmo exercicio
também pode ser calculado de forma regressiva.

G(1) =3
G2)=G(1)-2=2-3=6
GB3)=G(2)-2=6-2=12
G4)=G3)-2=12-2=24
G(5)=G(4)-2=124-2 = 48

Portanto, o quinto termo da progressao Geométrica é 48.

3) Como C(0) = 20 é par,

_ 2 _

() =5

10

O ntmero 10 também é par,

_ 10 _

c(2) =5

5.
O ntmero 5 é fmpar,

C(3)=3-5+1=16.

O ntmero 16 é par,

c) =3

8.

O ntmero 8 é par,

Portanto, a sequéncia completa é:

20,10, 5,16, 8,4, 2, 1.

4)  Vamos resolver o exercicio utilizando definigao
recursiva, foco do nosso trabalho.

2 = 1l
D(n) =17 "
D(n—1)+05, n=234,...
Assim,
D(1)=2
D(2)=D(1)+05=24+05=2)5
D3)=D(2) +05=25+05=3
D@4)=D(3)+0,5=3+05=35
D()=D(4)+05=35+05=14

Portanto, a resposta é 4 km. Letra C



5) Vamos utilizar recursdo na resolugao.

Oln) {200, n=1
Cn—1)+10, n=234,...

C(1) = 200

C(2) = C(1) + 10 = 200 + 10 = 210

C(3) = C(2) + 10 = 210 + 10 = 220

C(4) = C(3) + 10 = 220 + 10 = 230

Portanto, a resposta é 230 Kwh. Letra C

6) Resolvendo utilizando recursio, temos:

]_ =
S(n) = 000, n=0
1,01-S(n—1), n=2,34,...
5(0) = 1000

s(1) = 1,01 - S(0) = 1,01 - 1000 = 1010,00
5(2) =1,01- 8(1) = 1,01 - 1010 = 1020,10

Portanto, a resposta é R$ 1020,10. Letra B

7)
1, n=1
A(n){A(n—1)+2(n_1)7 n=223,4,...

A(l) =1
A2)=A1)+2-1=1+2=3
A(3):A(2)—|—2 2=34+4=7
A(4) = A(3)+2-3=7+6=13
A(5)=A(4) +2-4=13+8=21

O valor do quinto termo dessa sequéncia é 21. Letra C.

8)

1, n=2>0
B(n):{zB(n—n, n=2304,...
B(0) =1
B(1)=2-B(0)=2-1=2
B(2)=2-B(1)=2-2=4
BB3)=2 B(2)=2-4=8
B(4)=2 B(3)=2-8=16
B(5)=2-B(4)=2-16 = 32

Apos 5 horas, o numero de bactérias presentes sera de 32.
Letra D.

Capitulo 3

1)  Como o coeficiente de 22 é (—2) < 0, o grafico dessa
fun¢do é uma parabola com concavidade voltada para
baixo, o que significa que o lucro atinge um valor méximo
no vértice da parabola.

O valor de x correspondente ao vértice é dado por:

Logo, para que o lucro seja maximo, a empresa deve
vender 100 camisetas.
Resposta correta: D

2)  Como o coeficiente de z2 é (1) > 0, o gréafico dessa
funcdo é uma parabola com concavidade voltada para
cima, o que significa que a fungdo possei um valor
minimo no vértice da parabola.

O valor de x correspondente ao vértice é dado por:

—b
r=—
2a
B (—20)
T
_ 20
=
xr =10

Logo, para que o custo seja minimo, a empresa deve
produzir 10 unidades.
Resposta correta: B

3) A Fungéo do lucro é:

L(z) = —2® 4 14z — 45

Como essa funcao é uma parabola com concavidade para
baixo, o maior lucro ocorre no vértice. A coordenada x
do vértice é dada por:

—b

By = —
2a



Nesse caso: a = —1 e b = 14 Logo:
—-14 —14
WEr ey =2

Portanto, o maior lucro ocorre quando o prego da barra é
x = 7. Na lista de precos, a barra que custa R$ 7,00 é a
barra IV.

Resposta correta: D

4) Para abrir a porta, a temperatura deve atingir 39 °C.

Entao fazemos:

t2
—— + 400 = 39
1 +

Capitulo 4

t2
_ZQ = 39 — 400
t
- = 361
t? = —4-(—361)
t? = 1444
t =+/1444
t =38

Como o tempo nao pode ser negativo, consideramos
t = 38. Portanto, o tempo minimo de espera é de 38
minutos.

Resposta correta: D

1) Podemos desenhar um diagrama no qual os planetas
sao representadas por pontos e as rotas que os ligam por
segmentos de reta que nao se intersectam (veja a figura).
Agora é claro que é impossivel viajar da Terra para
Marte.

Ur

2) Suponhamos que isto é possivel. Considere o grafo no
qual os vértices representam os telefones e as arestas
representam os fios. Este grafo tem 15 vértices e cada um
deles tem 5 arestas. Vamos contar o niimero de arestas
neste grafo. Para isto, podemos somar todos os vértices.
No entanto, nesta soma, cada aresta é contada duas vezes
(cada aresta liga dois vértices). Portanto, o niimero de
arestas no grafo tem que ser igual a 1‘2—5 Mas esse
nimero nao € inteiro. Segue que tal grafo nao pode
existir, o que significa que nao podemos conectar os
telefones como enunciado no problema.

Capitulo 5

3) Considere o grafo no qual os vértices representam as
cidades e as arestas representam as estradas. Este grafo
tem 100 vértice e cada um deles tem 4 arestas. Vamos
contar o nimero de arestas neste grafo. Para isto,
podemos somar todos os vértices. No entanto, nesta
soma, cada aresta é contada duas vezes (cada aresta liga
dois vértices). Portanto o ntimero de arestas no grafo tem
que ser igual a % = 200. Segue que tal grafo possui
200 arestas.

Portanto, existem ao todo 200 estradas neste reinado.

4) Vamos analisar os possiveis caminhos do ponto A até
o ponto F.

Caminho ABDF: 4+5+3=12

Caminho ABEF: 44+ 1044 =18

Caminho ACDF: 2+8+3 =13

Caminho ACEF: 2+6+4 =12

Caminho ACBDF: 2+1+4+5+3=11

Caminho ACBEF: 2+1+10+4=17

Comparando os tempos, o menor deles é: 11 minutos.
Portanto, o estudante deve seguir o caminho minimo
ACBDF, gastando o tempo minimo de 11 minutos.




1) (a) Este é o grafo que representa o problema

(b) Queremos encontrar o menor custo total entre o né A
e o nd F, para isso, vamos utilizar a fungdo recursiva

0, j € o primeiro n6
2(j) = . o

min {c(i,7)}, j demais nds

(i,j) ek

Onde c¢(4,5) = 2(2) + d(i,5)
queremos calcular z(F'). Para isso precisamos calcular a
distancia do né inicial A até cada né do grafo, isto é,
queremos calcular z(j) para j = A, B,C,..., F

Condicao inicial
z(A)=0

Estagio 1

z(B) = min{c(4, B)}

= min{z(A) + d(A, B)}

= min{0 + 4}

=4 (passando por A)
2(C) = min{c(4,C)}

= min{z(A) + d(A,C)}

= min{0 + 2}

=2 (passando por A)

Estagio 2
o(B,D) = 2(B) +d(B,D) =4 +5=9
¢(C,D)=2(C)4+d(C,D)=2+3=5
e(B,E) = 2(B) + d(B,E) = 4+ 10 = 14
¢(C,E)=2(C)+d(C,E)=2+T=
2(D) = min{ (B, D); «(C, D); }
=5 (passando por C)
2(E) =min{ ¢(B, E); ¢(C,E); }
=9 (passando por C).
Estéagio 3

o(D,F)=2(D)+d(D,F) =5+4=9
(B, F) = 2(E) +d(E,F) =9 +1 =10

z(F) =min{ ¢(D, F); ¢(E,F); }
=9 (passando por D)

Resumo do estégio 1:

2(B) = 4 (passando por A)
2(C) =2

(passando por A)
Resumo do estégio 2:

=5 (passando por C)
z(E) =9 (passando por C)

Resumo do estéagio 3:

z(D) =9 (passando por D)

Portanto, o menor custo total é R$9,00
(c) O caminho que deve ser escolhido é

ACDF

2)  Queremos encontrar o maior lucro total entre o né A
e o n6 F, para isso, vamos utilizar a funcéo recursiva

0, j € o primeiro n6

20) = max {c(z i}
(j) el
onde (i,j) = 2(i) + d(i.j)
Queremos calcular z(F'). Para isso precisamos calcular o
lucro acumulado do né inicial A até cada né do grafo, isto
é, queremos calcular z(j) para j = A,B,C,... | F
Condic¢ao inicial

7 demais nés

z2(A)=0
Estéagio 1
z(B) = max{c(A, B)}
= max{z(A) + d(4, B)}
= max{0 + 8}
=8 (passando por A)

z(C) = max{c(4,C)}
= max{z(A) + d(4,C)}
= max{0+ 6}

=6 (passando por A)

Estagio 2
¢(B,D)=2(B)+d(B,D)=8+7=15
¢(C,D) = 2(C) +d(C,D) = 6+ 5 = 11
¢(B,E)=2(B)+d(B,E)=8+4=12
¢(C,E) =z(C )+d(C7E):6+9:15

)=

z(D

=15 (passando por B).
=max{ ¢(B, E); ¢(C,E); }
= 15 (passando por C).

z(E)



Estéagio 3

(D, F) = (D) + d(D,F) = 15+ 6 = 21
o(E,F) = 2(E) + d(E,F) = 15+ 8 = 23
2(F) = max{ ¢(D, F); ¢(E, F); }
= 23 (passando por E).

Resumo do estagio 1:

z(B) = 8 (passando por A)
z(C) = 6 (passando por A)
Resumo do estagio 2:

z(D) = 15 (passando por B)
z(E) = 15 (passando por C)
Resumo do estégio 3:

z(F') = 23 (passando por E)

Portanto, o maior lucro total é R$23,00 e o caminho que
gera o maior lucro é:

ACEF

3) (a) Resolucao

(b) Queremos encontrar o caminho mais rapido entre o né
C e o né E, para isso, vamos utilizar a fungao recursiva

0, j € o primeiro né

z(jJ) =
G) min {c(i,7)}, Jj demais nés
(i.3) ek

pude ¢(i,j) = 2(i) + d(i.j)
Queremos calcular z(E). Para isso precisamos calcular a
distancia do né inicial C' até cada n6 do grafo, isto é,
queremos calcular z(j) para j = C,P,M,...,B,E.

Condigao inicial

2(C)=0

Capitulo 6

Estéagio 1

z(M) = min{c(C, M)}
= min{z(C) + d(C, M)}
= min{0 + 4}
=4 (passando por C)

Estagio 2

c¢(C,P)=2(C)+d(C,P)=0+6=6
o(M,P) = 2(M)+d(M,P)=4+2=6
z(P) = min{ ¢(C, P); ¢(M, P); }
= 6 (passando por C ou passando por M)
Estagio 3
o(P,B) = 2(P)+d(P,B) =6+3=9
¢(M,B)=2z(M)+d(M,B)=4+6=10

Z(B) - min{ C(PvB); C(MvB); }
=9 (passando por P).

Estéagio 4

¢(P,E)=2z(P)+d(P,E)=6+T7=13
¢(B,E)=2(B)+d(B,E)=9+4=13
z(FE) =min{ ¢(P, E); ¢(B,E); }
= 13 (passando por P ou passando por B)

Resumo do estégio 1:

2(M) = 4 (passando por A)

Resumo do estégio 2:

2(P) = 6 (passando por C ou M)

Resumo do estéagio 3:

2(B) =9 (passando por P)
Resumo do estagio 4:

z(F) = 13 (passando por P ou B)

Portanto, o menor tempo acumulado é 13min.

(c) Temos trés caminho que podem ser escolhido, sdo eles:
CMPE, CMPBE, CPE




1) Condigoes iniciais:
z(i,0) =0
2(0,4) =0
Primeiro estagio
z(1,1) = 2(0,1)
=0
Decisao: Nao levar o item 1, pois p; > 1
z(1,2) = max{z(0,2),12 + z(0,0)}

max{0, 12}
=12

Decisao: Levar o item 1
z(1,j >2) =12

Decisao: Levar o item 1
Segundo estigio

2(2,1) = 2(1,1)
=0
Decisao: Nao levar o item 2, pois pa > 1
2(2,2) = 2(1,2)
=12
Decisao: Nao levar o item 2, pois py > 2
2(2,3) = max{z(1,3),18 + 2(1,0)}

= max{12,18 + 0}
=18

Decisao: Levar o item 2

2(2,4) = max{z(1,4),18 + z(1,1)}
= max{12,18 4+ 0}
=18

Decisao: Levar o item 2

2(2,7 > 5) = max{z(1,5),18 + 2(1,2)}
= max{12,18 + 12}
=30

Decisao: Levar o item 2
Terceiro estagio

2(3,1) = 2(2,1)
=0

Decisao: Nao levar o item 3, pois pg > 1

2(3,2) = 2(2,2)
=12

Decisao: Nao levar o item 2, pois p3 > 2

2(3,3) = 2(2,3)
=18

Decisao: Nao levar o item 3, pois p3 > 3

2(3,4) = max{2(2,4),20 + 2(2,0)}
= max{18,20 + 0}
=20

Decisao: Levar o item 3

z(3,5) = max{2(2,5),20 + 2(2,1)}
= max{30,20 + 0}
=30

Decisao: Nao levar o item 3

2(3,6) = max{z(2,6),20 + 2(2,2)}
= max{30,20 + 12}
=32

Decisao: Levar o item 3

2(3,7) = max{2(2,7),20 + 2(2,3)}
= max{30, 20 + 18}
=38

Decisao: Levar o item 3

z(3,8) = max{2(2,8),20 + z(2,4)}
= max{30,20 + 18}
=38

Decisao: Levar o item 3

2(3,9) = max{2(2,9),20 + 2(2,5)}
= max{30, 20 + 30}
=50

Decisao: Levar o item 3
Quarto estagio

2(4,9) = max{z(3,9),24 + 2(3,4)}

= max{50, 24 + 20}
=50

Decisao: Nao levar o item 4

Recuperando a solugao 6tima

As cargas que devem ser embarcadas sao 1, 2 e 3,
obtendo valor méximo de R$50 mil, sem ultrapassar a
capacidade do navio.

2)  Queremos maximizar o lucro total, sem ultrapassar o
peso limite.

Itens Peso total | Valor total
1+2 50 (excede)
1+3 30 45
243 40 61
1+2+3 60 (excede)




Depois de analisarmos todas as opg¢oes, concluimos que a
melhor escolha é levar os objetos 2 e 3, com valor total de
61 e peso total 40. Esse é o maximo valor possivel dentro
das restrigoes.

3) Resolugao: a
Seja z(i,7) a utilidade maxima obtida ao considerar os i

primeiros objetos e uma capacidade de carga igual a j kg.

A relagao de recorréncia da programacao dindmica para o
problema da mochila sem repeticao é dada por

0, set=0o0uj=0
(i 1,5),
max{z(i — 1,7),
vi+2(i— 1,5 —pi)},
caso contrario

se pi > J,
2(i, §) =

em que p; representa o peso do objeto i e v; representa
sua utilidade ou valor associado.
Neste problema, temos:

(p1,U1) = (15 6)7
<p27v2) = (25 10)7
(p3,vs3) = (3,12),
(pa,v4) = (4,18),
(ps, vs) = (5,22)
Resolucao b
Condigoes iniciais:
z(i,0) = 0,
2(0,7) =0.
Primeiro estagio

z(1,1) = max{2(0,1),6 + z(0,0)}
= max{0,6}
—6

Decisao: Levar o item 1.

2(1,7 > 2) = max{z(0,2),6 + 2(0,1)}
= max{0,6}
=6

Decisao: Levar o item 1
Segundo estagio

2(2,1) = 2z(1,1)

=6
Decisao: Nao levar o item 2

2(2,2) = max{2(1,2),10 + 2(1,0)}
= max{6,10}
=10

Decisao: Levar o item 2

2(2,7 > 3) = max{2(1,3),10 + 2(1,1)}
= max{6, 16}
=16

Decisao: Levar o item 2
Terceiro estagio
2(3,1) = 2(2,1)
=6
Decisao: Nao Levar o item 3, pois pg > 1

2(3,2) = 2(2,2)
=10

Decisao: Nao usar o item 3

z(3,3) = max{2(2,3),12 + 2(2,0)}
= max{16, 12}
=16

Decisao: Nao levar o item 3

z(3,4) = max{2(2,4),12 + 2(2,1)}
= max{16, 18}
=18

Decisao: Levar o item 3

z(3,5) = max{2(2,5),12 + 2(2,2)}
= max{16, 22}
=22

Decisao: Levar o item 3

z(3,6) = max{2(2,6),12 + z(2,3)}
= max{16, 28}
=28
Decisao: Levar o item 3
Quarto estagio
2(4,1) = 2(3,1)

Decisao: Nao Levar o item 4, pois py > 1

z(4,2) = 2(3,2)
=10

Decisao: Nao levar o item 4
z(4,3) = 2(3,3)
=16
Decisao: Nao levar o item 4

2(4,4) = max{z(3,4); 18 + 2(3,0)}
= max{18; 18}
=18



Decisao: Levar ou nao levar o item 4

z(4,5) = max{z(3,5); 18 + 2(3,1)}
= max{22;24}
=24

Decisao: Levar o item 4

z(4,6) = max{z(3,6); 18 + 2(3,2)}
= max{28; 28}
=28
Decisao: Nao levar ou levar o item 4
Quinto estagio
z(5,6) = max{z(4,6),22 + z(4,1)}
= max{28, 28}
=28

Decisao: Nao levar ou levar o item 5
Assim, o valor 6timo é

z(5,6) = 28.
Resolugao ¢
Para identificar quais objetos compdem a solucao étima,

fazemos o retrocesso na tabela.
Como

z(5,6) = 2(4,6) = 28,

concluimos que o objeto 5 nao foi selecionado.

Capitulo 7
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Em seguida, observamos que
2(4,6) = 2(3,6) = 28,

portanto, o objeto 4 também nao foi incluido.
Agora, como

2(3,6) # 2(2,6),
isto é,
28 # 16,

segue que o objeto 3 foi incluido. Restam, entdo,
6 — 3 = 3 kg de capacidade.
Analisando a posicao correspondente, vemos que

2(2,3) # 2(1,3),
pois
16 # 6.

Logo, o objeto 2 foi incluido. Restam agora 3 —2 =1 kg.
Por fim, temos

z(1,1) # 2(0,1),
uma vez que
6 # 0.

Assim, o objeto 1 também foi incluido.
Portanto, a solucdo 6tima é composta pelos objetos 1, 2e3.

1) Condigoes iniciais:
z(i,0) = 0,
z(0,7) =0.
Primeiro estagio
z(1,1) = 2(0,1) =0
Decisao: Nao levar o item 1, pois p; > 1.

2(1,2) = max{z(0,2),31 + 2(0,0)}
= max{0, 31}
=31

Decisao: Levar 1 unidade do item 1

z(1,3) = max{z(0,3),31 + 2(0,1)}
= max{0, 31}
=31

Decisao: Levar 1 unidade do item 1

2(1,4) = max{z(0,4),31 + 2(0,2),2 - 31 + 2(0,0)}
= max{0, 31,62}
=62

Decisao: Levar 2 unidades do item 1

Segundo estagio

z(2,1) = 2(1,1)
=0

Decisao: Nao levar o item 2

2(2,2) = 2(1,2)
=31

Decisao: Nao levar o item 2

2(2,3) = max{2(1, 3),47 + 2(1,0)}
= max{31,47}



=47
Decisao: Levar 1 unidades do item 2

2(2,4) = max{z(1,4),47 + z(1,1)}
= max{62,47}
= 62

Decisao: Nao levar o item 2
Terceiro estagio

2(3,4) = max{z(2,4), 14 + 2(2,3),2 - 14 + 2(2, 2),
3144 2(2,1),4- 14 + 2(2,0)}

— max{62, 14 + 47,28 + 31,42 + 0,56 + 0}

max{62,61,59,42,56}

=62

Decisao: Nao levar o item 3

Recuperando a solugao 6tima

O navio deve ser carregado com duas unidades do item 1,
obtendo receita maxima de 62 milhares de ddlares.

2) Condigoes iniciais

z(i,0) =0,
2(0,7) = 0.

Primeiro estagio

z(1,1) = max{z(0,1),12 + 2(0,0)}
= max{0, 12}
=12

Decisao: Levar 1 unidade do item 1

z(1,2) = max{z(0,2),12 + 2(0,1),2 - 12 + 2(0,0)}
= max{0, 12,24}
=24

Decisao: Levar 2 unidade do item 1

z(1,3) = max{2(0,3),12 + 2(0,2),2 - 12+ 2(0, 1),
312 + 2(0,0)}
= max{0, 12,24, 36}
=36

Decisao: Levar 3 unidade do item 1

z(1,4) = max{z(0,4),12 + 2(0,3),2 - 12 + 2(0,2),
3-12+2(0,1),4- 12+ 2(0,0)}
— max{0, 12, 24, 36, 48}
=48

Decisao: Levar 4 unidades do item 1

z(1,5) = max{z(0,5),12 + 2(0,4),2 - 12 + 2(0,3),
3-12+2(0,2),4 12 + 2(0, 1)
512+ 2(0,0)}

= max{0, 12, 24, 36, 48, 60}
=60

Decisao: Levar 5 unidades do item 1
Segundo estagio

2(2,1) = z(1,1)
=12
Decisao: Nao levar o item 2, pois p; > 1.

2(2,2) = max{z(1,2),20 + z(1,0)}
= max{24, 20}
=24

Decisao: Nao levar o item 2.

2(2,3) = max{2(1,3),20 + 2(1,1)}
= max{36, 32}
=36

Decisao: Nao levar o item 2.

2(2,4) = max{z(1,4),20 + 2(1,2),2 - 20 + 2(1,0) }
= max{48,44, 40}
=48

Decisao: Nao levar o item 2.

z(2,5) = max{2(1,5),20 + 2(1,3),2- 20 + 2(1,1)}
= max{60, 56, 52}
=60

Decisao: Nao levar o item 2.

Terceiro estagio

2(3,1) = 2(2,1)
=12

Decisao: Nao levar o item 3, pois p; > 1.

2(3,2) = 2(2,2)
=24

Decisao: Nao levar o item 3, pois p; > 1.

z(3,3) = max{2(2,3),33 + 2(2,0)}
= max{36, 33}
=33

Decisao: Nao levar o item 3.

2(3,4) = max{z(2,4),33 + 2(2,1)}
= max{48,45}
=48

Decisao: Nao levar o item 3.

2(3,5) = max{z(2,5),33 + 2(2,2)}



= max{60, 57}
=60

Decisao: Nao levar o item 3.

Quarto estagio

z(4,5) = max{z(3,5),40 + 2(3,1)}
= max{60,40 + 12}
= max{60, 52}
=60

Decisao: Nao levar o item 4.

Recuperando a solugao 6tima

O produtor deve transportar 5 cargas de fertilizante.
Peso:5 - 1 = 5 toneladas Valor: 512 = 60 mil reais.

3) Condigdes iniciais

Primeiro estégio (i =1)
z(1,1) = 2(0,1)
Decisao: Nao levar o item 1, pois p; > 1.
2(1,2) = 2(0,2)
=0
Decisao: Nao levar o item 1, pois p; > 2.

2(1,3) = max{z(0, 3); 3,1 4+ 2(0,0)}
= max{0; 3,1 + 0}
=3,1
Decisao: Levar 1 unidade do item 1.
z(1,4) = max{z(0,4), 3,1 + z(0;0)}
= max{0; 3,1+ 0}
=3,1
Decisao: Levar 1 unidade do item 1.
z(1,5) = max{z(0,5); 3,1 4+ 2(0,2)}
= max{0; 3,1}
=3,1
Decisao: Levar 1 unidade do item 1.
z(1,6) = max{z(0,6); 3,1 4+ 2(0,3); 2-3,1 + 2(0,0)}
= max{0; 3,1; 6,2}
=6,2

Decisao: Levar 2 unidade do item 1.

z(1,7) = max{0,7); 3,1 4+ 2(0,4); 2- 3,1 + 2(0,1)}
= max{0; 3,1; 6,2}
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=62

Decisao: Levar 2 unidade do item 1.
Segundo estagio (i = 2)

2(2,1) = 2(1,1)
=0

Decisao: Nao levar o item 2, pois pa > 1.

2(2,2) = max{2(1,2);2,6 + z(1,0)}
= max{0; 2,6}
—26

Decisao: Levar 1 unidade do item 2.

2(2,3) = max{z(1,3);2,6 + 2(1,1)}
= max{3,1; 2,6}
— 1l

Decisao: Nao levar o item 2.

2(2,4) = max{z(1,4);2,6 + 2(1,2);2- 2,6 + 2(1,0) }
= max{3,1; 2,6; 5,2}
=52

Decisao: Levar 2 unidade do item 2.

2(2,5) = max{z(1,5); 2,6 + 2(1,3);2- 2,6 + 2(1,1)}
= max{3,1; 5,7; 5,2}
— 5,7

Decisao: Levar 1 unidade do item 2.

2(2,6) = max{z(1,6);2,6 + z(1,4);2- 2,6 + z(1, 2);
3:2.6+2(1,0)}
= max{6,2; 5,7; 5,2; 7,8}
—7.38

Decisao: Levar 3 unidade do item 2.

2(2,7) = max{2(1,7);2,6 + 2(1,5); 2 - 2,6 + 2(1, 3);
3-2,6+2(1,1)}
= max{6,2; 5,7; 8,3; 7,8}
—83

Decisao: Levar 2 unidade do item 2.
Terceiro estigio (i = 3)

2(3,1) = 2z(2,1)

Decisao: Nao levar o item 3, pois ps > 1.

2(3,2) = 2(2,2)
=26



Decisao: Nao levar o item 3, pois ps > 2.

2(3,3) = 2(2,3)
-31

Decisao: Nao levar o item 3, pois ps > 3.

2(3,4) = max{z(2,4);3,5 + 2(2,0)}
= max{5,2; 3,5}
—52

Decisao: Nao levar o item 3.

2(3,5) = max{2(2,5); 3,5+ 2(2,1)}
= max{5,7; 3,5}
=95,7

Decisao: Nao levar o item 3.

z(3,6) = max{2(2,6);3,5 + 2(2,2)}
= max{7,8; 6,1}
—7.8

Decisao: Nao levar o item 3.

2(3,7) = max{=(2,7);3,5 + 2(2,3)}
= max{8,3; 6,6}
=8,3
Decisao: Nao levar o item 3.
Quarto estagio (i = 4)
z2(4,1) = 2(3,1)

=0

Decisao: Nao levar o item 4, pois py > 1.

2(4,2) = 2(3,2)
=26

Decisao: Nao levar o item 4, pois py > 2.

2(4,3) = max{z(3,3);2,8 + 2(3,0)}
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= max{3,1; 2,8}
— il

Decisao: Nao levar o item 4.

z(4,4) = max{z(3,4);2,8 + 2(3,1)}
= max{5,2; 2,8}
=52

Decisao: Nao levar o item 4.

z(4,5) = max{z(3,5);2,8 + 2(3,2)}
= max{5,7; 5,4}
=57

Decisao: Nao levar o item 4.

2(4,6) = max{z(3,6);2,8 + 2(3,3);2- 2,8 + 2(3,0)}
= max{7,8; 5,9; 5,6}
=78

Decisao: Nao levar o item 4.

z(4,7) = max{z2(3,7);2,8 + 2(3,4); 2- 2,8 + 2(3,1) }
= max{8,3; 8; 5,6}
=38,3

Decisao: Nao levar o item 4.
Quinto estagio (i = 5)

2(5,7) = max{2(4,7); 2,4+ 2(4,5);2 - 2,4 + z(4, 3);
3-2,4+ 2(4,1)}
= max{8,3; 8,1; 7,9; 7,2}
—83

Decisao: Nao levar o item 5.

Resultado final

O deputado deve contratar 1 lote do tipo 1 e 2 lotes do
tipo 2, obtendo um alcance maximo de 8,3 mil eleitores,
com custo total de 7 mil ddlares.

Capitulo 8

1) Condigao inicial

2(4,1) = 150
2(4,2) = 135
2(4,3) = 120

Terceiro estagio

m(3,0) = r(0) — c(0) + 2(4,1)

= 1500 — 120 + 150
= 1530

2(3,0) = max{m(3,0)}
= max{1530} = 1530

Decisao: Manter

m(3,1) =r(1) —e(l) + 2(4,2)
= 1500 — 140 + 135
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= 1495 Decisao: Manter

$(3,1) =7(0) — c(0) + s(1) —c+2(4,1) No segundo estagio, quando a maquina terd idade 1,
= 1500 — 120 + 150 — 200 + 150 houve empate.
= 1480 2(2,1) = 2825

2(3,1) = max{m(3,1);s(3,1)}

— max{1495; 1480} — 1495 Decisao: Manter ou Substituir

Assim, temos duas solugdes 6timas:

Decisao: Manter Solucgao 1
Ano 1: Manter
m(3,2) =7(2) — c(2) + 2(4,3) Ano 2: Manter
= 1500 — 170 + 120 Ano 3: Substituir
= 1450 Solucao 2
Ano 1: Manter
3,2) = r(0) — ¢(0 2) — 4,1
5(3,2) = 1(0) = c(0) +5(2) — e +2(4, 1) Ano 2: Substituir
= 1500 — 120 + 135 — 200 + 150 Ano 3: Manter
= 1465 Ambas com o mesmo retorno total de R$ 4205,00.
z(3,2) = max{m(3,2);s(3,2)} Portanto, a decisao do meu filho é justificdvel, mas nao é
= max{1450; 1465} nica, pois hd empate com outra solucdo 6tima.
= 1465 ,
2) Condigdes iniciais
Decisao: Substituir
Segundo estagio 2(5; 1) = 80
z(5; 2) =60
m(2,0) =r(0) — c(0) + 2(3,1) 2(5; 3) = 50
= 1500 — 120 + 1495 2(5; 4) = 30
= 2875
2(2,0) = max{m(2,0)} Quarto estagio
= max{2875} = 2875 m(4; 1) =r(1) — (1) + 2(5; 2)
Decisao: Manter = 19=0,6+60
= 78,4
m(2,1) =7r(1) - ¢(1) +2(3,2) s(4; 1) =r(0) — c(0) + s(1) —c+ 2(5; 1)
= 10D =T et =20 0,2+ 80 — 100 + 80
= 2825 =179,8
8(27 1) = 70(0) - C(O) + 8(1) —c+ 2(3’ 1) 2(4’ 1) = max{m(4; ]_)’ 3(47 ]_)}
= 1500 — 120 + 150 — 200 + 1495 = max{78,4; 79,8} = 79,8
= 2825
2(2,1) = max{m(2,1); (2, 1)} Decisao: Substituir
= max{2825; 2825} = 2825 m(4; 2) = r(2) — c(2) + 2(5; 3)
=18,5—-1,2+ 50

Decisao: Manter ou Substituir
Primeiro estagio =67,3
s(4; 2) = (0) = ¢(0) +5(2) —c+2(5; 1)
=20-0,2460— 100 + 80
= 59,8

m(1,0) = r(0) — ¢(0) + 2(2,1)
= 1500 — 120 + 2825

=20 2(4; 2) = max{m(4; 2); s(4; 2)}
#(1,0) = max{m(1, 0)} = max{67,3; 59,8} = 67,3
= max{4205}
= 4205 Decisao: Manter
Decisao: Manter m(4; 3) =r(3) — c(3) + 2(5; 4)
Recuperagao da solugao 6tima =172—-15+30
Como no primeiro ano a maquina esta nova, a decisao =457

inicial é manter. s(4; 3) = r(0) — ¢(0) + s(3) — ¢ + 2(5; 1)

2(1,0) = 4205 =20 — 0,2+ 50 — 100 + 80



=498
z(4; 3) = max{m(4; 3); s(4; 3)}
= max{45,7; 49,8} = 49,8

Decisao: Substituir

s(4; 6) =7(0) — ¢(0) + s(6) —c+ 2(5; 1)
=20-0,2+5—100+ 80

=48
z(4; 6) = max{s(4; 6)}
= max{4,8} = 4,8

Decisao: Substituir.
Terceiro estégio

m(3; 1) =7r(1) — (1) + 2(4; 2)
— 19— 0,6+ 67,3
— 85,7

5(3; 1) =7(0) —c(0) + s(1) —c+ 2(4; 1)
=20-0,2+80—- 100+ 79,8
— 796

2(3; 1) = max{m(3; 1); s(3; 1)}
= max{85,7; 79,6} = 85,7

Decisao: Manter

m(3; 2) =7(2) — c(2) + 2(4; 3)
— 18,5 — 1,2+ 49,8
— 67,1
5(3; 2) =7(0) —c(0) +5(2) —c+2(4; 1)
=20-0,2+60— 100+ 79,8
— 59,6
%(3; 2) = max{m(3; 2); s(3; 2)}
= max{67,1; 59,6}
— 67,1

Decisao: Manter

m(3; 5) =r(5) — c(5) + z(4; 6)
—14-18+48
=17

s(3; 5) =7(0) — c(0) + s(5) —c+ 2(4; 1)

=20-0,24+ 10— 100+ 79,8
=9,6

2(3; 5) = max{m(3; 5); s(3; 5)}
= max{17; 9,6} =17

Decisao: Manter
Segundo estagio

m(2; 1) =r(1) — (1) + 2(3; 2)
— 19— 0,6 + 67,1
— 85,5
s(2; 1) =7(0) —c(0) +s(1) —c+2(3; 1)

=20—0,2+ 80 — 100 + 85,7
=855

2(2; 1) = max{m(2; 1); s(2; 1)}

Decisao:

= max{85,5; 85,5} = 85,5

Manter ou substituir

m(2; 4) =r(4) — c(4) + 2(3; 5)

=155—1,7+17
= 30,8

s(2; 4) =7(0) —c(0) + s(4) —c+2(3; 1)

=20-0,2+ 30 — 100 + 85,7
= 35,5

2(2; 4) = max{m(2; 4); s(2; 4)}

= max{30,8; 35,5} = 35,5

Decisao: Substituir
Primeiro estagio
m(1; 3) =7(3) —c(3) + 2(2; 4)
=172-15+355
= 51,2
5(1; 3) =7(0) — c(0) +s(3) —c+2(2; 1)

=20-0,2+ 50— 100 + 87,9
— 57,7

z(1; 3) = max{m(1; 3); s(1; 3)}
= max{51,2; 57,7} = 57,7

Decisao: Substituir
Recuperagao da solugao 6tima
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No inicio do primeiro ano, a decisdo 6tima é substituir a
maquina. No inicio do segundo ano recomenda manter ou
substituir. Se a maquina for substituida, a nova maquina
terd um ano de idade no inicio do terceiro ano, se for

mantida, a maquina terd dois anos de idade. O processo
continua até o quarto ano. Assim as politicas étimas sao:

(Substituir, Manter, Manter e Substituir) ou
57700, 00.

3)
(a) Resolugao
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Quarto estagio
m(4,1) =r(1) —c(1) + 2(5,2)
=17-5+20
=32
s(4,1) =7(0) — ¢(0) + s(1) — ¢+ 2(5,1)

(Substituir,
Substituir, Manter e Manter). O custo total é R$



=18—-4+24—-30+24
=32

z(4,1) = max{m(4,1);s(4,1)}
= max{32;32} = 32

Decisao: Manter ou Substituir

m(4,2) =r(2) — c¢(2) + 2(5,3)
=16—-6+16
= 26

5(4,2) =7(0) — ¢(0) + s(2) — ¢+ 2(5,1)
=18—-44+20-30+24
=28

2(4,2) = max{m(4,2); s(4,2)}
= max{26; 28} = 28

Decisao: Substituir

m(4,3) =r(3) — ¢(3) + 2(5,4)
=14-74+12
=19

5(4,3) = 7(0) — ¢(0) + s(3) — ¢+ 2(5,1)
=18—-4+4+16—-30+24
=24

z(4,3) = max{m(4,3); s(4,3)}
= max{19;24} =24

Decisao: Substituir

5(4,5) =7(0) — c(0) + s(5) — ¢+ 2(5,1)
=18—4+8-30+24

=16
z(4,5) = max{s(4,5)}
= max{16} = 16

Decisao: Substituir.

Terceiro estégio

m(3,1) =r(1) — (1) + 2(4, 2)

=17-5+428
=40

5(3,1) =7(0) — ¢(0) + s(1) — ¢+ 2(4,1)
=18—-4+4+24—-30+ 32
=40

2(3,1) = max{m(3,1);s(3,1)}
= max{40; 40} = 40

Decisao: Manter ou Substituir

m(3,2) =r(2) — c¢(2) + 2(4,3)
=16—-6+24
=34
5(3,2) =7(0) — ¢(0) + s(2) — c+ 2(4,1)
=18—-4+20—-30+32

=36

2(3,2) = max{m(3,2);s(3,2)}
= max{34; 36}
=36

Decisao: Substituir

m(3,4) = r(4) — c(4) + 2(4,5)
=12-94+16
=19

5(3,4) =r(0) — ¢(0) + s(4) — ¢+ 2(4,1)
=18—-4+12-30+ 32
=28

2(3,4) = max{m(3,4);s(3,4)}
= max{19;28} = 28

Decisao: Substituir
Segundo estagio

m(2,1) =r(1) — (1) + 2(3,2)

=17-5436
=48

$(2,1) =7(0) — c(0) + s(1) — ¢+ 2(3,1)
=18—-4424—-30+40
=48

2(2,1) = max{m(2,1);s(2,1)}
= max{48;48} = 48

Decisao: Manter ou substituir

m(2,3) =r(3) — ¢(3) + 2(3,4)
=14-7+428
=35

5(2,3) =7(0) — ¢(0) + s(3) — ¢+ 2(3,1)
=18—-4+4+16 — 30+ 40
=40

2(2,3) = max{m(2,3);s(2,3)}
= max{35;40} = 40

Decisao: Substituir
Primeiro estagio

m(1,2) =r(2) — ¢(2) + 2(2,3)
=16—-6+40
=50

5(1,2) = r(0) — ¢(0) + s(2) — ¢+ 2(2,1)
=18—-4420—- 30448
=52

2(1,2) = max{m(1,2);s(1,2)}
= max{50; 52} = 52

Decisao: Substituir

(b) Resolugao
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Existem miiltiplas politicas 6timas.

Politica 1

Ano 1:Substituir
Ano 2: Manter
Ano 3: Substituir
Ano 4: Manter
Politica 2

Ano 1: Substituir
Ano 2: Substituir
Ano 3: Manter
Ano 4: Substituir
Politica 3

165

Ano 1: Substituir

Ano 2: Manter

Ano 3: Substituir

Ano 4: Substituir

(c) Resolugao

O retorno maximo é de 52 mil reais.

(d) Resolugao

A estratégia de substituir o trator a cada 2 anos pode ser
6tima, mas nao é a tnica politica étima possivel.
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